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PROLOGO 


En la presente obra intitulada “Analisis Matematico III para Estudiantes de Cicncia e 
Ingenieria” en su 3era. Edicion ampliada y revisada; se expresa en forma teorica y practica los 
conceptos de superficies, las funciones vectoriales de variable real, las funciones reales de variable 
vectorial, las funciones vectoriales de variable vectorial y sus respectivas aplicaciones, asi como las 
integrales dobles, triples, curvilineas en donde se ha incluido el concepto de circulacion de campos 
vectoriales y su calculo, las integrales de superficies y los teoremas de la divergencia y de Stokes; 
ademas variedad de ejercicios y problemas propuestas las diversas universidades. 

La experiencia en la Docencia universitaria por lo senalado con la forma de expresar, resolver 
y ordenar los problemas resueltos y propuestos, se ha puesto especial cuidado en los graficos, pues 
pensamos que un “buen dibujo” por seftalar en forma natural, es el camino a seguir en la busqueda de 
la solucion a un problema . 

* La parte teorica se desarrolla de manera metodica y en especial cuidado, tratando de no 
perder el rigor matematico pero tratando de no caer en el excesivo formalismo que confunde al lector. 

La lectura provechosa del presente trabajo requiere del conocimiento previo del calculo 
diferencial e integral, asi como su geometria analitica. 

La presente obra es recomendable para todo estudiantes de ciencias matematicas, fisicas, 
ingenieria, economia y para toda persona interesada en fundamentar solidamente sus conocimientos 
matematicos del analisis real. Por ultimo deseo agradecer y expresar mi aprecio a las siguientcs 
personas por sus valiosos sugerencias y criticas. 
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CAPITULO I 


1. SUPERFICIES CUADRICAS.- 


Pre-requisitos.- Para la comprension adecuada de este tema de superficies, se requiere de 
los conocimientos previos de: 

- Elementos dc geometria plana: recta, circunferencia, conicas, etc. 

Elementos de geometria del espacio: pianos, secciones pi anas de un cuerpo, etc. 

Objetivos.- Establecer los fundamentos necesanos para la intensification de las tecmcas 
para cl trazado de las superficies a partir de sus ecuaciones como 
premisas asi como tambien las curvas y regiones, para la utilizarlos en las diversas aplicaciones. 
A1 finalizar el estudio de este capitulo el alumno debe ser capaz de: 

- Dcscnbir el procedimiento seguido cn el trazado de las superficies. 

- Reconocer la forma de la ecuacion de las cuadricas centradas. 

- Representar graficamente las siguientes superficies: Elipsoide, Paraboloide, Hiperboloide 
dc una y dos hojas, Paraboloide Eliptico, Paraboloide hiperbolico. 

Identificar las ecuaciones de cilindros y conos. 

- Determinar: la directriz, generatriz de los cilindros y conos. 

- Representar graficamente a los cilindros y conos. 
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1.1 Iplrodeeefettg^l 


Analiticamente la ecuacion E(x,y) = 0, nos representa un lugar geometrico en el piano XY, a la 
ecuacion E(x,y) = 0, extenderemos al espacio tridimensional, cuya ecuacion rectangular en tres 
variables representaremos por: 

| F(x, y, z) = 0 | 

Tambien se conoce que todo piano se representa analiticamente por una linica ecuacion lineal 
de la forma: 

P: Ax + By + Cz + D = 0 


De una manera mas general, veremos si existe una representacion analitica de una figura 
geometrica, al cual denominaremos superficie, tal representacion consistira en una unica 
ecuacion rectangular de la forma: 

I F(x,y,z) = 0 .. 7 ( 1)1 


Por ejemplo, por medio de la distancia entre dos puntos se puede demostrar que la superficie 
esferica de radio r con centro en el origen se representa analiticamente por la ecuacion: 




Llamaremos superficie al conjunto de puntos p(x,y,z) de R 3 que satisfacen una sola ecuacion 
de la forma: 

| F(x,y,z) = 0 ~ 


La ecuacion F(x,y,z) = 0, contiene tres variables, sin embargo la ecuacion de una superficie 
puede contener sol amente una o dos variables. 


Por ejemplo la ecuacion x = k, k constante, representa un piano paralelo al piano YZ. 
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De igual manera la ecuacion x + y~ =4 considerada en el espacio representa un cilindro 
circular recto. 



Toda ecuacion de la forma F(x,y,z) = 0, no necesariamente representa una superficie, por 
ejemplo la ecuacion x 2 + y 2 +z 2 + 9 = 0, no representa ningun lugar geometrico, ademas la 

ecuacion x 2 + v"+z 2 =0, tienc una solucion real que es: x = y = z = 0, cuyo lugar 
geometrico esta constituido por un solo punto, el origen. 


1.3 Superficies Cuadricas.^ 

Llamaremos superficies cuadricas a toda ecuacion de segundo grado en las variables x,y,z que 
tiene la forma: Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dxy + Exz+ Fyz-\- Gx + Hy + Kz+L = 0 donde A, B, C, D, 
E, F, G, H, K son constantes, y por los menos una es diferente de cero. 
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1.4 Bfeeasi6n de la Graflca de la Ecuacion de una Superficie.-! 

Para construir la graflca de una superficie consideremos la siguiente discusion, mediante los 
pasos siguientes: 

1) Interseccion con los ejes coordenados. 

2) Trazas sobre los pianos coordenados. 

3) Simetrias con respecto a los pianos coordenados, ejes coordenados y el origen. 

4) Secciones transversales o secciones paralelas a los pianos coordenados. 

5) Extension de la superficie. 

6) Construccion de la superficie. 

Consideremos la ecuacion de una superficie. 



Ahora describiremos todo el proceso a realizar en la construccion de la grafica de dicha 
superficie. 

I s Interseccion con los ejes coordenados.- 

a) Con el eje X: En la ecuacion F(x,y,z) = 0 se hace y=z=0, es decir: F(x,0,0)=0 

b) Con el eje Y: En la ecuacion F(x,y,z) = 0 se hace x=z=0, es decir: F(0,y,0)=0 

c) Con el eje Z: En la ecuacion F(x,y,z) = 0 se hace x=y=0, es decir: F(0,0,z)=0 

2 s Trazas sobre los pianos coordenados.- 

Es la curva de interseccion de la superficie F(x,y,z) = 0 con cada uno de los pianos 
coordenados. Las trazas sobre los pianos coordenados se obtienen de la siguiente forma: 

a) La traza sobre el piano XY: En la ecuacion F(x,y,z) = 0 se hace z = 0, es decir: 
F(x,y,0) = 0 

b) La traza sobre el piano XZ: En la ecuacion F(x,y,z) = 0 se hace y = 0, es decir: 
F(x,0,z) = 0 
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c) La traza sobre el piano YZ: En la ecuacion F(x,y,z) = 0 se hace x = 0, es decir: 
F(0,y,z) = 0 

3 s Simetrias Respecto a los Pianos Coordenados, Ejes Coordenados y el origen: 

a) Existe simetria respecto al: 

- Plano XY, si F(x,y,z) = F(x,y,-z) 

- Plano XZ, si F(x,y,z) = F(x,-y,z) 

- Plano YZ, si F(x,y,z) = F(-x,y,z) 

b) Existe simetria respecto al: 

- Eje X, si F(x,y,z) = F(x,-y,-z) 

- Eje Y, si F(x,y,z) = F(-x,y,-z) 

- Eje Z, si F(x,y,z) = F(-x,-y,z) 

c) Con respecto al origen: Si F(x,y,z) = F(-x,-y,-z) 

4 s Secciones Transversales 6 Secciones paralelas a los pianos Coordenados.- 

Es la curva de intersection de la superficie con los pianos paralelos a los pianos 
coordenados. 

Las secciones Transversales se pueden obtener de la siguiente forma: 

a) Sobre el piano XY: Se hace z = k es decir: F(x,y,k) = 0 

b) Sobre el piano XZ: Se hace y = k es decir: F(x,k,z) = 0 

c) Sobre el piano YZ: Se hace x = k es decir: F(k,y,z) = 0 

5 2 Extension De La Superficie.- 

Consiste en determinar el dominio de la ecuacion F(x,y,z) = 0 

6 - Construction De La Superficie.- 

Con la ayuda de la discusion de la ecuacion de una superficie se construye la grafica. 
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Ejemplo.- 


Discutir y hacer la grafica de la superficie cuya ecuacion es: x 2 + y 2 


= 1 


Solucion 


1) Intersecciones con los ejes coordenados. 

a) Con el eje X, se hace y=z = 0, de donde x =1 entonces x = ±1, de donde los 

puntos son: (1,0,0), (-1,0,0) 

b) Con el eje Y, se hace x = z = 0, de donde y 2 = 1 entonces y = ±1, de donde los 

puntos son: (0,1,0), (0,-1,0) 

c) Con el eje Z, se hace x = y=0, de donde z 2 =-1 entonces no existe intersection 
con el eje Z. 

2) Las trazas sobre los pianos coordenados. 

a) La traza sobre el piano XY; se hace z = 0; x 2 + y 2 =1 es una circunferencia. 

2 2 

b) La traza sobre el piano XZ; se hace y = 0; x -z = 1 es una hiperbola. 

c) La traza sobre el piano YZ; se hace x = 0; y 2 -z 2 = 1 es una hiperbola. 

3) Simetria con respecto a los pianos coordenados, ejes coordenados y al origen. 

La superficie es simetrica respecto al origen, a los ejes coordenados y a los pianos coordenados, 
puesto que la ecuacion no cambia al aplicar el criterio establecido. 

4) Las secciones transversales o paralelas a los pianos coordenados: 

Consideremos las secciones paralelas al piano XY; sea z = k entonces x 2 +y 2 = 1 + k 2 es 
una familia de circunferencia. 


5) Extension: z = ±^x 2 +y 2 -1 , x 2 +y 2 £l 
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A) Elipsoide.- Es el lugar geometrico de todos los puntos p(x,y,z) de R 3 que satisfacen 

a la ecuacion de la forma: 

222 

x y z 

— + ^ +— = 1, a * 0, b * 0, c * 0, a * b, a * c 6 b*c. 
a~ b c 

Graficando el Elipsoide se tiene: 

a) Intersecciones con los ejes coordenados. 

Con el eje X, se hace y= z = 0, x =±a, 

Con el eje Y, se hace x= z = 0, y = ±b, B x {o,b,o), B 2 (o-b,o) 

Con el eje Z, se hace x = y = 0, z = ±c, C { (o,o,c ), C 2 (o,o-c) 

b) Las Trazas sobre los pianos coordenados. 

La traza sobre el piano XY, se hace z = 0 

2 2 
x y 

— + — = 1, es una elipse en el piano XY. 
a~ b 
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La traza sobre el piano XZ, se hace y = 0 
x 2 z 2 

—+— = 1, es una elipse en el piano XZ. 
a ‘ c 

La traza sobre el piano YZ, se hace x = 0 

2 2 
V Z 

—+ — = 1, es una elipse en el piano YZ. 
b " c 

c) Simetrias con re spec to al origen, ejes y pianos coordenados. 

2 2 2 
XVI 

Sea E\ — + — + —= 1, entonces. 
a b c~ 

Con respecto al origen 3; si (x,y,z)eE <=> (-x,-y,-z) e E 
Con respecto al eje X 3; si (x,y,z)eE <=> (x,-y,-z) € E 
Con respecto al eje Y 3; si (x,y,z)eE <=> (-x,y,-z) e E 
Con respecto al eje Z 3; si (x,y,z)eE <=> (-x,-y,z) e E 

Con respecto al piano XY 3; si (x,y,z)EE <=> (x,y,-z) e E 

Con respecto al piano XZ 3; si (x,y,z)EE o (x,-y,z) e E 

Con respecto al piano YZ 3; si (x,y,z)EE <=> (-x,y,z) e E 

d) Las secciones paralelas a los pianos coordenados. 

2 2 ,2 
x y k 

Los pianos z = lt> corta la superflcie en la curva —^- + —7-= 1— j~> cjue es una 

a~ b c 

familia de elipses donde -c ^ k ^ c 


222 

X v z 


r 


2 2 

x V 


e) Extension de la superflcie de —+ — + — =1 se tiene z = |dJl- —-—- 

a b c V a~ b 


de 


2 2 

x y 

donde —r + ~ ^ 1 
a b“ 
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B) La Esfera.- La Superficie esferica es el lugar geometrica de todos los puntos 

p(x,y,z) del espacio que equidistan de un punto fijo, la distancia 

constante se llama radio y el punto fijo centra. 

2 2 2 
x y z 

Si en la ecuacion del elipsoide —+— = 1 se tiene a = b = c = R*0, el elips< de 

a b c* 

se transforma en x 2 + y 2 + z 2 = R 2 , que es la ecuacion de la esfera de radio R y centn cl 
origen de coordenadas. 

Graficando la esfera se tiene: 

a) Intersecciones con los ejes coordenados. 

Con el eje X, se hace, y = z = 0, x = ±R, A x (R,o,o), A 2 (-R,o J o) 

Con el eje Y, se hace, x = z = 0, y = ±R, B { (o,R,o) t B 2 (o-R,o) 

Con el eje Z, se hace, x = y = 0, z = ±R, C x {o,o,R), C 2 (o y o-R) 

b) Las Trazas sobre los pianos coordenados. 

La traza sobre el piano XY, se hace z = 0. 
x 1 +y 2 = R 2 , es un circunferencia en el piano XY. 

La traza sobre el piano XZ, se hace y = 0. 

2 2 2 

x + z = R , es un circunferencia en el piano XZ. 
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La traza sobre el piano YZ, se hace x = 0. 

y 2 + z 2 - R 2 , es una circunferencia en el piano YZ. 

c) Simetricas con respecto al origen, ejes y pianos coordenados. 

La ecuacion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = R 2 es simetrica con respecto al origen, a los 
ejes y pianos coordenados. 

d) Las secciones paralelos a los pianos coordenados. 

Las secciones paralelas lo tomaremos con respecto al piano coordenado XY f es 
decir, z = k se tiene x 2 + y 2 = R 2 - k 2 , -R <. k ^ R, que es una familia de 
circunferencia. 



Teorema.- La ecuacion de la superficie esferica de centro el punto c(h,k,l) y de radio la 
coastante R > 0 es: (jc - h) 2 +(y - k) 2 +(z-1) 2 = R 2 

Demostracidn 

Sea P(x,y,z) un punto cualquiera de la esfera, luego por 
definicion de esfera se tiene : 

E = [P(x,y,z) e R 3 ld(p,c) = r] 

^(x-h) 2 +(y-k) 2 +(z-l) 2 =R de donde: 

(x-h) 2 +(y-k) 2 +(z-l) 2 = R 2 














Superficies Cuadraticas 


11 


Observation.- La ecuacion (x-h) 2 +(y-k) 2 + (z-/) 2 = R 2 se conoce con el nombre 
de la forma ordinaria de la ecuacion de la esfera, si desarrollamos la 
ecuacion de la esfera se tiene: 

x 2 +y 2 +z 2 -2hx-2ky-2lz+h 2 +k 2 + / 2 - R 2 =0, de donde se tiene: 
x 1 +y 2 + z 2 + Ax + By + Cz+ D = 0, 

luego una superficie esferica queda determinada por cuatro puntos no coplanares. 

Ejemplo.- Hallar la ecuacion de la esfera que esta en los pianos paralelos 6x - 3y-2z - 35 = 0, 
6x - 3y - 2z + 63 = 0 . Sabiendo que el punto P(5.-l*-l) es el punto de contacto de uno 

Solution 

Sea L = {(5,-l,-l) + t(6,-3,-2)/t e R} 

Sea A € L a P 2 => AgLa AgP 2 
Si A e L => A(5 + 6t, -1 - 3t, -1 - 2t) 
para algun t e R, como A e P 2 entonces 
6(5 + 6t) - 3(-l - 3t) - 2(-l - 2t) + 63 = 0 de donde 
t = -2, A(-7,5,3), como c es punto medio de A y p se 
5-7 -1 + 5 -1 + 3 

tiene: c( -,-,-) = c(~U2 ,1) 

2 2 2 

Ademas, r = d(c,p) = 7 porlotanto: E : (jc +1) 2 +(y-2) 2 + (z-l) 2 =49 

C) Paraboloide Eliprico.- Es el lugar geometrico de todos los puntos 

p(x,y,z) de R 3 que satisfacen a la ecuacion de la forma 

2 2 
x y 

—+ —= z, donde a*0, b*0, a * b. 
a b 

Graficando el paraboloide eliptico se tiene: 


de ellos. 
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a) 


Intersecciones con los ejes coordenados. 

Con el eje X, se hace y = z = 0, x = 0 => A(0,0,0) 
Con el eje Y, se hace x = z = 0, y = 0 => B(0,0,0) 

Con el eje Z, se hace x = y = 0, z = 0 => C(0,0,0) 

Las Trazas sobre los pianos coordenados 

La traza sobre el piano XY, se hace z = 0 

2 2 
X V 

—+— = 0 que representa un punto P(0,0,0). 
b~ 

La traza sobre el piano XZ, se hace y = 0 

2 

X 

z - — que representa a una parabola en el piano XZ. 
a 

La traza sobre el piano YZ, se hace x = 0 


z = 



que representa a una parabola en el piano YZ. 


c) Simetrias con re spec to al on gen, ejes y pianos coordenados. 
Con respecto al origen 3 puesto que (-x,-y,-z) € P e 
Con respecto al eje X, 3 puesto que (x,-y,-z) e ? e 
Con respecto al eje Y, 3 puesto que (-x,y,-z) g ? e 
Con respecto al eje Z, 3 puesto que (-x,-y,z) e ? e 
Con respecto al piano XY, 3 puesto que (x,y,-z) £ P ff 
Con respecto al piano XZ, 3 puesto que (x,-y,z) £ ? e 
Con respecto al piano YZ, 3 puesto que (-x,y,z) £ P e 
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d) Secciones paralelas a los pianos coordenados. 

Las secciones paralelas tomaremos con respecto al piano XY para esto se tiene 

2 2 

x y 

z = k que corta la superficie en la curva — + — = /; que es una familia de elipses. 

b~ 

2 2 

x y 2 

e) Extension de la superficie: z = — + — es definido V(x,y) e R 

b 



Otras variantes 




X 
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D) Hiperboloide de una Hoja.- Es el lugar geometrico de todos los 

P(x,y,z) de R 3 que satisfacen a la ecuacion. 

2 2 2 
x y z 

5 - T*l» ^onde b*0, c^O. 

a ‘ b c 

Graficando el hiperboloide de una hoja se tiene. 

a) Intersecciones con los ejes coordenados. 

Con el eje X, se hace y = z = 0, x = ±a, ^(<2,0,0), A 2 (a y 0,0) 

Con el eje Y, se hace x = z = 0, y = ±b, (0,6,0), i? 2 (0,-6,0) 

Con el eje Z, se hace x = y = 0, z 2 - -c 2 , 3 . 

b) Las trazas sobre Los Pianos Coordenados. 

La Traza sobre el piano XY, se hace z = 0. 

2 2 

x y 

— + — = 1, es una elipse. 
a b 

La Traza sobre el piano XZ, se hace y = 0. 

2 2 
X z 

— - — = 1, es una hiperbola. 
a" c 

La Traza sobre el piano YZ, se hace x = 0. 

\ 

2 2 
y z 

—- — = 1, es una hiperbola. 
b c 

c) Simetnas. 


puntos 


Con respecto al origen es simetrica. 

Con respecto a los ejes coordenados es simetrica. 
Con respecto a los pianos coordenados es simetrica. 
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d) Secciones paralelas a los pianos coordenados. 

2 2 ,2 

xv k 

Los pianos z = k corta a la superficie en la curva = l+—j-, Que es una 

a~ b~ c 

familia de elipses y los pianos y = k corta a la superficie en la curva 

2 .2 ,2 ,2 .2 

x r k b -k 

— " — = 1 + —r =- 2 —, -b < k < b, que es una familia de hiperbola. 

a' c c~ h 
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E) Hlperbololde de Dos Hojas.- Es el lugar geometrico de todos los puntos 

P(x,y,z) de R 3 que satisfacen a la ecuacion: 

2 2 2 
x y z 

—- 2 -t = 1, donde a * 0, b * 0, c * 0. 

a' b c 

Graficando el hiperboloide de dos hojas se tiene: 

a) Intersecciones con los ejes coordenados. 

Con el eje X, se hace y = z = 0, x = ±a, ^(aAO), (—^,0,0) 


I ,2 


Con el eje Y, se hace x = z = 0, y- ±v—^ , 3 

Con el eje Z, se hace x = y = 0, z *= ± j J-c 2 , 3 

b) Las Trazas sobre los pianos coordenados. 

La traza sobre cl piano XY, se hace z = 0 


A' V 

—7 - —— = 1, es una hiperbola 
a “ n 


La traza sobre el piano XZ, se hace y = 0 


2 2 
A Z 

— —2 * 1, es una hiperbola 
a c 


La traza sobre el piano YZ, se hace x = 0 


V 2 z 2 

-7T-- = »- 3 

b c 


c) Simetrias. 

Con respecto al origen, existe simetria. 

Con respecto a los ejes coordenados, existe simetria. 
Con respecto a los pianos coordenados existe. 
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d) Secciones paralelas a los pianos coordenados. 

2 2 ,2 

XV * 

Los pianos z = k, corta a la superficie en la curva ■—= 1 h— p es una familia 

a b“ c 


de hiperboias. 


2 2 
X Z 


Los pianos y = k, corta a la superficie en la curva — = 1 + — es una familia 

a c‘ b 

de hiperboias. 

2 2,2 2 

V z k -a 

Los pianos x = k, corta a la superficie en la curva ^-p + —r = - -—, donde 

b c 0 

k > a 6 k < -a, que es una familia de elipses. 



Otras Variantes 
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F) Hiperboloide Parabolico.- Es el lugar geometrico de todos los puntos P(x,y,z) de 

2 2 

3 y x z 

R que satisfacen a la ecuacion de la forma:-^--- = —, 

b~ a c 

donde a y b son positivos y c * 0. 

Graficando el hiperboloide parabolico para el caso c > 0. 

a) Intersecciones con los ejes coordenados. 

Con el eje X, se hace z = y = 0, x = 0, A(0,0,0) 

Con el eje Y, se hace x = z = 0, y = 0, 13(0,0,0) 

Con el eje Z, se hace x = y = 0, z = 0, C(0,0,0) 

b) Las Trazas sobre los pianos coordenados. 

h b 

La traza sobre el piano XY, se hace z = 0, y = — x, y= —x,rectas. 

a ’ a 

C -y 

La traza sobre el piano XZ, se hace y = 0 , z = - — x , parabola. 


La traza sobre el piano YZ, se hace x = 0 , z = — v, parabola. 

b‘ 

c) Simetrias. 

Con respecto al origen^ 3 

Con respecto a los ejes coordenados, con el eje Z 3 en los demas ejes 3 . 
Con respecto a los pianos coordenados 3 Pxy , 3 Pxz, 3 Pyz . 

d) Secciones paralelas a los pianos coordenados. 

y x k 

Al piano XY, se hace z = k, — - —- = —, familia de hiperbolas. 

b' a ~ c 

2 . 2 
x z k 

Al piano XZ, se hace y = k,-- = — - — 7 -. familia de parabolas. 

a ' c b 

2 . 2 

V z k 

Al piano YZ, se hace x = k, —r = — h— r, familia de parabolas. 

b“ c a~ 
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Qtras variantes. 


Tambien el hiperboloide parabolico tiene las ecuaciones siguientes: 
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G) El Cono Eliptlco o Circular.- Es el lugar geometrico de todos los puntos p(x,y,z) 

de i? 3 , que satisfacen a la ecuacion de la forma: 

2 2 2 
x y z 

—= —, a * 0, b * 0, c * 0. Graficando el cono eliptico se tiene: 
a b c 

a) Intersecciones con los ejes coordenados: 

Con el eje X, se hace y = z = 0, x = 0, A(0,0,0). 

Con el eje Y, se hace x = z = 0, y = 0, B(0,0,0). 

Con el eje Z, se hace x = y = 0, z = 0, C(0,0,0). 

b) Las Trazas sobre los pianos coordenados: 

La traza sobre el piano XY, se hace z = 0, x = y = 0 => p0,0,0). 

a 

La traza sobre el piano XZ, se hace y = 0, x = ± — z dos rectas. 

c 

b 

La traza sobre el piano YZ, se hace x = 0, y = ±—z dos rectas. 

c 


c) Simetrias: 

Con respecto al origen, existe. 

Con respecto a los ejes coordenados, existe. 

Con respecto a los pianos coordenados, existe. 

d) Secciones paralelas a los pianos coordenados: 

2 2,2 

x y k 

Al piano XY, se hace z = k, —y + -j-= — 2 ", familia de elipses. 

a b x c* 


Al piano XZ, se hace y = k, —-- = —j-, familia de hiperbolas. 

c* a b 

2 2,2 

z v k 

Al piano YZ, se hace x = k, —- —r = —j", familia de hiperbolas. 

c b‘ a 
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Llamaremos superficie cilindrica a la superficie que es generada por una recta que se mueve a 
lo largo de una curva plana dada, de tal manera que siempre se mantenga paralela a una recta 
fija dada que no esta en el piano de die ha curva. 

La recta movil se llama generatriz y la curva plana se llama directriz de la superficie cilindrica. 

Si la generatriz de una superficie cilindrica es perpendicular al piano de la directriz; la 
superficie se llama cilindro recto, en caso contrario cilindro oblicuo. 



1.7 Determination de la Ecuacion de una 


:V 


Consideremos la directriz en uno de los pianos coordenados por ejemplo, tomamos el piano 

[ F(y,z) = 0 

YZ, entonces la ecuacion de la directriz es: D: \ 

x = 0 



X 
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Si p(x,y,z) es un punto cualquiera de la superficie, cuya generatriz tiene por numeros 
directores [a,b,c] y si p'(0,j^z') es el punto de interseccion de la directriz con la generatriz 
que pasa por el punto p(x,y,z) entonces el punto p'(0, y',z') satisface a la ecuacion de 
la directriz: 


D: 




\F(y\z') = 0 
jc'= 0 


Y la ecuacion de la Generatriz es dado por: 


jc-0 v-v' z-z' 

a _ b _ C 


..( 1 ) 


... ( 2 ) 


De las ecuaciones (1) y (2) al eliminar los parametros x\y\z' se tiene la ecuacion de la 
superficie cilindrica. 


Ejemplo.- Hallar la ecuacion de la superficie cuya directriz es la parabola x =4y , z = 0, 
contenida en el piano XY, y cuya generatriz tiene por numeros directores [1,1,3]. 


Solucibn 



Jt =4 y 
z = 0 


La ecuacion de la directriz es: D: 

Sea p '(x\y\z') punto de interseccion de la 


directriz y la generatriz entonces satisface a la 
ecuacion de la directriz. 


D: 


x' 2 = 4y 
z'= 0 


...( 1 ) 


La ecuacion de la generatriz que pasa por el punto p^z'^^z'Jcon numeros directores 

x-x' v-v’ z-z 1 z 

[1,1,3] es: G: -= -—-— = — j —. G: x-x'=y-y'=— .*.(2) 


Ahora eliminamos los parametros de (1) y (2) 
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z 

x-x'= — 

3 

=» 1 
z 

v-v’= — 

3 


z 3x-z 

jc '= x — =- 

3 3 


z 3v-z 


... (3) 


y=y--= 


3 3 


3x-z 2 3 y-z 

Reemplazando (3) en (1) se tiene: (-) = 4(-) 

3 3 


.\ 9x 2 + z 2 -6xz + 36y + \2z = 0 


Ejemplo.- Demostrar que la ecuacion x 1 + v 2 + 2z 2 + 2jcz- 2yz = 1 representa a una superficie 
cilindrica; Hallar las ecuaciones de su directriz y los numeros directores de su generatriz. 

Soluctdn 

Consideremos las secciones paralelas al piano coordenado XY, z = k, obteniendo 
x 2 + y 2 +2k~ + 2kx-2kv = 1. Completando cuadrado (x+ k) 2 + (y-k) 2 * 1 
Luego (x+ k) 2 +(y- k)~ = l,z=k,es una familia de circunferencia caso particular k = 0, se 
tiene la ecuacion de la directriz x 2 +y 2 = 1, z= 0 que es una circunferencia en el piano XY 

por lo tanto x 2 + y 2 + z 2 + 2 xz - 2yz = 1 es una superficie cilindrica circular. 

La recta que une los centros (-k, k, k) de las circunferencias es paralela a la generatriz. por lo 
tanto los numeros directores de las generatriz son [-1, 1, 1]. 

Luego su grafico es: 

Z 
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1.8 Superfkfe Conical 


Llamaremos superficie conica a la superficie que es generada por una recta que se mueve de 
tal manera que siempre pasa por una curva plana dada fija y por un punto fijo que no esta 
contenido en el piano de la curva fija dada. 

La recta movil se llama generatriz y la curva fija dada directriz y el punto fijo se llama 
vertice de la superficie conica. 

El vertice divide a la superficie conica en dos porciones cada una de los cuales se llama hoja 
o rama de la superficie conica. 


1.9 Determinaci6» de Is Ecuacion de ia 


Consideremos la ecuacion de la directriz en uno de los pianos coordenados, por ejemplo en 
el piano YZ, cuya ecuacion es: 
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La ecuacion de la generatriz que pasa por V y p' es dado por. 



... ( 2 ) 


De las ecuaciones (1) y (2) al eliminar los parametros x\y\z* se obtiene la ecuacion de la 
superficie conica. 


Ejemplo.- Hallar la ecuacion de la superficie conica cuya directriz es la elipse 
4jc 2 +z 2 =1 a y=4 y cuyo vertice es el punto V(l,l,3) 

Solution 


La ecuacion dc la directriz es: 



Dr. 


|4jr 2 +z 2 = 1 


y=4 


como p'(x’.y'.z’) € D, 


entonces D: 


1 4x' 2 +z' 2 = 1 

i y- 4 


La ecuacion de la generatriz es: G: 


x -1 y -1 z-3 


x’-l 3 z'-3 

De la ecuacion (2) despejamos los parametros x',y',z' obteniendose: 


( 1 ) 


•- ( 2 ) 


Jt-1 y -1 


x'-l 3 
z-3 y -1 


x =- 


3x + y-4 

y -1 


. z'-3 3 

Ahora reemplazando (3) en (1) 


3y + 3z-12 
z'=——- 

y -1 


3x+v-4 , 3y+3z-12 2 

4(-) + (—-) = 1 de donde 


y -1 


y -1 


36x 2 +12y 2 +9z 2 +24xy + 18xz-96x-102_y-72z + 207 = 0 


(3) 
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Ejemplo.- El eje OZ es el eje de un cono circular que tiene el vertice en el origen de coordenadas; 

el punto M(3,-4,7) esta situado en su superficie. Hallar la ecuacion de este cono. 



Solucion 

Sea A(0,0,7), M(3,-4,7) 
MA = A — M = (-3,4,0) 


R =j| MA ||= V9 + 16 = 5 es el radio de la section 
circular del cono. 


(x-0) 2 +(.V-0) 2 +(z-7) 2 =25 


Si z = 7, entonces la directriz es: 


I x 2 +y 2 = 25 

Sea D: i pero como p'(x\y\z') e D entonces: D : 

! z = 7 


,2 »2 

x +y = 25 
z'= 7 


... ( 1 ) 


Ahora calculamos la ecuacion de la generatriz. 


x-0 y- 0 z-0 _ x y z 

G : -= --=-, dedonde: G:— = -~ = — 

x'-O jM) z'-O x' / 7 


( 2 ) 


De la ecuacion (2) despejamos los parametros, x',/ se tiene: 


x _ z 
7" 7 

Z = £ 
/ 7 


^=2i 


z 


(3) 


Ahora reemplazando (3) en (1) se tiene: (—) 2 + (—) 2 = 25 de donde 49x 2 + 49 y 2 = 25z 2 

z z 
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i de Revolucion.-J 


Llamaremos Superficie de revolution a la superficie que es generada por la rotation de una 
curva plana entorno de una recta fija contenida en el piano de esa curva. 

La curva plana se llama generatriz y la recta fija eje de revolution 6 eje de la superficie. 



Por el punto p(x,y,z) se hace pasar un piano perpendicular al eje de revolution, la 
intersection de la superficie con el piano es una circunferencia. 

Si c es el punto de intersection del piano con la recta L y Q es el punto de intersection con 
la curva C entonces se cumple d(P,C) = d(Q,C) que es la ecuacion de la superficie de 
revolution. 

Si la superficie de revolution es obtenida por la rotation de una curva que esta en uno de los 
pianos coordenados alrededor de uno de los ejes coordenados, su ecuacion se determina 
mediante el cuadro siguiente: 



ip iiJe 8s«0iuci&t | 

iEesac&fe Sb is 

N 

II 

,2? 

X 

II 

o 

Eje Y 

x 2 +: 2 =(/0’)) 2 

o 

II 

N 

II 

Eje Y 

x 2 +z 2 ={f(y)) 2 

z= f(x); y = 0 

Eje X 

y 2 +* 2 ={nx)Y 

O 

II 

N 

c=r 

ii 

Eje X 

y 2 + z 2 =(/(x)) 2 

y = f(z); x = 0 

Eje Z 

x 2 +y 2 ={m) 2 

x= f(z) ( y = 0 

Eje Z 

x 2 +y 2 ={f(z)) 2 
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Ejemplo.- Hallar la ecuacion de la superficie engendrada por la rotacion de la hiperbola 
2 2 

y -4x = 4 , z = 0, entomo al eje Y. 

Solucion 


La generatriz es de la forma x = f(y), z = 0 y el eje de rotacion es el eje Y, por lo 

tanto la ecuacion de la superficie de revolution es: x 2 +z 2 - f 2 (y), como 

2 A 1 A 

2 2 2 V 4 -y 22 y ”^ 

y -4x = 4 => jc = --= f~(y) ahora reemplazando se tiene: x +z = - de 


donde 4 jc 2 +4z 2 -y 2 +4 = 0 



Ejemplo.- 


Hallar la ecuacion de la superficie engendrada por la rotacion de la elipse. 

f 2 2 

x y 

I —7 v —y = 1 

i a b , alrededor del eje OX. 

( z = 0 

Solud6n 


Z 
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Consideremos un punto arbitrario en el espacio M(x,y,z) y c es el pie de la perpendicular del 
punto M al eje OX. 

El punto M lo trasladamos al piano OXY, mediante una rotation de esta perpendicular 
alrededor del eje OX designemos a este punto por N(x\y\0). 

Luego se tiene CM = CN , de donde CM = ^'y 2 +r 2 


CN = v' entonces se tiene: 


. M-V. 


, 2 + r 2 


...( 1 ) 


X = X 


M esta situado en la superficie de revolution, si y solo si, el punto N esta en la elipse dada, es 


decir: 


x - 2 v- 


... ( 2 ) 


"H- y = 1 

a b 

2 2 2 
X V + Z 

ahora reemplazando (1) en (2) tenemos: -y+- t —=1, que es la ecuacion de la 

a* h 

superficie de revolucion buscada. 


1.11 Traslacion de Ejes.'l 

La Traslacion de ejes en el espacio tridimensional se realiza en forma similar que la traslacion 
de ejes en el piano cartesiano; si O , (x 0 , > v 0 ,z 0 ) es un punto en el si sterna cartesiano OXYZ, 
entonces en el punto O'(x 07 y 0 ,z 0 ) construiremos el nuevo sistema O'X'YZ' de tal manera 
que los rayos positives de los nuevos ejes sean paralelos y tengan el mismo sentido que el 
sistema cartesiano original, es decir, en la forma: 
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Un punto p en el espacio correspondiente al sistema OXYZ, tiene por coordenadas a (x,y t z) 
es decir, p(x,y,z) y en el sistema O'X'YZ' tiene por coordenadas a (x' 9 y' 9 z') es decir 
p(x’, y 1 , z 1 ). La relacion entre estas coordenadas esta dado por: 

x = x 0 + x' 

‘ y = y 0 +y' 

Z = z 0 + z' 

Ejemplo.- Graficar la superficie mediante una traslacion x 1 + y 1 + z 2 - 3x + 4y - 8z = 0 

Soluci6n 

2 9 2 2 9 

Completando cuadrados se tiene: x~ -3x + ~+j/ +4y+4+z -8z+16 = —+4+16 

4 4 

3 1 f t 89 ? , 89 3 

(*--) 3 + Cv + 2)- + (z-4) a - —, x’ 2 -/ 2 +z ,2 = — donde 0’(- -2,4) 

2 4 4 2 



1JII, Rotacion 3e Ejes en lino de les llanos Coordenados^l 

Veremos la rotacion de los ejes de los pianos coordenados manteniendose el otro eje fijo y el 
mismo origen. 

Suponiendo que efectuamos una transformation de coordenadas del piano XY en otro sistema 
X' Y' en donde se mantiene fijo el origen y los ejes X ’ e Y' son obtenidos rotando los ejes 
X e Y en forma antihoraria en un angulo 0 como se ilustra en la figura. 
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Esta transformacion en el piano XY es: 



Cada punto p tendra dos representaciones una en coordenadas (x,y) con respecto al sistema 
original y la otra en coordenadas (*’, y') con respecto al nuevo sistema. 

Ahora determinaremos la relacion (x,y) y (jr\y), para esto tracemos las rectas OP, AP y BP 
(Ver figura). 


Y 
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Se observa que x = OA y y=AP , x'-OB , y-BP 


Luego el triangulo A OAP se tiene: x = OPcos(0 + a ), j = OPsen(0 + a ) t de donde 


| x = OPcosO cos a - OP sen0 sen a 
[y = OP sen 0 cos a - OP sen cr cos0 


( 1 ) 


En el triangulo A OBP se tiene: x'= OPcosa , y'= OP sen a 


... ( 2 ) 


ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


x = x'cos0 - j'sen0 
[y = x’sen0 + j/cos0 


al resolver el sistema se tiene: 


I x'= xcos 0 + y sen0 

... (3) 

[y'= ycosO -xsen0 

Por tratarse del piano XOY veremos el caso de la ecuacion de segundo grado: 

? 2 

Ax~ + Bxy + Cy + Dx + Ey + F = 0, donde A,B,C no nulos simultaneamente. 
como x = x'cos0 -/sen0 , y = x’sen0 + /cos0 se tiene: 

^(x'cos0 -y'sen0) 2 + P(x'cos0 -/sen0)(x'sen0 + v'cos0) + 

C(x’sen0 + y'cosO) 2 + Z)(x'cos0 -/sen 0) + £(x'sen0 + v'cos Q) + F = 0 
desarrollando y simpliflcando se tiene: 

(A cos 2 0 + B sen 0 cos0 + Csen 2 0 )x ,2 +(A sen 2 0 - P sen0 cos0 + Ceos 2 Q)y' 2 

+(/? cos 20 - A sen 20 + C sen 20)x' y'+D (cos 0 + £ sen 0)x f +(£ cos 0 - D cos 0)/+F = 0 


Como el coeficiente de x'y' debe ser cero, entonces se tiene: 
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cos 20 A-C 

Bcos20 - Asen20 + Csen20= 0 de donde Bcos20 = (A - C)sen 20 => -=-por lo 

sen 26 B 

A-C 

tanto clg26 = -que es la relation para obtener el angulo de rotacion. 

B 

Ejemplo.- Graficar la superficie z = xy, mediante una rotacion. 

Solution 

\x = jc'cos 6 -y sen# 

Se conoce que ) , Ahora reemplazamos en la ecuacion de la superficie. 

[y = x'senG -ycosfl 

z = xy = (jc'cosG -y'sen0)(x'sen0 + /cos0) 


z = jc' 2 cos0sen0 -x'ysen 2 6 +jc'/cos 2 6 ~y' 2 sen6 cos# 


2 2 2 2 

z = x' cos 6 sen 6 - (cos 0-sen 0)x'/-y' senflcosG 


Si cos' 6 - sen 0 = 0 tg 6=1 => 6 = — 

4 


71 71 


,2 ,2 

71 71 X y 


,2 ,2 

jc y 


z = x cos—sen —-y sen—cos— -— de donde z =— - 

44 4422 22 



X 
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1.13 Ejercicios Desarrollados.- 

1 4 2 2 

1) Discutir y graficar la superficie z = — ln(* + 2x y+y ) 

2 

Solucion 

z = ~ ln(x 4 + lx 2 y + y 2 ) = In | x 2 + y \ => \y + x 2 \ = e z 

a) Intersecciones con los ejes coordenados. 

Con el eje X; se hace y = z = 0;x = ±l 
Con el eje Y; se hace x = z = 0;y = ±l 
Con el eje Z; se hace x = y = 0;3 , no existe interseccion 

b) Las trazas sobre los pianos coordenados. 

Sobre el piano XY; z = 0; x 2 = ~(y ± 1) parabola. 

Sobre el piano XZ; y = 0; z = ln;c 2 . 

Sobre el piano YZ; x = 0; z = In | y \. 

c) Simetrfas en el origen, Ejes y pianos coordenados. 

Con respecto al origen de coordenadas 3 
Con respecto a los ejes coordenadas 3 

Con respecto a los pianos coordenadas es simetrico con respecto al piano YZ. 

d) Secciones paralelas a los pianos coordenados. 

Al piano XY; z = k, | y + x 2 \ = e k , familia de parabolas. 

Al piano XZ; y = k, x“ = e" - k . 


Al piano YZ; x = k, y = ~ k~. 
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Solucion 

a) Intersecciones con los ejes coordenados. 
x 2 +y 2 *0 x * 0, y^O 

Con el eje X; se hace y = z = 0; 3 
Con el eje Y; se hace x = z = 0; 3 
Con el eje Z; se hace x = y = 0; 3 

b) Las trazas sobre los pianos coordenados. 

Sobre el piano XY; se hace z = 0; x = 0, y e R. 

2 

Sobre el piano XZ; se hace y = 0; z = —. 

x 


Sobre el piano YZ; se hace x = 0; z = 0 
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c) Simetrias. 

En el origen, existe. 

En los ejes coordenadas, 3 eje X, 3 eje Y, 3 eje Z. 

En los pianos coordenadas, 3 piano XY, 3 piano XZ, 3 piano YZ. 

d) Secciones Transversales. 

En el piano XY; se hace z = k, obteniendose Jc(x 2 +y 2 ) = 2x y familia de 

1 1 

circunferencias de centro (—, 0) y radio r - —. 



3) Discutir y graficar La superficie z = ln(x 2 +y 2 ) 

Soluci6n 

a) Intersecciones con los ejes coordenados. 

Con el eje X; se hace y=z = 0;x = ±l 
Con el eje Y; se hace x = z = 0; y = ±1 
Con el eje Z; se hace x = y = 0; 3 zeR 
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b) Las trazas sobre los pianos coordenados. 

2 2 2 2 

Sobre el piano XY; se hace z=0,ln(jt +y ) = Ode donde x + y = 1 circunferencia. 
Sobre el piano XZ; se hace y = 0; z = 2 ln|jc|. 

Sobre el piano YZ; se hace x = 0; z = 2 ln|y). 

c) Simetrias. 

En el origen 3 

En los ejes coordenadas, 3 eje X, 3 eje Y, 3 eje Z. 

En los pianos coordenadas, 3 piano XY, 3 piano XZ, 3 piano YZ. 

d) Secciones Transversales. 

En el piano XY; se hace z = k, de donde In (x 2 +y 2 ) = k => x 2 +y 2 ~e k y 
familia de circunferencias. 



no' 





















Superficies Cuadricas 


39 


4) Discutir y graficar la superficie I x | + | y | =1 

Solution 


a) 


b) 


c) 


d) 


Intersecciones con los ejes coordenados. 

Con el eje X; se hace y = z = 0; x = ±1 
Con el eje Y; se hace x = z = 0; y = ±1 
Con el eje Z; se hace x = y = 0; 3 zeR 
Las trazas sobre los pianos coordenados. 

Sobre el piano XY; se hace z = 0, | x I + I y | =1 es un rombo. 
Sobre el piano XZ; se hace y = 0; x = ±1. 

Sobre el piano YZ; se hace x = 0; y = ±1. 

Simetrias. 

En el origen 3 

En los ejes coordenadas, eje X 3, eje Y 3, eje Z 3. 

En los pianos coordenadas, piano XY 3, piano XZ 3, piano YZ 3. 
Secciones Transversales. 

En el piano XY; se hace z = k, |x| + |y|=l 


a) 


b) 


c) 


d) 


Z 
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5) Discutir y graficar la superficie cuya ecuacion es dada por x*+y -4z = 0 

Solucion 

a) Intersecciones con los ejes coordenados. 

Con el eje X; se hace y = z=0;x = 0 
Con el eje Y; se hace x = z = 0; y = 0 
Con el eje Z; se hace x = y = 0;z = 0 

b) Las trazas sobre los pianos coordenados. 

Sobre el piano XY; se hace z = 0, x 2 +y 2 = 0 es un punto (0,0) 

2 

Sobre el piano XZ; se hace y = 0; 4 z = x es una parabola. 

Sobre el piano YZ; se hace x = 0; 4 z = y 2 es una parabola. 

c) Simetrias. 

En el origen 3 

En los ejes coordenadas, el eje X 3 , eje Y 3, eje Z 3. 

En los pianos coordenadas, piano XY 3 , piano XZ 3, piano YZ 3. 

d) Secciones Transversales. 

En el piano XY; se hace z = k, x 2 +y 2 = 4k , familia de circunferencias. 


Y 
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6 ) 


Trazar la superficie cuya ecuacion es x 2 -y 2 -2 z 2 +2x = 1 


Solucion 


x 2 -y 2 ~2z 2 + 2x = 1, completando cuadrados 


(* + D 2 y 2 z 2 = 1 
2 2 


es un hiperboloide de dos hojas de centro en C(-1,0,0). 

Su intersection en el eje x es -1 + 42 , -1- <J2 , 

haciendo el traslado del origen (0,0,0) al punto C(-1,0,0) se tiene. 



7) Hallar la ecuacion de la superficie esferica que pasa por la circunferencia de 

2 2 2 

intersection de las superficies esfericas x +y + z -4x-8^+6z+12 = 0; 
x + y + z“ -4 jc + 4j>-6z-12 = 0 y que es tangente al piano x + 2y - 2z = 3. 

Solution 

Aplicando el criterio de la familia de superficies. 

x 2 + y 2 + z 2 -4;t”8}> + 6z + 12 + &(;c 2 + y 2 + z 2 - 4x + 4>> - 6z -12) = 0 

(1 + k)x 2 + (1 + k)y 2 + (1 + k)z 2 -4(k + l)x + 4(k-2)y + (6- 6 k)z = 12* -12 


i ? 

x + >> + z 


4(k-2)y 6(1-*) _ 12*-12 

* + l * + l Z_ * + l 


, completando cuadrados 
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2 2(k -2) , 3(1-*) , 29*‘-26* + 17 

( x-2y + (v +- ) 2 +(z +-)‘ =-r-, de donde 

*+i *+i (k + iy 


4-2* 3(1-*) • 29*" -26* + 17 

C(2, -.--) , r m - 

* +1 * + l (* + l) 

como la superficie es tangente al piano P: x + 2y - 2z = 3 


d 2 (c,p) = r 2 


29*' -26*+ 17 
(* + l) 2 


8-4* 6-6* 

2+——+—--3 

* + l * + l 


9 


29* 2 -26* + 17 

(* + l) 2 


(13-11*) 2 

-— => 35A: 2 -h 13A: —4 = 0 de donde 

9(1 + k)' 


(5k-\)(lk + 4) = 0 


1 

k = -, k 
5 


4 

7* 


1 

para & = — 


C(2,3-2), r 2 =9 


x 2 +y 2 +z 2 -4x-6>' + 4z + 8 = 0 


2 2 2 

8) Hallar las ecuaciones de los pianos tangentes a la esfera x + y + z -1 Ojc + 2y + 26z = 113 

jc + 5 j-1 z+13 jc + 7 v + 1 

y paralelas a las rectas L ,: -=-=- Ln :-= -- a z = 8 

2 -3 2 ' 3 -2 

Solution 

2 2 2 

E: x + y +z -1 Ox + 2.y + 26z =113, completando cuadrados se tiene: 

E: (x-5) 2 +(j> +1) 2 + (z+13) 2 =308, de donde C(5,-1,-13) y r = V308 


Sea 


x + 5 _ y -1 
~2 -3~ 


z + 13 
2 


*2 


x + 1 _y + \ 

3 ~~^2' 


z = 8 


a =(2-3,2) 
6 = (3,-2,0) 


como las rectas Z, y I 2 son paralelas al piano tangente entonces la normal al piano P es. 
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N = a x b = 


i ./' k 

2- 3 2 

3- 2 0 


= 4 I +6 J + 5 k = (4.6,5) 


Ahora tomamos la recta que pasa por el centro de la esfera en la direction de la normal. 


L = {(5,-1,-13) + t(4,6,5)/1 e R) 


Sea A € L A(4t + 5, 6t - 1, 5l - 13). Se sabe que /•= CA = A-C = (4t,6t,5t) 


CA 


’||=r = Vl6^+36/ 2 +25r 2 = V308 , 77r=308 => t = ± 2, 


dedonde A(13.11,-3), ^'(-3-13,-23). 

Las ecuaciones de los pianos tangentes son: 


(4,6,5).(;t-13,.y — l 1,2+3) = 0 


(4,6,5).(jr + 3,y+13,z + 23) = 0 


4x + 6y + 5z = 103 
4x + 6 y + 5z = -205 


2 2 

9) Hallar la ecuacion del piano tangente a la esfera x +y + z =49 en el punto M(6,-3,-2) 

Solucion 


OM//N pero OM = M - O = (6 -3,2) 

—► 

Luego N = (6-3,2) entonces la ecuacion del 
piano langente en M sera: 



Y P: N.(x- 6; y + 3,z - 2) = 0 


P: 6\ - 3y + 2z - 49 = 0 
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2 2 2 

10) Demostrar que el piano 2x - 6y + 3z - 49 = 0, es tangente a la esfera x + y +z =49. 
Calcular las coordenadas del punto de contacto. 

Solucion 

Si P: 2x - 6x + 3z - 49 = 0 es tangente a la esfera 

> 2 

+ y“ + z =49 entonces d(C,P) = r 
C: Centro de la esfera = (0,0,0) 
r: radio de la esfera = 7 
^ p\ 12(0) -6(0) + 3(0) -49[ 49 

V4 + 36 + 9 V49 

por lo tanto P es tangente al Plano 

Para hallar el punto de contacto. Hallamos la recta que pasa por 
el Centro y el punto de contacto, que por definicion tendra como 
vector direccional el vector normal del Plano tangente: 

L = (t(2,-6,3) /1 e R} intersectando L con el piano 

2(2t)-6(-6t) + 3(3t)-49 = 0 => 4t + 36t + 9t = 49 => t=l P 0 =(2- 6,3) 



11) Hallar la ecuacion del cilindro cuyas generatrices son paralelas al vector a = (2 ™3,4), si las 

\x 2 + y 2 =9 

ecuaciones de la directriz son: 

I z=l 

Solucion 

[ 2 , 2 o 

I x + y =9 

Sea D: ] , la directriz. 

[ z -1 
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Sea P'(x',y\z’) eD entonces la satisface D: 


\x a +y 2 =9 

1 i 


ahora calculamos la generatriz, es decir: 


0 .!L± = yz>L=L±' <kim)e 

2 -3 4 2 -3 4 


Eliminando los parametros x’,y' de las ecuaciones (1) y (2). 


Luego de la ecuacion (2) se tiene: 


2x-z + l 

x’= - 

2 

4y + 3z-3 


x-x z -1 
2 4 

y-y’ z-i 
-3 4 


... ( 1 ) 


( 2 ) 


.~(3) 


reemplazando (3) en (1) se tiene: 

2x-z+l 7 4v+3z-3 7 22 

(- )•+( -) =9 => 4(2x-z + l) a +(4y + 3z-3)‘ =144 

2 4 

\6x 2 +16 y 2 +13z 2 -16xz + 24jz + 16x-24^-26z = 131 

12) Sean E\x 2 +y 2 +z 2 +2x-2j + 10z = 29 y la recta L={(-6,-10,4)+ t (3,5,--4)/1 e R}. Hallar 
la ecuacion de la superficie cilindrica cuyos numeros directores de las generatrices resultan 
al efectuar el producto vectorial de los vectores normales a los pianos tangentes a la esfera E 
en el punto de interseccion de este cilindro es la curva que resulta de interceptar la esfera 
con el piano XZ. 

Solucion 

E : ^ 2 +y ? +z 2 +2jc-2y+10z = 29, completando cuadrados 

E: (x+ l) 2 + (y- 1) 2 +(z+5) 2 =56 donde C(-l,l,-5) centro de la esfera: 

L = {(-6,-10,4) + t (3,5,-4) /1 e R} = {(-6 + 3t,-10 + 5t, 4 -4t) /1 e R}. 


Sea PeLnE entonces P e L a P g E. de donde 



















'Si'P => !P<-6 + 3t, -rlO-+ 5t,-4--4t) para algnni te!R. 


Como P e £ => (-5+3f) 2 ■+(-!!+5/) 2 + (9—4/) 2 = 56,dedonde 


50r-256^ + 300 = 0 =>t,=2,r 2 =3 

para t l = 2, (1-1,1); para < 2 =3, P 2 { 4,4,-3). 

Los vectores normalcs a los pianos langentes son: 

~fT x =CI\=P^C = (2-2,6) , ^ = CP 2 ’ = P 2 -C = (5&2) 

calculanda el producto vectorial de las norm ales a los pianos tangentes 


Pi * n 2 


1 j k 

2 -2 6 

5 3 2 


= (-22,26,16) 


La curva directriz resulta de interceptar la esfeia E can el piano XZ eiuonces y— 0 por lo tan to. 

|(x + 1) 2 h-(z+5) 2 =55 
y = 0 




la curva directriz 


Sea V(x',y\2!) un punto deinlersecdon de ia directnz con la generatrix entonccs la satisface. 

~|<I) 


D: 


(x’+1) 2 -k (z^+5) 2 = 55 




calculanda la recta generatriz del cilindro. G: 


x-ur \y iz-zz 


x—x y—y 


-22 26 16 


de idonde 


-< 2 ) 


-11 113 -8 

de la eoiation (1 > y (2) etinmames les paxsanefros x' T z’ de la ecoacm |2) se uene. 


chx yy 


z-z y 


x - r-K 


!!> 


=> j 4 

J 

13 

*y 

13 

y ~ Z 13 


-( 3 ) 



















Superficies Cuadrdticas 


47 


ahora reemplazamos (3) en (1) tenemos: 


1 1V 2 8 V 2 

fx +-+ 1) + (z- —+ 5) = 55, desarrollando se tiene: 

13 13 


169x 2 + 185.V 2 + 169z 2 +286xy-208yz+ 338x-754y + 1690z = 5070 


f 2 2 

i x -y = z 

13) Hallar la ecuacion del cilindro, si se dan las ecuaciones de la directriz j ' y la 

[x+ v + z = 0 

generatrices son perpendiculares al piano de la directriz. 

Solucidn 


f 2 2 

I x -y -z 

Sea D: i , la curva directriz. 

[jc + ^ + z = 0 


Sea P^x^y^z') el punto de interseccion de la directriz con la generatriz, entonces si 
Ffr'.y'.z*) g D se tiene: 

f ,2 ,2 , 

lx -y -z 

D : . ...( 1 ) 

[x'+y'+z'= 0 


como la generatriz es perpendicular al piano de la directriz, entonces el vector normal es la 

—> 

direccion de la generatriz es decir a = (1,1,1) 


ahora calculando la ecuacion de la generatriz. 

x-x' v-v' z-z* 

G: -=-=- 

1 1 1 

eliminando los parametros x', y % , z' de las ecuaciones (1) y (2). 
\v-y'=z-z' \y'= y-z+z’ 


... ( 2 ) 


... ( 3 ) 


reemplazando (3) en la ecuacion x'+y’+z'= 0 se tiene: 
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x-z + z'+y-z + z'+z'= 0 ==> z'= 


2z-x-y 


2 z-x-y 2x-z-y 

x'=x-z + - => X = - 

3 3 


2 z-x-y 2y-z-x 

y'=y-z + --- => /=- 


ahora reemplazando en la ecuacion + = z 


2x-z-y 2 2 y-z-x 2 2 z-x-y 

(-) - (-) =-, desarrollando se tiene. 


3 3 

.% x ^ y~ -2xz + 2yz~2z + x + y = 0 


2 2 2 

14) Las generatrices de un cilindro circunscrito en la esfera x +y +z = 1 son perpendiculares 
al piano x + y - 2z + 5 = 0. Hallar la ecuacion de este cilindro. 

Solucion 

Considerando la curva directriz en el piano XY para esto z = 0, por lo tanto, la directriz es 


, la curva directriz. 



Sea P'(x',y\z') el punto de interseccion de la 
directriz con las generatriz entonces lo satisface. 


D: 


,2 ,2 1 

x +y =1 

z ( =0 


... ( 1 ) 


Y Calculando la ecuacion de la generatriz. 
x-x y-y z 


G : 


1 


1 


. ( 2 ) 


De la ecuacion (1) y (2) eliminamos los parametros x\y\ 
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x-x = 


•2 


y-y =* 


X = ■ 


2x + z 
-2 


2y + z 

* ~ 2 


... (3) 


2x + z 2 2y+z 2 

reemplazando (3) en (1) se tiene. (-) + (-) =1, desarrollando se tiene: 

2 2 


2x 2 + 2y 2 + z 2 + 2x z + 2yz = 2 


2 2 

15) Hallar la ecuacion de la esfera que pasa por las circunferencias x + z =25, y = 2; 
x 2 +z 2 = 16 , y = 3 

Solucion 



(2-b)~ +25 = (3-6) 2 +16 => b = -2. Luego el centro es C(0,-2,0) y el radio = 41 

x 2 + (y + 2) 2 + z 2 =41 

2 2 

16) Hallar la ecuacion de la esfera que pasa por las circunferencias x +y =25,z = 2; 
jc 2 + y 2 = 16, z = 3 

Solucion 


Con los datos del problema haremos un bosquejo del grafico. 
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Sea C el centro de la esfera de Radio R luego en el 
A ACD: R 1 = (2 - af + 25. En el ACBE se obtiene: 

2 2 

R = (3 -a) +16. Luego igualando se tiene: 

(2-a) 2 +25=(3-fl) 2 + 16 => 2a = -4 => a = -2 

Luego el centro es C(-2,0,0) y el radio /? =41 por lo 
tanto la ecuacion de la esfera es: 

E: (x + 2) 2 +y 2 +z 2 =41 


17) 


El eje OY es el eje de un cono circular que tiene el vertice en el origen de coordenadas, sus 
generatrices forman un angulo de 60° con el eje OY. Hallar la ecuacion de este cono. 

Solucion 



Definimos a la curva directriz en el piano y = 1. 

\x 2 + z 2 =3 

D: ) , la curva directriz 

l ?=* 

Sea 6 DaG entonces se tiene si P'(x',y\z') E D entonces satisface a la ecuacidn 

f »2 ,2 

D: \ ... (1) 

i y= i 
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ahora calculamos la ecuacion de la generatriz: C: 


x-0 v-0 z-0 

x-0 ~ y'-O ” z'-O 


de donde 


x v z 

G\ — =■ — = — 
X ' v* z' 


( 2 ) 


de la ecuacion (1) y (2) eliminamos los parametros x\y 


■ = y 




: = y 


X 

x'= — 

y 

z 

z' = — 

y 


... (3) 


X -i Z 2 i 2 1 

Reempiazando (3) en (1) se tiene: (—) +(—) =3, de donde x*+z =3 y 

y y 

18) Encontrar la ecuacion del cono, con vertice en el origen, cuyas generatrices hacen un angulo 
de 30 c con el vector unitario que forman angulos iguales con los ejes X, Y, Z. 

Solution 


Por datos del problema se tiene u = (cosa, cos (5 ,cosy), 

2 2 0 2 . , 2 . 
como cos a+cos p+cos y = 1 => 3 cos a = 1 



puesto que cos a = cos P = cos y 

VI _ VI 


2 3 

Sea r=(x,y, z) el vector de position de un punto 

—► —> —> 

cualquiera del cono, como por dato se tiene entonces. r . u =|| r |||| u || cos30 2 


(*. 


VI n—5—r V3 

y.z) —(1.1,1) “V* +y* +z* ■— 


VI 


3 2 

2 , \ Jl 


1 / . + y +z 

-(x+ v + z) = -- 

3 2 


2(x + y + z) = 3^x 2 +y 2 +: 2 


2 
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19) Hallar la ecuacion del cono que tiene el vertice en el punto (0,0,C) ; si las ecuaciones de la 


2 2 
X V 

directnz son: — +—- = 1, z = 0 

a“ b 

Solucl6n 

2 2 

X \ 

—y + — y ~ 1 

a b , la curva directnz. Si P'(x',y\z') e D entonces lo satisface. 
z = 0 


Sea D : 


D: 


,2 ,2 

—+ —=1 

a 2 b 2 (1), ahora calculamos la ecuacion de la generatriz donde V(0,0,C) es 

z'= 0 


el vertice de la superficie comca. G —— = -—— = ——— y como z- 0 

x'-O /-0 z'-c 


X v z + c 

G:— = — =- ...(2), de las ecuaciones (1) y (2) eliminamos x\y' 

x' y' -c 


x z-c 
x' -c 
y z-c 

y -c 


xc 


X = ■ 




c-z 


cy 


... (3) , reemplazando (3) en (1) se tiene: 


c-z 


2 2 / x 2 
X y (z-c) 


1 XC 2 1 Cy 2 .. 

—-(-) +— (— : —) =1, simpliflcando se tiene— + -j— = 0 

ac-z b c-z a b c 


20) Hallar la ecuacion del cono que tiene el vertice en el origen de coordenadas, si las ecuaciones 

\x 2 -2z+l =0 


de la directriz son: 


[ y - z+1 = 0 


SolucKm 


l x : -2z+l = 0 ! x' 2 -2z'+l = 0 

Sea D: i Si P'(x\y\z') e D entonces D: i ... (1) 

[y-z +1 = 0 ly*~ z'+l = 0 
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x-0 y-0 z-0 

La ecuacion de la generatriz es: G : -=-=- 

x'-O v'-O z’-O 


x v z 

de donde G : — = —*— ... (2) 

x* / z* 


de las ecuaciones (1) y (2) eliminamos los parametros x', y\z' 



7 X 2 

Ahora reemplazamos (4) en x , "-2z , + l = 0, se tiene: (-) -- 

z-y z-y 


, 2 2 2 n 
tenemos la ecuacion x -z +y =0 


... ( 3 ) 


... ( 4 ) 


+ 1 = 0 simplificando 


21 ) 


Una vez comprobado que el punto M(l,3,-1) esta situado en el paraboloide hiperbolico 
4x 2 ~z 2 = v, hallar las ecuaciones de sus generatrices que pasa por el punto M. 

Solucion 

Sea H:4x 2 -z 2 =y => M(l,3 -1) e H => 4- J = 3 

Las ecuaciones de sus generatrices que pasan por M son (2x + z)(2x - z)= y, de donde 


v v 

L: 2x + z = k a 2x - z = — ... (1-), L,:2x-z = k a 2x + z = — 

1 k k 


( 2 ) 
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de la ecuacion (1) 2x + z = k ==> 2-l=k => k=l 


X V + 1 2 - 1 

L: Z.i + := l a 2\ :-v L: — = : -=- 

14-2 


de la ecuacion (2), 2x - z = k => 2+l=k =>k = 3 


v 

L-y'. 2x-z = 3 a 2x + z = — => /., z = 2x - 3 a v = 12x - 9 

' 3 

(x,y, z) e L 2 =5> (x,y,z) = (x,12x - 9,2x - 3) = (0,-9,-3) + x( 1,12,2) 


x _ y+ 9 _ z + 3 
1 12 2 


22 ) 


Hallar al ecuacion de la superficie engendrada por rotacion de la elipse 
entorno del ejc OY. 

Solucion 



x = 0 


Consideremos un punto arbitrario del espacio M(x,y,z) y que C es el pie de la perpendicular 
bajada del punto M al cje OY al punto M lo trasladamos al piano OYZ mediante una rotacion 
de esta perpendicular alrededor del eje OY y a este punto designamos por N(o,y,z) ahora 
haremos el dibujo correspondiente a la superficie, mediante el cual daremos la ecuacion de 
dicha superficie. 
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CM=CN donde CM = >/ x 2 + z“ , C7V = de donde |zj = V* 2 + z“ ...(1) 

ademas es evidente que ^ = y ... (2) 

El punto M(x,y,z) esta situado en la superficie de revolucion si y solo si N(o,y l ,z [ ) esta en 

2 2 

la elipse dada, es decir: — + — =1 ...(3) 


2 2 2 

y * +z 

de las igualdades (1) y (2) en (3) se tiene: —+-= lque es la ecuacion buscada. 

b c~ 

23) Hallar la ecuacion de la superficie engendrada por la rotacion de la hiperbola 

2 2 
X Z 

— - — = 1, y = 0, alrededor del eje OZ. 
a c 

Solucion 

Sea M(x,y,z) un punto en el espacio tornado 
arbitrariamente, y D el pie de la perpendicular trazada 
desde el punto M al eje OZ. El punto M lo 
trasladamos al piano OXZ mediante una rotacion de 
esta perpendicular alrededor del eje OZ. Designemos 
este punto en dicha situacion por N(x\o,y'). 

Luego|| DM || = || DN || donde 



ademas || DN || = |;cj por lo tanto fjcj = ^ 


DM || = ^/(x-0) 2 + (y-0) 2 + (z-z) 2 = ^ jx 2 + y 2 

... ( 1 ) 


x~ + y~ ademas z = z 

El punto M esta situado en la superficie de revolucion si y solamente si, el punto N esta en la 

• 2 ,2 

x z 

hiperbola dada, es decir: si —= 1 ...(2) 

a c 
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24) 


iijx 2 + v 2 r 

ahora reemplazamos ( 1 ) en ( 2 ) se tiene. -;- r=l, simplificando 


2 2 2 
X + v x 


——-—r = 1 , ecuacion de la superficie engendrada. 


2 2 2 
x y z 

Demostrar que el hiperboloide de dos hojas, determinado por la ecuacion -r- + : —-— = -1 

a b c~ 

2 2 
Z X 

se puede tener por rotacion de la hiperbola. ] c 2 a 2 entomo al eje OZ y una sucesiva 


y = 0 

contraccion uni forme del espacio al piano OXZ. 

Solution 

Primeramente hallaremos la ecuacion de la superficie de revolucion que se va a generar. 

Sea M(x,y,z) un punto del espacio tornado arbitrariamente y D el pie de la perpendicular 
trazada desde M al eje OZ, el punto M lo trasladamos por rotacion de esta perpendicular 
sobre el eje OZ hacia el piano OXZ. Asignamos a este punto en dicha situation por 

A(jt\ 0 ,z’).Luego || DM || = || DN ||, de donde 

|| DM || = -J(x-O ) 2 +(y-0) 2 +(z-z ) 2 = *Jx 2 +y 2 y || DN || = |xj , luego se tiene 


| x] = ijx 2 +y~ y z = z’ como en el punto N(x\o,z') esta en la hiperbola entonces 

,2 ,2 2 2 2 

Z X Z X + v 

—r = 1 , por lo tanto se tiene: — - f — =1 ... ( 1 ), es la superficie de revolucion 

c a" c a 

engendrada, suponiendo ahora que se efectua una contraccion uni forme del espacio de la 

a 

superficie (l) hacia el piano OXZ con el coeficiente de contraccion q =— y que el punto 

b 

M'(x\y\z') es el punto que se traslada M(x,y,z) como MM * es perpendicular al piano 


OXZ tenemos que x = x , y = —y % , z = z' ... (2) ahora reemplazando (2) en (1) se 

b 


tiene. 


.2 *'+(-/) 
1 b 




z ' 2 z ' 2 


2 - = 1 , simplificando —j-- 

a c a 


= 1 


—- i 
a b c 2 
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25) 


Demostrar que el elipsoide escaleno determinado por la ecuacion 


puede obtener como resultado de una rotacion de la elipse: 





alrededor del 


z = 0 


eje OX y una sucesiva contraccion uni forme del espacio had a el piano OXY. 

Soluckm 



Hallaremos primero la ecuacion de la superficie de 
revolucion que se va a generar. Sea M(x,y,z) un 
punto del espacio tornado arbitrariamente y D el pie 
de la perpendicular trazado desde M al eje OX. 

El punto M lo trasladamos por rotacion de esta 
perpendicular sobre el eje OX hacia el piano OXY, 
designemos este punto en dicha situacion por 

N(x,y,o) luego || DM ||=|| W ||, de donde: 


\\DM\\ = J(x-x) 2 +(y-0) 2 +(z-o) 2 = Jy 2 +z 2 y || DN || =]y] 
por lo tanto [y| = yy + r' , 


X = X 


... ( 1 ) 


2 2 

x y 

como — + —— = 1, contiene al punto M si y solo si, el punto N esta en la elipse dada, 
a b' 


es decir: 


x ' 2 y 2 
— + TT = 1 

a b 


ahora reemplazando (2) en (1) tenemos — r+ 


2 2 2 
x y +z 


2 ’ l2 

a b 


= 1 


... ( 2 ) 

... O) 


La ecuacion (3) es la ecuacion de la superficie de revolucion engendrada. Supongamos ahora 
que se efectua una contraccion uniforme del espacio de la superficie (3) hacia el piano OXY, 
c 

con el coeficiente q = —, y que el punto M'(x\y\z') es el punto al que se traslada M(x,y,z); 
b 

como MM' es perpendicular al piano OXY, tenemos: 
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x =x , y = y , z = — z 
a 


(4) 


supongamos que M(x,y,z) es un punto arbitrario de la superficie de revolution (3) 

t b T 

sustituyendo aqui sus valores de la ecuacion (4) se tiene —- +- j -= 1, simplificando 

a b 



Luego la ecuacion (5) es la ecuacion del elipsoide escalena. 



I- Discutir y graficar las siguientes superficies: 


1) 

|x | + |y| = 6 - z 

2) 

9x 2 + 4y 2 - I2z = 0 

3) 

z = ln(x + y 2 ) 

4) 

2,2, 
x + y = In z 

5) 

2 2 

X Z 

— + — = 4 v 

36 25 

6) 

V* + Jy + Jz = 1 

7) 

2,2 

x +z = tgy 

8) 

x 2 = 2jc + 4z 

9) 

y 2 +z = 2 

10) 

4jc 2 + 9>' 2 -z 2 =36 

11) 

x 2 

12) 

4x 2 y 


xz « » 

2x y+2y x 

13) 

x 2 + z 2 =4y 

14) 

4x 2 -9y 2 +z 2 = 36 

15) 

x 2 = 2y + 4z 

16) 

y = |x 2 |-2|x| + l 

17) 

3x 2 -6y 2 +2z 2 =6 

18) 

x 2 -3y 2 -4z = 0 













Superficies Cuadrdticas 


59 


19) /+z^ = sen z x 


~ AX 4 t 4 A 2 2 

20) z-x +y -4x y 


21 ) 4x+tR = 2 


22) z= |y| 
24) x 2 =|r| 



X 


“7 = 9y 


25) z + y--2y = 0 


26) 


36 25 


27) z = (x + 2) 2 + (y-3) 2 -9 


28) |x| 2 z-2x + z|y| 2 = 0 


29) x* +/+z*-3(x + 2z) + (y+8) = 0 


30) 8x 2 -4xy + 5y 2 +z 2 =36 


31) 2x -_y + 8z =-8 


32) z = (x + 2) 2 +(y-3) 2 +9 


33) Discutir y graficar la superficie |x| 2 z-2x + z|y| 2 = 0 

34) Discutir y graficar la superficie 8x 2 - 4xy +5v 2 +z 2 =36 

35) Discutir y graficar analiticamente la grafica de la superficie 

a) x 2 +y 2 +z 2 -3(x + 2z) + (y + 8) = 0 

b) 2x 2 -y 2 +8z 2 =-8 

36) Hacer una discusion completa del paraboloide de ecuacion x 2 -y 2 -2x + 4y+ =6 


II.- 


1) Hallar la ecuacion de la esfera de radio R = 3 y que es tangente al piano x + 2y + 2z = -3 en 


el punto P(l,l,-3). 


Rpta. (x-2) 1 +(y-3) : + (z + l) : =9 


2) Hallar la ecuacion de la esfera que pasa por el origen de coordenadas y por la circunferencia 
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3) Hallar la ecuacion de la esfera que pasa por la circunferencia 
\x 2 +y 2 + z 2 -2x + 3v-6z-5 = 0 
1 5x + 2y-z = 3 


y por el punto P(2,-l,l) 

Rpta. 


x 2 +y 2 + z 2 + 9y-9z + 14 = 0 


4) Hallar la ecuacion de la esfera tangente en (4,3,6) al piano 3x + y + 5z - 45 = 0 y tangente 
en (2,5,-4) al piano x + 3y - 5z - 37 = 0. 

Rpta. (x-1) 2 + (v-2) 2 + (z-l) 2 =35 


5) Hallar la ecuacion de la esfera que contiene a la circunferencia 

jt 2 +y 2 + z 2 + 6x + 4y-2z = 25; x 2 +y 2 +z 2 + 2x-6j' + 12z = 17 y contiene al 

punto (1,-1,2). 

Rpta. 17 (jc 2 +y 2 + z 2 ) + 176*-66y + 258z-950 = 0 

6) Hallar la ecuacion de la superficie esferica que pasa por la circunferencia de intersection de 

las dos superficies esfericas x 2 +y 2 + z 2 -2jc + 2y-4z + 2 = 0, 

x 2 +y 2 +z 2 -4jc-2y-6z+10 = 0 y tambien pasa por el punto (-2,4,0). 

Rpta. jt 2 +y 2 +z 2 -19 jc-32j>-21z + 70= 0 

7) Hallar la ecuacion de la esfera que esta en los pianos paralelos n x \ 2jc-y + 2z + l = 0; 
n 2 : 2x-y + 2z-17 = 0 conociendo que P( 1,3,0) es el punto de contacto de uno de ellos. 

8) Hallar la ecuacion de la esfera que tiene su centro en la recta L: 2* + 4>>-z-7 = 0 a 
4x + 5y + z-14 = 0 y es tangente a los pianos x + 2y-2z-2 = 0, x + 2y-2z + 4 = 0. 

Rpta. (x + 1) 2 +(^-3) 2 + (z-3) 2 =4 

9) Encuentre la ecuacion de la esfera tangente en (1,-1,4) al piano P x : 2jc-y + 3z-15 = 0 y 
tangente en (1 ,-2,5) al piano P 2 : x-2y + 4z-27 = 0 
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10) Halle la ecuacion de la esfera concentrica a x 2 + y 2 + z 2 + 6 y - 4z + 9 = 0 y tangente al piano 
k: 2x - 3y + 2z + 4 = 0. 

11) Halle la ecuacion de la esfera cuyo centro esta en el piano XY y es tangente al piano 
3x + 2y - z - 6 = 0 en (1,5,7). 

12) Se dan dos puntos fljos P y Q, demostrar que el lugar geometrico de un punto P Q que 

* » 

satisface a la igualdad || PP 0 || = n || QP 0 || es una esfera (con n constante, n * 1). 

13) Hallar la ecuacion de la esfera tangente a los pianos XZ y YZ en el primer octante si su radio 
es 5 y pasa por el punto (9,2,6). 

14) Determinar el centro y radio de la circunferencia 

f(x-3) 2 +(j> + 2) 2 +(z-l) 2 =100 
| 2x-2y-z + 9 = 0 

Rpta. C(-l,2,3) , R = 8 

15) Calcular el radio de la esfera que es tangente a los pianos 3x + 2y - 6z - 15=0, 
3x + 2y - 6z + 55 = 0. 

Rpta. R = 5 

16) Hallar la ecuacion de la esfera con el centro en C(2,3,-l), que corta en la recta 5x 
- 4y + 3z + 20 = 0, 3x - 4y + z - 8 = 0, una cuerda de longitud igual a 16. 

Rpta. (x-2) 2 + (_y-3) 2 +(z+1) 2 =289 

17) Hallar la ecuacion del piano tangente a la esfera x 2 + y 2 +z 2 - 8* -2y + 2z +10 = 0 y que sea 
paralelo al piano x + 2y - 2z - 3 = 0. 
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18) Hallar las ecuaciones parametricas de la recta que contiene el diametro de la esfera 
x 2 + y 2 + - 2 +2jc-6j> + 4z-1 1 = 0, que es perpendicular al piano 5x-y + 2z -17 = 0. 

Rpta. L: x = 5t - 1 , y = -t +3 , z = 2t - 0.5 

19) Hallar la ecuacion canonica de la recta que contiene el diametro de la esfera 
x 2 + y 2 +Z 1 -jc + 3 y + z-13 = 0, que es paralelo a la recta x = 2t - 1, y = -3t + 5, z = 4t - 7. 

x - 0.5 y-f 1.5 z+0.5 

Rpta. L: -= --=- 

2-3 4 

2 2 

20) Hallar en la esfera (jc — 1) +(>’ + 2) + (z-3) = 25 el punto M mas proximo al piano 
3x - 4z + 19 = 0 y calcular la distancia d del punto P a este piano. 

Rpta. M(-2,-2,7) , d = 3 

21) Hallar la ecuacion del piano que pasa por la linea de intersection de las dos esferas 
2x 2 +2y 2 + 2z 2 +3x-2y+z-5=0 ; x 2 +y 2 +z 2 -x + 3y-2z+l = 0. 

Rpta. 5x - 8y + 5z - 7 = 0 


22) El punto C(l,-l,-2) es el centro de una circunferencia que corta en la recta 2x - y+2z - 12= 
0, 4x - 7y - z + 6 = 0 una cuerda de longitud iguai a 8. Hallar la ecuacion de la 
circunferencia. 

|(x-l) 2 +(y+l)“+(z + 2)*'=65 
Rpta. C: | 

1 18x - 22>> + 5z - 30 = 0 


23) 


Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los tres puntos A(3,-l,-2) , B(l,l,-2) y 


C(-l,3,0). 


Rpta. 


J (x-2) 2 +y 2 +(z-3) 2 = 21 

{ x+y-z =0 
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24) Demostrar que el piano 2x - 6y + 3z - 49 = 0 es tangente a la esfera x 2 + y l + z 2 =49, 
caicular las coordenadas del punto de contacto. 

Rpta. (2,-6,3) 

25) Hallar los valores de A para los cuales el piano x + y + z = A es tangente a la esfera 
X 2 + v 2 + z 2 = 12 . 

Rpta. A = ± 6 

2 2 2 

26) Hallar la ecuacion del piano tangente a la esfera (x-3) +(y- 1) + (z+2) =24 en el 
punto M(-l,3,0). 


Rpta. 2x - y - z = -5 


27) Hallar las ecuaciones de los pianos tangentes a la esfera (x-3) 2 +(y + 2) 2 +(z-l) 2 =25 
paralelos al piano 4x + 3z - 17 = 0 

Rpta. 4x + 3z-40 = 0 ; 4x + 3z+10 = 0 

28) Determinar la ecuacion del piano tangente al elipsoide x 2 +(>'—l) 2 +4(z + 2) 2 =4 

paralelo al piano tangente de la esfera x +(y-l)* +(z + 2) =9 en el punto 

(-1,1,- 2 +Vs). 

Rpta. 3x - 6-Jlz + 2^3 + 6-s/2 -4 = 0. 

29) Deducir la condicion, segun la cual el piano Ax + Bv + Cz-\-D = 0, es tangente a la esfera 
x 2 + y 2 +z 2 = R 2 . 

Rpta. A 2 R 2 +B 2 R 2 +C 2 R 2 =D 

30) Encuentre la ecuacion de la esfera tangente en (1,-2,4) el piano rc 1 :2x-y + 3z-15 = 0 y 
tangente en (1,-2,5) el piano K 2 'x~3y + 4z-27 = 0. 
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31) Por los puntos de intersection de la recta x = 3/ - 5, y « 5/ -11, z = -Ay+ 9 y la esfera 

(x + 2) 2 + 1) 2 + (z + 5) 2 = 49 se han trazado pianos tangentes a esta esfera. Hallar sus 

ecuaciones. 

Rpta. 3x-2y + 6z- 11 = 0, 6x + 3j> + 2z- 30 = 0 

32) Hallar las ecuaciones de los pianos tangentes a la esfera x 2 + y 2 + z 2 =9 paralelo al piano 
x+2y-2z+ 15 = 0. 

Rpta. x+2y-2z-9 = 0, x + 2y-2z + 9 = 0 

33) Demostrar que por la recta * = 4/+ 4, y = 3t + l, z = r+I se puede trazar solamente un 
piano tangente a la esfera x 2 + y 2 + z 2 -2jc + 6y + 2z+8 = 0 y hallar su ecuacion . 

Rpta. x- y ~ z = 2 

f8jr- 1 ly + 8z= 30 

34) Demostrar que se puede trazar por la recta ] , dos pianos tangentes a la 

[x-y-2z = 0 

esfera x 2 + y 2 + z 2 +2jc-6y + 4z-15 = 0 

35) Hallar la ecuacion de la esfera que esta en los pianos paralelos 

n x :2x —y + 2z+1 = 0, ^r 2 :2x-y + 2z-17 = 0, conociendo que /q( 1,3,0) es el punto de 

contacto de uno de ellos. 

36) Hallar las ecuaciones de las esferas que contenga el circulo x 2 +y 2 + z 2 = 5, x+2y+ 3z = 3 
y son tangentes al piano 4x + 3y = 15. 

37) Encontrar la ecuacion de la esfera que es tangente al piano x — 8y + 4z + 7 = 0 y es 

concentrica a la esfera x +z 2 -12x-4_y-6z + 33 = 0 . 

38) Hallar la ecuacion de la esfera cuyo centro esta en el eje X y pasa por los puntos P x (0,5,0) y 

P 2 (- 2 , 1 , 0 ). 
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39) Encontrar la ecuacion de la esfera cuyo centro esta en el piano XZ y es tangente al piano 
2x-y + z — 4 = 0 enelpunto P( 1,7,4). 


40) Hallar la ecuacion del piano P que contiene a la recta L = {(1,2,3) + t(l,-l,0) /1 e R) de 
modo que dicho piano sea tangente a la esfera x + y m +z~ =1. 


41) 


Determinar la ecuacion de una esfera cuyo centro esta sobre la recta 
tangente a los pianos P ] : x + 2y - 2z = 2 y P 2 : x + 2v-2z + 4 = 0. 


J2x+4y-r* 7 
[4x+5 y + z= 14 


y es 


42) 


Demostrar que el elipsoide — + — +— =1, tiene un punto comun con el piano 

81 36 36 

4x - 3 v + 12z - 54 = 0 y hallar sus coordenadas. 


Rpta. c( 6,-2,2) 


X V 2 

43) Demostrar que el hiperboloide de dos hojas —+ — -— = -1 tiene un punto comun con cl 

3 4 25 

piano 5x + 2z + 5 = 0 y hallar sus coordenadas c(3,0-I0). 


2 2 
X z 

44) Demostrar que el paraboloide eliptico-1-= 24 tiene un punto comun con el piano 

9 4 

2x - 2 v - z— 10 = 0 y hallar sus coordenadas. 


Rpta. c(9,5-2) 

45) Discutir y graficar las superficies cilindncas, rectas cuyas ecuaciones se da. 
a) x 2 -4z = 0 b) y 2 +z =4 

c) 9x 2 +4y 2 = 36 d) y 2 +z=2 
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e) jc 2 + y 2 -2v = 0 f) 9y 2 -4z 2 =36 

. Ml Ml ~ .. 2/3 2/3 . 

g) x +z =2 h) x +y = 1 

46) Dada la ecuacion de la directriz y los numeros directores de las generatrices de una superficie 
cilindrica. Hallar su ecuacion y su grafica. 


a) 

v 2 =4.r, z = 0; [l-l,l] 

b) 

.r 2 + z 2 =1, y = 0; [2,1-l] 

c) 

x 2 -v 2 = l, z= 0; [0,2,-l] 

d) 

.r 2 + v = 1, z = 0; [2,0,l] 

e) 

4.r 2 + z 2 + 4z = 0, y = 0; [4,1.0] 

0 

jr 3 + z 3 = l,.v = 0; [3,1-1] 

g) 

2v 2 +z 2 =2, x = 0; [1,2,3] 

h) 

xz=l, v = 0; [2-1,0] 


47) Hallar la ecuacion de la superficie cilindrica cuya directriz es y 2 +z 2 = l, x = 0 con 
generatriz ortogonal al piano x + 2 v - 2z - 4 = 0. 

48) Las generatrices de un cilindro circunscrito en la esfera + y 2 + z 2 - 2x + 4y + 2z-3 = 0, 
son paralelas a la recta x = 2t - 3, y = -t+7, z = -2t + 5 

Rpta. 4x~ +4y 2 +z 2 + 12y- 6z + Sxz- 4 yz = 21 . 

49) Las ecuaciones de una recta paralela a la generatriz de la superficie cilindrica es 
x + 2y - z = 4, 2x - y + z + 6 = 0, y la ecuacion de su directriz es 2x 2 + y 2 =4, se pide 
hallar la ecuacion de su superficie. 

50) Encuentre la ecuacion del circulo que es perpendicular al piano XY, y cuya directriz es el 
circulo en el piano XY con centro en c(4,-3,0) y radio 5. 

55) Hallar la superficie cilindrica cuya directriz es la intcrseccion de las superficies 
3* 2 ->’ + 3z 2 = 1 a 2jc + 3.y-r = 0 y cuya generatriz son paralelos a la recta 

x — 1 y-4 z + 2 

L: -=-=- 


-1 


2 


3 
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56) Identifieary graficar la superficic x~ +y + 4 z~ - 2x\ + 4xz -4yz = 1. 

57) Graficar la superficic x 2 + y 2 + 5r 2 -2jcr + 4yr = l, £es una superficie cilindrica? Ks caso 
afirmativo hallar sus elementos. 

58) Graficar la superficie jc 2 + 6y 2 + 25z 2 + 2xz-24yz-\6 = 0 en caso de ser superficie 

cilindrica, hallar sus elementos. 

59) Demuestre que x 2 +4 y 2 -2xz + %yz + 5z 2 = 4 es una superficic cilindrica y conociendo sus 
elementos, halle su grafica. 

x — 1 

60) Encuentrc la ecuacion del cilindro de radio 2 y tiene por eje a la recta — v = 3 - z 

61) Halle la ecuacion de la superficie cilindrica cuya directriz es 4* 2 + z 2 + 4z = 0, y = 0 y la 
generatriz tiene como numeros directorcs [4,1,0]. 

62) Prucbc que la ecuacion x 2 + y 2 + 5z 2xz + 4yz-4 = 0 representa una superficie 

cilindrica. Halle la directriz y la generatriz esboce la grafica. 

63) Hallar la ecuacion del cilindro circunscrito a las dos esferas 
E { : (x - 2) 2 +(v-l) 2 + z 2 =25, E 2 : x 2 + y 2 + z 2 =25. 

64) Dcmostrar que la ecuacion 2x 2 + 2v 2 + 4z 2 + 4xz — 9yr = 2 representa una superficie 
cilindrica, y hallar las ecuaciones dc su directriz y los numeros directorcs de sus generatrices. 

* 

65) Hallar al ecuacion del cilindro cuyas generatrices son paralelas al vector a = (2,-3,4), si las 
ecuaciones de la generatriz son 


Jx 2 + y 2 = 9 
1 * = 1 


Rpta. 16x 2 +16 y 2 +1 3z 2 - 1 6xz + 24 yz +1 6x - 24 v = 26z 
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66) Hallar la ecuacion de un cilindro circular que pasa por el punto M(2,-l,l) si la recta 

x = 3t + 1, y = -2t 2, z = t + 2, en el eje del mismo. 

Rpta. 5x 2 +10> >2 + 13z 2 + \ 2xy - 6xz + 4yz + 26x + 20y -38z + 3 = 0 

67) Demuestre que las ecuaciones dadas reprcsentan una superficie cilindrica y hallar la ecuacion 
de su directriz y los numeros directores de sus generatrices y construir su grafica. 

a) 4x~ +64y‘ +z' - 32xy + 4z = 0 

b) 8x 2 -9 y 2 -9z 2 -6 .tv + 22jc+ 12v + 5 = 0 

c) „r 2 +4 v 2 + 5z 2 + 2xz+4yz-4 = 0 

d) 17jc" + 2 y~ + z" -8x)>-6xz-2 = 0 

e) xz + 2yz -1=0 

f) x 2 +5z 2 -2xz+8yz + 4y 2 - 4 = 0 

g) 2x 2 +4 y 2 -4xz+ 6z 2 + 8yz-4 = 0 

h) z“ + x 2 + 2 y 2 + 2yz-2xy-\ = 0 

i) 2jc“ + v 2 + 3z 2 -2yz+4xz-2 = 0 

. *>11 

j) z +4jrv + 2v” -4xz + 6jc +4 = 0 

68) Dadas las ecuaciones de la directriz y las coordenadas del vertice de una superficie conica, 
hallar su ecuacion y hacer su grafica. 


a) 

x 2 + v 2 =4, -/. = 2, V(0,0,0) 

Rpta. 

2 2 2 
x + y = z 

b) 

x 2 = 2v, 7. = -2, V(0,0,0) 

Rpta. 

,v 2 + yz = 0 

c) 

z - = 4 v, .v = 0, V (2,0,0) 

Rpta. 

z” + 2 xv = 4 v 
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d) y 2 +z 2 =9, x = 2, K(-1,1,0) 

Rpta. 8x 2 -9 v 2 -9z 2 -6xy + 22x +12.y + 5 = 0 

e) x 2 -4z 2 =4, .v = 3, F(—1,1,1) 

Rpta. 4x“ -7_y 2 -16z 2 -4x^+16^z + 12x + 26_y + 48z = 31 

f) _y = x 3 , z=2, K(0,0,0) Rpta. 4x 3 -y 2 =0 

69) Hallar la ecuacion del cono circular, si los ejes de coordenadas son generatrices de cl. 

Rpta. xy + xz + yz = 0 

70) Hallar la ecuacion del cono que tiene el vertice en el origen de coordenadas, si la 

2 2 2 

generatrices son tangentes de la esfera (x + 2) +(>>-1) + (z— 1) =9. 

Rpta. x 1 +4 y 2 -4z“ + 4xy + I2xz-6yz = 0 

71) Hallar la ecuacion del cono que tiene el vertice en el punto P (5,0,0), si las generatrices son 
tangentes a la esfera x 1 + y 1 +z 2 =9. 

Rpta. 9x -16_y 2 -16z 2 -90x+225 = 0 

72) Hallar la ecuacion del cono cuyo vertice esta en el punto (3,-1,-2) si las ecuaciones de la 

,2 2 2 . 
j x +y -z =1 

directriz son: 

[x-y + z =0 

Rpta. 3x 3 -5 y^ +lz 2 -6xy+ \0xz-2yz-4x + 4y-4z + 4 = 0 
x-2 y+\ z +1 

73) La recta -= -*— =- es el eje de un cono circular cuyo vertice esta situado en c! 

2 -2 -1 

5 

piano 0YZ. Hallar la ecuacion de este cono, si se sabe que el punto M (1,1,-) esta situado 

2 

en la superficie . 

Rpta. 35 jc 2 +35j> 2 -52z 2 -232xy-116xz4*116 > yz + 232x-70^-116z + 35 = 0 
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74) Hallar la ecuacion de la superficie cuya directriz es la curva C: x =cos t, y=l+sent, 
z = 2 + sen t, y , y cuyo vertice es el punto V(l,l,-2). 

75) Hallar la ecuacion del cono cuyo vertice esta en el origen de coordenadas, si se dan las 
ecuaciones de su directriz. 


2 2 
x y 

a) — + TT = 1 ’ 2 = c 

a b 


2 2 2 
x v z 


Rpta. —+-T-—=1 
a b c 


2 2 
x z 

b) -+ — = 1 , y - b 


2 2 2 
x 7 V 

Rpta. —+ —-~= 1 

a c b 


2 2 

y * 

c) —+— - 1 , x = a 
b c 


2 2 2 
y z x 

Rpta. 7T + — — = 1 
b c a 


2 2 2 
X V z 

76) Hallar las ecuaciones de las generatrices del hiperboloide de una hoja —+ —-— = 1, que 

4 9 16 


son paralelos al piano 4x+ 4>> + 3z- 17 = 0. 


x v- 3 z 

Rpta. G,:—=-=— , G -,: 

1 0 -2 


x-2 y z 
0 " 3 ~ -4 


77) Hallar la ecuacion del piano que es perpendicular al vector a - (2,-1,-2) y tangente al 

2 2 

x y 

paraboloide eliptico — + — = 2 z. 

3 3 

Rpta. k\2x -_y-2z-4 = 0 

78) Hallar los valores de m para los cuales la interseccion del piano n\x+my- 2 = 0 con el 

2 2 

X Z 

paraboloide eliptico- v — = y, sea 

2 3 


Una elipse. 


b) 


Una parabola. 


1 1 

Rpta. a) m * 0, m > , pero si m = -— resulta una elipse degenerada, un punto. 

4 4 


b) m= 0. 
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79) Demuestre que las intersecciones del piano: ;r:4jc + 5y + IOz- 20 = 0, con el hiperboloide de 

2 2 2 

x y z 

una hoja — + -—-=1, son generatrices de este. Hallar las ecuaciones de estas 

25 16 4 


80) 


81) 


82 ) 


generatrices. 


(y + 2z=0 f 2x - 5z = 0 

Rpta. C,:) , G 2 :1 

1 U + 5 =0 2 [y + 4 =0 


2 2 2 
X V Z 

Hallar las ecuaciones de las generatrices del hiperboloide de una hoja — +-- 1, que 

4 9 16 


son paralelos al piano 6 jc + 4 y + 3z - 17 = 0. 


i V z 

Rpta. L:x -—, y = 3 ; = —, x-2 

-2 3-4 


Una vez comprobado que el punto A(-2,0,l) esta situado en el paraboloide hiperbolico 

2 2 
X V 

— - — = z, determinar el angulo agudo formado por sus generatrices que pasan por el 


punto A. 


1 

Rpta. 0 = arc. cost—) 
17 


Hallar la ecuacion de la superficie conica si su vertice es (0,-p,0) y su directriz esta dado por: 

1 2 2 2 „ 2 
X + V +z = P 

y + z= p 


Rpta. x 2 +z 2 - y 2 - pz = 0 


83) Hallar la ecuacion del cono cuyo vertice esta en el punto (3,-1,2) si las ecuaciones de la 
\x +y -z L = 1 

directnz son 

[x- y + 2 = 0 


84) Un punto P que se encuentra sobre la recta que pasa por los puntos (4,2,2) y (-2,0,6) es el 
vertice de una superficie conica, sabiendo que la segunda components de P es 1 y que la 

directriz del cono se encuentra en al interseccion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 -2x-4y-2z =3 
con el piano z = 0. Hallar la ecuacion de la superficie conica. 
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85) 


86 ) 


Hallar la ecuacion de la superficie de revolution generada por la rotacion de la curva dada 
entomo al eje indicado. 


a) 

C:z = e y , x = 0, eje y 

Rpta. 

2y 

x + z = e 

b) 

C.y = 3x, z = 0, eje x 

Rpta. 

n 2 2 2 a 

9x -y -z =0 

C) 

C: v = lnz, x = 0 eje z 

Rpta. 

2 2 i 

x +y = lnz 

d) 

C:z 2 = 2 y 9 x = 0 eje y 

Rpta. 

x 2 + z 2 -2y = 0 

e) 

C\y 2 .z =4, x = 0 eje y 

Rpta. 

2 2 2 A 
y -x -z =4 

f) 

C:9;r 2 +4y 2 =36, z = 0 

Rpta. 

9x 2 +4_y 2 +9z 2 =36 

g) 

C:x 2 +2>' = 6, z= 0 

Rpta. 

2 2 O 

X + z +2^ = 6 

h) 

C:_y 2 = 2z, x = 0 

Rpta. 

.y 4 -4x 2 -4z 2 = 0 

0 

C.z = e x , y = 0 

Rpta. 

J* 2 +y 2 
z = e' 

j) 

2|jc| 

C.Z = ——r, V = 0 

1 + X 9 

Rpta. 

2 2 4 ^ 2 
^ +z = 2 

(1 + * ) 


Hallar la ecuacion de la superficie engendrada por rotacion de la elipse. 
2 2 



x = 0 


entorno el eje OY. 


Rpta. —r-+- 
b 


2 2 
X + Z 


- = 1 


87) Hallar la ecuacion de la superficie engendrada por la rotacion de la elipse. 


2 2 

* * V i 

—T -7" ” 1 

a b alrededor del eje OX 

z = 0 


2 2 2 
X V +Z 

Rpta. —+-;—=1 


b 1 
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88 ) Hallar la ecuacion de la superficie engendrada por la rotacion de la hiperboloide 


2 2 
x z i 

a 2 c alrededor del eje OZ. 


2 2 2 
X + V z 

Rpta. --—- — =1 

a ~ c‘ 


2 2 2 
x y z 

89) Demostrar que el hiperboloide de una hoja determinado por la ecuacion. —+* L y- —= 1 • 

a" b~ c 

2 2 
X Z 

se puede obtener por rotacion de la hiperbola —5 -T = ^ ^ = ^ entomo del eje OZ y una 

c 

sucesiva contraccion uniforme del espacio hacia el piano OXZ. 


90) Demostrar que el hiperboloide de dos hojas, determinado por la ecuacion 

222 22 

x y z z x 

— --—= - 1 , se puede obtener por rotacion de la hiperbola —= 1 , y = 0 


a b c c a 

entorno del eje OZ y una sucesiva contraccion uniforme del espacio hacia el piano OXZ. 
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CAPITULO II 


2. FINC IONES VECTORIALES BE VARIABLE REAlJ 

Pre-RequisitOS.- Para la comprension adecuada de este capitulo de funciones 
vectoriales de variable real se requiere del conocimiento previo de: 
Calculo de funciones de una variable real. 

Geometria Analitica. 

Reglas basicas de diferenciacion e integracion para funciones de una variable real. 

Objetivos.- Establecer los conocimientos necesarios para el trazado de las curvas de tal 
manera que en cada punto de la misma se determine 
el triedro movil, asi como los pianos osculador, normal y rcctificante. 

A1 tcrmino de este capitulo el estudiante debe ser capaz de: 

Describir las curvas en el espacio por medio de ecuaciones parametricas y como 
interseccion de superficies. 

Utilizar las funciones vectoriales para describir el movimiento de un objeto a lo largo de 
una curva en el espacio. 

Definir el vector tangente unitario, el vector normal unitario y el vector binormal. 
Calcular los pianos: osculador, normal y rectificante. 

Discutir la descomposicion de la aceleracion en sus componentes tangencial y normal. 
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2.1 Introduction. -| Se ha estudiado la recta L en R que pasa por el punto Po( x o>yo’ z o) 

•—) 

y es paralela al vector a-{a ,a^a ) como el conjunto 

— 9 —) 

L={p o +tfl/t€ R}. Luego a cada numero real t le corresponde el punto p Q + f a de la 

recta, a tal correspondencia le llamaremos funcion vectorial de variable real y que 

—> 

denotaremos por / de donde su regia es: 


s 0 *^p, 


El dominio de la funcion f(t) es el conjunto de los numeros reales y el rango de /(f) es la 

—» 

recta que pasa por el punto p Q y es paralela al vector a , cualquier funcion que tiene como 
dominio el conjunto de los numeros reales y como rango un conjunto de vectores se llama 
funcion vectorial de variable real. En este capftulo estudiaremos a este tipo de funciones. 

Jl. 


2.2 Definicion.-l Sea I un subconjunto de los numeros reales (ICR), se llamara funcion 

vectorial de una variable real: / : I —> R n si a cada elemento de I se le 

—► 

hace corresponder via / un elemento unico de R n es decir: 

R r" 



lf 2 (t).f„(t» 


donde las n funciones se denominan funciones componentes de la funcion vectorial f (t) y 
son funciones reales de variable real, donde /.- (t) se denomina la i-esima componente de la 
funcion vectorial; como caso particular daremos la siguiente definicion. 


2.3 Definicion. Sean /,/ 2 ,/ 3 ;/—>/?, tres funciones reales de variable real, entonces 
V te D f nD f nD existe un vector definido por: 

J 1 / 2 J 3 
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al vector /(f) se le llama funcion vectorial de variable real, al cual denotaremos por: 

/:IqR - >R*, tal que 

I - >/(0 = (/ 1 ( 0 ,/ 2 ( 0 ./ 3 ( 0 ) 

donde /j (f),/ 2 (f),/ 3 (f) son las componentes de la funcion vectorial. 

Observation.- 1) D^=D f nD f r\D f = Dominiode / (campo escalar) 

'1 -'2 -'3 

—> 

2) Rango de / = (campo vectorial) 

Ejemplo.- La ecuacion /(/) = (1,2,3)+ /(2,5,1) = (l + 2/,2 +5/,3 + /)> D^=R describe una 

7 

funcion vectorial de variable real; el rango de esta funcion es una recta en y la 
funcion es una correspondencia o transformation de puntos sobre la recta real R en puntos 
sobre la recta que pasa por (1,2,3) paralela al vector (2,5,1). 


El punto OeR se transforma en f (0) = (1,2,3). 

—> 

El punto 1 e R se transforma en /(1) = (3,7,4), etc. 

Si f{t) se escribe en terminos de sus componentes tenemos /(/) = (/j(0*/ 2 (0f/ 3 (0)* 

donde y ] (/) = l + 2/, / 2 (/) = 2 + 5f, / 3 (/) = 3 + / son funciones reales de variable real, 

—> 

llamadas componentes de la funcion vectorial f(t). 

En general, si el rango de / es un conjunto de vectores de R n podemos escribir: 

—> —> 

f = (f\f . f ), donde fAt) es la i-esima componente de f(t). 

- 1 2 ' n ' 1 


La representation de una funcion vectorial en terminos de sus funciones componentes nos 
permite aplicar a las funciones vectoriales los criterio desarrollados en el calculo de 
funciones reales. 
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Ejemplo.- Si f [ (t) = x 0 +a l t , / 2 (f) = y 0 +a 2 t, f^(0 = z 0 ^-a 3 t son las funciones componentes, 

—> 

entonces la funcion vectorial f(t) es expresado en la forma: 


fit) = /, it) i+f 2 (t)j+f 3 (t)k= (x Q +at) i +(j Q +a 2 t) j+(z Q +aj) k 


= (x 0 + a x t, + a 2 t, z 0 + a 3 t) 


esta funcion vectorial representa una recta que pasa por el punto p 0 (x 0 ,y 0 ,z 0 ) paralela al 

-> 

vector a = (a^a ,a ). 



Es importante que: t eR y fue 

—> 

transportado por / y procesado via 

—> 

regia de correspondence de / 

transformandose en un vector en R 3 
con origen en (0,0,0), estos vectores 
“trazaran” a la Recta L. 


Ejemplo.- Si f { (f) = cost, / 2 (f) = senr, para te [0,27t], la funcion vectorial /(f) es 


—> —> —> 

expresado por /(f) = cosf. i -f-senf. j , que representa una circunferencia en el piano 


XY. 


Ejemplo.- 



* 

Si /(f) = (3f, f') es una funcion vectorial. Demuestrese que el rango de / es una 
parabola en R 2 


Solution 
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1 

R = {(Jr. v)e R Z /y = —} 
/ 9 


EJemplo.- 


Si /(/) = (a. cosh/, bsenht ), a > 0 y b > 0. Demuestrese que el rango de / ,es una 
rama de la hiperbola. 

Soluclon 



un punto (jr,v) e R si y solo si /(/) = {x,y), para algun t de donde (acosht, b senht)=(x,y), 

7 

por lo tanto se tiene: 


x = a cosh / 

entonces 

v = b senh t 


x ‘ 

— = cosh t 


v i 

-—— = senh / 

h- 


x y 2 2 

—-r = cosh t - senh t = 1 
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■> -> 

x v“ 

como (x,y) esta sobre la hiperbola — 7 -— = U y como x = a cos h t > 0, entonces el rango 

a IV 

2 2 

de f es una rama de la hiperbola. = {(x, y) g R 2 /— = 1* 

7 a b' 


Ejemplo.- Trace la grafica de la imagen de las siguientes funciones. 
i) 7(0 = (cos/, sen ^,2) 

Solucion 

Sea G = la grafica de la funcion vectorial, si (x,y,z) g G^entonces x = cos t, y =sen t, 

7 7 

z = 2, para algun t. Asi, V t s R. x 2 + y 2 = cos 2 f + sen 2 / = 1 y z = 2, esto quiere decir que 

la imagen de/(/) es la curva que esta en la interseccion del cilindro x 2 + y 2 = 1 y el piano 
z = 2. 



ii) 7(t) = (2t.3tJ i ) 

Solucion 

Si G = la grafica de la funcion vectorial entonces (x,y,z) g implica x = 2t , y = 3t, 

7 / 

7 x 2 

z = r, de donde 3x = 2y y z = —, esto quiere decir que la imagen de/ es la curva de 

4 

2 

x 

interseccion de las superficies 3x = 2y , y z = —. 

4 
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2.4 Operaciones Algebraicas con Funciones 


Las combinaciones de funciones vectoriales 6 de una funcion vectorial en una funcion real se 
obtienen mcdiante las operaciones del algebra vectorial, las cuales son dadas mediante la 
siguiente definicion. 

* - * 

Definicion.- Consideremos las funciones vectoriales f,g:R - >R n con dominio D y 

7 

D respectivamente y sea <p : R - >R una funcion real con dominio a 

x 

las funciones /+g, /-g, (p. f y /.g, defimremos mediante la siguiente regia de 
correspondencia. 

1) (/+g)(0 = /(0+g(0. Vte D > ^ = D nD^ 

f+X f X 

2) (7-g)(0 = 7(0-f(0. Vte £>_ = D nD^ 

f-x f X 

3) (■ <p.f)U) = <p(l)JU), D =D nD 

v f v f 

* • > ^ 

l-l /•* / £ 

* * ^ 

5) Sea /,g:7?-funciones vectoriales, entonces la funcion producto vectorial 

-♦ -♦ —* -* -p 

/ rgesta dado por: (/ .v g)(/) = /(/).*g(/), = £) nD 

/ * * / * 

6) La funcion compuesta de <p: /?- >R con /: - > R n es dado por la regia de 

correspondencia: 

(/0(p)(/) = /((p(f )) = (/l (<p(0)J 2 (<P(0). fn (<P(0)) 

= ((/, O<p)(0,(/2 °<P)(0»—»(/„ OCp)(0) 


por lo tanto: /o(p = (/j o(p,/ 2 o(p,...,/ n ocp) 
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Ejemplo.- Si f(t) = (t i ,t 2 ,t) y g(0 = 0-Hallar (/.g)(l) y (/>g)(l) 

Solucion 


* * 1 1 1 1 49 

Sc conoce que (./ .g)(l) = /(l).g(l) = ( 1 , 1 , 1 ).(-, —, 1 ) =—+ —+1 = — 

04 9 4 36 


(/'g)(l) = /(D>^(l) = 


i 

1 

9 


./ 

1 

/ 

4 



* JL 

9 ' 36 ) 


Ejemplo.- Sean /(/) = (/ 2 +1,0,/ 3 ) y g(t) = (sen/,-cos/,0). 

Hallar a) f(a + b) b) g(i - 3) c) / (sen/)* g(t 2 + 1) 

Solucion 

a) f (ci + b) = ((a + h)^ +1,0,(fif + /7) 3 ) = (6f 2 + /? 2 + 2 ub +1,0, a . 3 + 3ci 2 b + 3 cib ^ + b ) 

—$ 

b) g(t-3) = (sen(/-3),-cos(/-3),0) 

c) /(sen/) = (sen 2 / +1,0, sen 3 /), g(t 2 +1) = (sen(r +1), -cos(/ 2 +l), 0) 


f (scnt)xg{f + 1) = 


sen“ t +1 


sen / 


sen(/“+l) -cos(/“+i) 0 


= (sen 3 /.cos(/ 2 + l),sen 3 /.sen(/ 2 + l),-(sen 2 / + l)cos(/ 2 +1)) 
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[2.5 Ejfercicios PesarroHados^ 


I) Consideremos las funcioncs vectoriales / ,g: R - >R , definimos por: 



Hallar D , D , D 

f R f + R 


Solucion 



Calculando el dominio de /; Z)_ = D fl n D fi n , donde /.(/) = 

f 2 (t) = —=z— , / 3 (/) = [M]. Ahora calculamos el dominio de cada funcion 

V2-/ 

/j(0 esta definida si: 

1-[|/|]>0 a /[| 2 / - 1 |] - 2 / * 0 => 1 - [|r|] > 0 => [| r |] ^ 1 => t < 2 
/[|2/-l|]-2/*0 <=> / * 0 v [|2/-l|]-2*0 

como [|2/-l|]-2 = 0 => - — £t<2 entonces: 



Luego D, =< -x,2 > n (< -oo,0 > u< 0,oo >)n< -oc, 3/2>u[2 ,X > 


=<-oo,0 >u< 0,3/2 > 

/i 


f 2 (/) esta definida si 2 -1 > 0 => t < 2 => D f =< -qo,2 > 


/ 3 (/) esta definida para VteR. => D f = R 
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D^ = D i r\D nD, -(< ~oo,0>u< 0,3/2>)n(< -oo,2 >)nR 
f #1 

D^ =< -oo,0 >u< 0,3/2 > 

7 


-* V2/-1 ri 2 .. 

Calculando el dominio de g; D^ = D gi nD f nD^, donde g,(/) = ———, g 2 (0 = || f |j» 


01-*0 


£3 (0 = *[M] • Calculamos el dominio de cada funcion. 
g { (t) esta definida si 2/-l£0 a [|i-/|]*0 


2t - 1 £ 0 a [|l- r|] * 0 => r £ — a rg<0,l] entonces ([|l ~/|] = 0 => 0 < / ^ l), dondc 

2 




— ,oo ) n (< -oo,0]u< l,oo >) =< 1 ,+oo >, para g 2 (0 , g$(0 es R. Luego D =< I,+oo > 

2 / ; 


ahora calculamos = D aD 

1 +g 7 * 

3 3 

^ = (< -oo,0 > u < 0, — >)n < l,+oo > = < 1, — > 

/+* 2 2 

2) Determinar el dominio de la funcion vectorial /(/) = (ln(r + 1), V/ 2 +2f-8) 

Soluct6n 

como = D nD donde /j (0 = ln(r + 1), / 2 (0 = V? 2 +2/ -8 . 

7 r * 

/j(r) esta definido si t + 1 > 0 t > -1, Dy =< -l,oo> 

/ 2 (f) esta definido si 
r 2 +2/-8£0 => (r + 4)(r-2)*0 

Dy =< C —oo,—4 > L^2,ao > 

D =<-foo > a(< - 00 ,- 4 ]u[2,oo >) = [2,-30 > => D_ > =[2,oo> 
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3) Determinar el dominio de la funcion vectorial: 

sen/ r + sen/ sen3r-senr 
^ ^ |r| r-sen/ ’ ln(r + l) ^ 

Solucion 

sen t t + sen t sen 3 1 - sen t 

Como D^ = D nD f nD donde f { (/) = ——, f 2 {t) =-,/ 3 (0 =- 

/ '< 2 |r| t-sent ln(/ + l) 

Ahora calculamos el dominio de cada funcion. 

/j (0 esta definida si t * 0 Luego D^ 

/ 2 (0 estadefinida si t-sent^O, pero t-sent = 0 <=> t = 0 porlo tanto D f = /?-{0} 


/ 3 (r) esta definida si t+l>0 a t^O => t€<-l,0>u<0,x> por lo tanto D f . =< -1,0 > u < 0,oo > 


D = D nD nD =<-1,0>u< 0,oo> 

-» / r r * 

y • / t ' 2 

4) Determinar el dominio de la funcion vectonal = ( -r,(f + 2)~ 3/2 , (/-4) _1 ) 

1+r 

Solucion 

Como D=D nD , donde : 

r i 2 3 


i-i 

/l (0 =- Y 

1 + t 2 

f 2 (t) = (t + 2)~ il2 => 

/ J (r) = (/-4)- 1 


D fi =R 


D ^ = /?-{- 2}, como * D nD nD = R — {-2,4} 

/ \ 7 i 2 A 

Pr, =*-W 


-» ^ 2t 

5) Determinar el dominio de la funcion vectorial /(f) = (ln(l + f), vf. -r) 

l-f‘ 


Solucion 
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Como D = D, nZ) n£> dondc las funciones 
; '• f y 

/,(/) = ln(l + /) estadefinidasi l+t>0 =>D f =<-l,oo> 
f 2 {t) = Jt esta definida si t > 0 => D f =[0,oo> 

/ 3 (/) =-r esta definida si 1 - / *0 => t*±l => D, = i? — {—1,1) 

I-/ y 

porlotanto D-D r\D nD = [0,1 >u< l,oo> 
f A -l 2 A 


6 ) 


2 

Trazar la grafica mostrando que la funcion vectorial f(t) = ti+t j representa una 
parabola. 

Soluci6n 



7) Sea /(/) = (1-sen/, -2 + sen/, 2sen/) tal que t e R, identifique el rango de la funcion 

Soluckm 

Sea a=l-sent, pero como -l^sent^l => 0<l-sent£2 => 0<Ja<2 => ae [0, 2] 

-♦ —* 

Luego /(a) = (a,-l-a,2-2a),a e [0,2] osea /(a) = (0,-l,2) + a(l,-l,-2) 


por lo tanto f (a) es un segmento de recta donde a e [0, a] 


'-si 
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8 ) 



So|ucl6n 

Sea f:R - > R 2 / f(t) = (x t y) - e 7 (cos 2nt, sen2/rf) 


X = e 1 cos2;r t 
y = e~* sen In i 


x 2 +y 2 -e-* 


Q r 2 2 ~2t 

Si x +y = e 


-t ( 2 2 


x 2 + j; 2 £ 0 


cuando f-» + oo, e 


->0 



t 

— ♦ 

fu) 

0 

(1,0) 

1 

e~ 1/4 (0,l) 

4 


1 

e' I/2 (-i,o) 

2 

e -1 (1,0) 

1 

5 

e _ * 4 (0,1) 

4 


3 

-3/2, i n\ 

e (-1,0) 

2 
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9) 


Descrfbase el rango de la funci6n vectorial: 

= -e~ l )dt,j-^[e l + e~ l )dt), a, (3 >0 

Solucion 


Sea: 

M 




dt)= J (asenh/df,Pcoshr<*) 


Si (*, y)€ Rj=> f(t) = (jc, y ) = (acosh/ + c ,,fisenht + c 2 ) 


I 


x = a cosh/ + C] ( x-cj) 2 (y~c 2 ) 2 , . . . , , 

. => - : ----= 1 es hiperbola 

y = psenht + c 2 a~ p 2 


2.U-C,) 2 (>~l) 2 


a *.«{(*,)* 

/ a' 




= 1} 



10) Descrfbase el rango de la funcion vectorial /(/) = (2 cos/, 2sen/, /) 

Solucion 

S\(x,y,z)sR =>/(/) = {x,y,z) ~ (2cos/, 2sen/, /) entonces se tiene: 

7 

x - 2cos/ 


y = 2sen/, de donde 


z = t 


2 2 A 
x +y =4 

z = t, te R 


Luego la curva esta contenida en el cilindro circular, es decir, que es una curva helice. 
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H) 



Solution 

Sea f:[a y b] - *R / f(t) = (fcosr, f,senf, t) 


Si (jt,;y,z)e R => f(t) = (x,y,z) = (fcosr,/sen/, /), de donde 

7 

x = too$t 

2 2 2 

y = I sen/ => x + y -z = 0, es decir que la curva esta contenida en el cono circular. 
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12) Un punto se mueve sobre la curva y = V x 2 +1, partiendo de (0,1) en el instante f = — y se 

4 

mueve a la derecha, si la distancia del punto al origen es proporcional a t, hallar una funcion 
vectorial que describa el movimiento. 


Soluctfln 


De la condicion del problema se tiene d(o,p) = kt de donde <Jx 2 + v 2 = kt , debemos 

determinar la funcion / (t ) = (x(f), y(t )) como C: y - V x 2 +1, y £ 0 entonces y 2 -x =1 
(una rama de la hip^rbola). 


Luego se tiene j 


|V + v 2 =*V 
v 2 -* 2 =l 


y(t) 




2 2 , 

como v -x =1 entonces: 



|t6l 2 -1 Il6t 2 + 1 

Luego x{t) «=«J ""■■■■■ y(i)-J “ - , po* to tanto la funcion vectorial que describe el 


movimiento del punto es: /(f) 


J 16/ 2 -1 Il6i 2 +l 
— - 


'• V 
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£.6 j Ejercictos Propueatos.-] 


I) Hallar el dominio de las siguientes funciones vectoriales. 


-» r 3 2 r 

1 ) /(»)-(—. 2 r\-) 

r +2 t+ 1 


Rpta. D =*-{-2,-l} 


2i -t 1 

2) /(/) = (e , e -) 

/ 


Rpta. = /?-{0} 

7 


3) /(0 = (—. 0, ln(/ + l)) 

t~ 


Rpta. Z)^ =< -1,0 > u< 0,® > 


4 ) 7(0 = <* * In/ 2 , /In-) 

/ 


Rpta. D =<0,oo> 

7 


5) /(0 


-r / T 1-sec (/-l) 

= (e , r+Vl-t , -=-) Rpta. D =< -U > 

O-D 7 


l-cos*'(r-^) ^ 







7) 70) = (ln(l+ 0 , VT, ln(l + r)) 


8) /0) = (-> yl^-t 2 ) 

t 


Rpta. D^=[0,oo> 

7 

Rpta. = [-3,0 >u< 0,3] 


-> / — 1 3 

9) /(»)-(*+ 2,-,-) 

r +2 r -2 

10 ) /(r) = (Vr^4, V4w) 


Rpta. £> =*-{-2,2} 


Rpta. D ={4} 


11) /(f) = (ln(/ + l), J? + 2t-Z) 


Rpta. D = (2,®) 
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12) f(t) = dll-r. I, V4-2/) Rpta. D = [0,2] 

f 

ID 

-♦ 

1) Si f(t) = {acost t bsent) donde a > 0, b > 0 y = [0,2 n]. Demuestrese que cl 

7 

* 2 
rango dc / es una elipse en /? 


2) Mostrar que la funcion vectorial /(f) = (f + 2, T + l) tiene por rango una parabola y 
hacersu grafico. Rpta. = {(*,>>)€ /? 2 />> = x 2 - 4x + 5J- 


3) Si f(t) = (h+ a cosr, A' + /?senf), a>0, b>0 y /) =[0,2/r]. Demuestrese que e 

7 

rango de / es una elipse en /? 2 . 


4) Si f(0) = {\—{e & -e J" —-he G )d0) con A.,p > 0. Demostrar 


2 x •' 2 

> 

rango de /(0) es una hiperbola. 


que e 


\-t It 

5) Si /(/) = (- y % - ), describese el rango de / . 

i+r l+r 

Rpta. /? = j(JT,y) e /? 2 /2 jc* + y 2 +2xy-2x-y = oj 


6) Encontrar el rango f y graft car. 


a) /(0*'(2cosr, sen/, —) 

4 


b) / (r) = (/, /, sen/) 
Rpta. a) R^ = |(x,j\z) e R* f x~ +2 y~ = 2 J 

7 

b) /? = |(jc, i',z) ^ f x~ y a y = arc.senzj 
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7) Mostrar que el rango de la funcion vectorial f definida por 


f(t) = (1 + cos/, sen/, 2 sen —), /g[-27T,2/t] esta sobre la esfera de radio 2 y centro 

2 


en el ongen y sobre el cilindro (* - 1) 2 + v 2 = 1 . 


8 ) Hallar el dommio y el rango de cada una de las siguientes funciones vectoriales. 

1 


-► - | 

a) /(/) = (Vf-2,-) 

t-2 


c) /(0 = (V4-/, V^-4) 

e) 7(0 = «. (1-VM) 2 ) 


b) 7(0 = (- V4-/ 2 ) 


d) /(0 = (Vo 


y/t-5 

0 7(0 = (*. 0 sen/) 


1 - f 2 / 

g) /(/) = (l + 2sen/, 2-sen/, 5J h) /(/) = (- 5 % - f) 


Rpta. a) < 2,oo > 

c) {4} 


1+r 1+/ 

b) < -2,0 > u < 0,2 > 
d) < 5,oc > 


9) ^ Que curva representa el rango de la funcion f ? 


a) /(/) = (3cosf + 2, 2sen/-3) b) /(/) = ( 2 + 3tg/, l + 4sec/) 
Rpta. a) Una elipse b) Una hiperbola 

10) Dadas las funciones siguientes, graficar y hallar el rango. 


a) 

/(/) = (cos/,sen/) 

b) 

m=\ 

(3cosh/, 5senh/) 


/ 2 / 3 



1 2 \ 

c) 

«(/) = (/, — —) 

4 9 

d) 

/( 0=1 

(7/,/ ) 

e) 

-» 3/ it 2 

f (0 — ( 3» 3) 

1 + / 1 + / 

0 

7(o=i 

[e',e ' ,Jlt) 
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g) 7(0 = (r\/ + l) h) 7(0 = (/-V'(2-7).V2(2-0 

i) f(t) = (3t-f 2 , 3f 2 ,3/ + / 3 ) 

j) /(r) = (-l + sen 2r cos 3r, 2 +sen 2r sen 3r,-3 + cosr) 

k) /(/) = (cosf + sen t, cos t- sen/) 

11) Defina una funcion vectorial /: [-3,3]- >R de tal manera que su rango sea el 

triangulo de vertice P 0 ( 2 ,-l,l), 1 ) y /^(l, 0 , 2 ) 

12) Defina una funcion vectorial del intervalo [a,b] sobre el segmento de recta de extremos 
P () y /> de R\ 

13) Defina una funcion vectorial del intervalo [-2,2] en R 3 cuya imagen es el triangulo de 
vertice A(3,2,-l), B(2,0,l), C(l,-2,1). 

14) Proporcione una funcion vectorial del intervalo [0,1] sobre el segmento rectilineo que 
une los puntos: 

a) A(-l,2) ,B(3,5) b) P 0 y P x en R 2 c) A(l,4,7) , B(3,-2,l) 

Rpta. a) f(t) = (-1 + 4/, 2 + 3/) 

b) f(‘) = {P 0 +t PoPi/OStZ\} 

c) 7(O = {d.4,7) + /(2,-6,6)/0 S/Sl} 

15) Un punto P en el primer cuadrante de R 2 se mueve de tal manera que su distancia al 
origen es igual a la pendiente t de la recta que va del origen a P. 

Hallar una representation vectorial de la curva que describe P usando t como parametro. 

2 

Rpta. /(O = ( f == ' , -f=— ) 

Vl + t‘ Vl+< 
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16) Sea /(/) = (2f \^4-f 2 ), g(i) = (ln(/ + l),Vf 2 + 2/-8). Calcular (/+g) y su 
dominio de definicion. 

* 4 3 

17) Sea la curva C definida por: /(/) = (—cosf, 1-sen cos/), t > 0. Demuestre que 
C es una circunferencia y encuentre su centro y radio. 

[2.7 Limite de ana Ftmcion Vectorial de Variable Real.-l 

El concepto de limite de una funcion real de variable real extenderemos para las funciones 
vectoriales de variable real, para esto recordemos la definicion de limite de una funcion de 
una variable. 

Sea f una funcion real de variable real y “a” un punto de acumulacion de D -, (el punto “a” 

/ 

es un punto de acumulacion de si todo intervalo abierto que contiene “a” contiene un 

f 

punto t en Z)_, distinto de “a”). Se dice que un numero L es el limite de la funcion f{x) en “a” 

f 

si para cada e > 0, hay un numero 5 > 0, tal que siempre que x € D_, y 0< | x — a | < S 

/ 

entonces | f(x) — L | < e. 

Si L es el limite de f(x) en “a” escribiremos asi: lim f(x) - L 

X —>0 

para las funciones vectoriales el concepto de limite tiene el mismo significado intuitivo. 

—> —> 

Luego por analogia tenemos la definicion de lim f (/) = b . 


2.7.1 Definicion.- Seff f{t) una funcion vectorial y r n un punto de acumulacion de 

—> —> 

D -, se dice que el vector b es el limite de f(t) cuando t se 
—» —> 

acerca a y se expresa como lim f(t)= b si y solo si, para cada numero real 


e > 0, existe un numero 8 > 0 tal que || /(/)- b \\< £ siempre que 
0< j/ — / 0 | < S y t g D^. 


lim f(t) = b » V£>0, 36 >0/0<|/-/ oi < S => \\f(t)-b\\<£ 

t 


Es decir: 
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2 

Ejemplo.- Demuestre que lim f(t) = (6,4), donde f(t) = (3f, t ) 

2 

Solution 


lim f (t) = (6,4) o Ve> 0,38 > 0/0 < |/-2| < 8 => || /(/) - (6,4) ||< e 


II 7(0 -(M) ||=|| (3f,r 2 )-(6,4) ||=|| (3r - 6,/ 2 -4) || = V(3r - 6) 2 + (/ 2 -4) 2 

£^(3f-6) 2 + -J(t 2 -4) 2 £3|<-2| + |* + 2||/-2| ...(1) 

Sea |r-2|<5 1 =l => -1</-2<1 => 3<r+2<5 => |/ + 2|<5 

II 7(0 - (6,4) II* 3|r - 2|+|f + 2||/ - 2\ < 36 2 + 55 2 = £ 

£ £ 

8 5 7 = £ de donde =—. Luego 3 5= min {1, —} 

8 8 

-» „ 

2.7.2 Teorema.- Sea f: I cR ->/? , una funcion vectorial de variable real, 

—> —► 

entonces lim f(t)=L si y solo si lim f ( {t) = L r i = l,2,...,n, 
donde £ = (L { . 

Demostracidn 

—» .11 

i) Si lim f{t)=L entonces V e > 0, 3 S > 0, tal que si t € I, 0<|/—/ 0 |<<5 entonces 

f -*r 

n 

|| f(t) - L || < e pero | f(t) - L ||=|| (/, (t) - 1,, f 2 (t) - L 2 . f n (t) - L n )« 

-^A(0-L t ) 2 +{/i(0-L 1 ) 2 +..4/ H (0-L H ) 2 -(£(/,-I 1 ) 2 ) 1/2 <e 

r=i 

h 

ademas |/. - /., | < (X(/, - L, ) 2 )'' 2 < £, por lo tanto, V e > 0, 3 8 > 0 tal que 
M 

0 < /-/ o K<5 => \f. -LA<£ esto significa que lim yj(/) = L r 

r^t 0 
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ii) • Reciprocamente. 

Si lim f.(t) = L it i = 1,2,...,n para cada e > 0, entonces 3 5 > 0 tal que si 


0 < - / {) | < S entonces || - L-1 < £ i . 

Sea e > 0 arbitrario y sea = — j =, tomemos S - min{s x ,S 7 . S n |. 

Vw 

I I £ 

Para tal 5 se tiene, t e I, 0<|/-f 0 |<5 entonces || /, (0~ L { ||<V i = 
entonces || /(/)- L ||= (t)-Lj f) U2 < (£(-^=) 2 ) v2 = e, por lo tanto, 

»= 1 t~\ 

para cualquier £ > 0, existe 5 > 0 tal que tel, 0 <| / -f 0 |< 8 => || /(/)- L || < £, 

-» -> 

esto sigmfica, que lim f (t)- L 


Observaci6n.- El teorema establece, que el limite de una funcion vectorial es igual al vector 

—> 

cuyas componentes son los limites de los respectivos componentes de /(/), es 

—♦ 

decir: Si f(t) = (f x (t), f 2 it), f 2 (t)) entonces el limite se expresa asi: 


lim /(/) = ( lim f x (/), lim f 2 (i), lim f 3 (/)) 

l-*t o t-+U * “ft 


En general si /(f) = [f x (/),/> (0?••••/* (0) el limite es dado por: 


lim f{t) = (lim f (l), lim f (t) . lim f (/)) 

/ —»/ r—*t 1 /->/ 2 /-—>/ n 


Ejemplos.- Calcular los siguientes limites. 

„ »,«!r 

/->o l + / t t 


Soluci6n 
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»-»o l +1 


t l -i -Jl-t -~J\ + t 


) = (//«(—) 

/-♦o l + l 


l/r 


, lim -- - , lim 

t-> 0 t '->0 




) 


l+£ 1 

= (/»m[(l + —) ] > + ' lim ,_,_ ) 

r -*0 1 + / /->0 r -*0 +^| 


**- 7 — -2 

= (e~° 1+ ', 0-1,-) = (e ‘,-1-1) 

1 + 1 


2 ) 


-* -♦ r -2t-3 -♦ /'-5/ + 6-> 

limfit) donde /(/) =- 1 +- j 

t-+ 3 /-3 r-3 


Soluci6n 


2 _ 2 _ , 

-> / — 2r — 3 / -5r + 6-* 

lim fit) = lim - i + lim - j 

r—*3 f-> 3 / — 3 /->3 t — 3 


(/-3)(/ + l) - (/ - 3)(r-2) -> -► - - - 

= /i>w- 1 + lim -/ = lim(t +1) 1 + limit - 2) j =4 / + / 

/—>3 / -3 f-*3 r-3 r—>3 /->3 


-*■ -» sen/-* cos/-l-> , 2 -* 

3) lim f{t) donde f(t) = -/ +- j+e k 

t-> 0 t 2 1 


Soluci 6 n 


-> sen/ -> cos/-l -> , 2 -> 

/iiw/(f) = (//m -)/ + (//m - ) j+ilime )k = (1,0,1) 

r ->0 r -^0 / / >0 2 / /->0 


4) lim(a n ,b n } donde a n = £(n 2 +/ 2 ) ^ , b n = Y .~—I 

"-** i_i n +1 


Solucion 


lim(a„,b n ) = (lim a n , /im 6 J •- ( 1 ) 

n —>oo n-»c» n—>oo 
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\T7 2 2\" ,/2 1 ’ST* 1 1 1 

//m a n = lim 2^[n +» ) = lim Z jTT* -> = im 2j~r=r= ~ = lim ~2j~r 


/=i 


n " ,x i=t V « 2 +* 3 n_>oc 


-f 


i < 2 * 




• =ln 






Iim K = 

r»—>cc 


^ ^ 1 1 fl /I 7T 

lim y. — -r = Ww z -:—— - J -- = arctg*/ = arctg 1 - arctg 0 =— 

w-^od^i n +i i + (— \ 2 w °l + x /0 4 


lim {a„,b n )= (ln(l + ^2),^-) 
n— ><» 4 



Si /(f) y g(0 son Funciones Vectoriales de Variable Real tal que ftm /(/) = b y 

/-♦i 

—* —» 

lim g(t)= c y t 0 es un punto de acumulacion de D-nD-, entonces. 

t-+i J g 

0 


1 ) lim 


f(t)+ g(t) = lim f(t)+ lim g(t ) = 6 + c 


2) ftm 


/(0-g(0 = lim f(t)~ lim g(t) = b-c 


3) lim f(t).g(t)= lim /(t). lim g(t)= b.c 

f-»/ t->r t~+t 

o oo 

-♦ —♦ -• -o -o -o 

4) lim (f x g)(t) = lim f(t)x lim g(t) - b x c 

r ->/ 0 /-*/ n 

Demostracion 


Demostraremos la propiedad (1) 
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como lim f(t)= a y lim g(t) - b , entonces para cada c > 0, existe un 5 > 0 tal que para 

t->t i->t 

O 0 

I I —* ^ £ —► —> g 

0 < |r-/ 0 | < ^ entonces \\ f(t)~ a \\<— y || g(t)-b \\< — ; aplicando la desigualdad 
triangular tenemos. 

II 7(0 + g(0-(a+~b ) II = II ( 7(0 -fl)+(g(0- oil *11 7(0 - a II + II g(t)--b II< |1 = £ 

I I —^ —p —> —> 

Luego Vc>0, 35>0 tal que para 0 < \t-t 0 < 8 entonces || (/(/) + g(t))~(a+ b) ||<e. 


por lo tanto lim (/(/) + g(t)) = a+ b = lim /(/) + lim g(t) 

r-*t 0 r-P/ 0 i n 0 

Las demas propiedades se demuestran en forma similar. 


2.9 Teorema.-l 

-♦ -# —♦ -♦ 

Si lim f{t) = a y lim <p(t) = c, entonces lim <p(t) f (t) = c a 

r->r /-»r n r—>t 

0 0 0 

Demostracion 

—» —> 

Si limf(t) = a y lim (p(t) = c, entonces para 0<£’<1 (c' se hallara despues). 

0 0 

ll -* -♦ 

existe 5 > 0 tal que \t - / 0 | < S entonces || /(/) - a ||< e' y | <p(t) - c \ < e' , Luego se tiene. 
|<P(0|=|c + (<p(0-c)|^|c| + |(p(0-c)<ld + e'<|c| + l 

<P(t)fV)~ca =<p(t)f(t)-(p(t)a + <p(t)a-ca = <p(t)(f(t)-a)+((p(t)-c) a 

ll<P(0/(0-ca 11=11 cp(0(7(0-a) + {‘P(0-c)a || S|cp(0lll7(0~« II+l<P(0-c|ll a II 

% 

< (|c| + Oc'+c'H a || = (|c| + 1 + 1 | a ||)e'< e 
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Luego e' escogemos e'< - y tambien f'cl, II <p(t) f(t) — ca ||< £ de donde 

M+i+m ' 

lim (p{t) f (t)—c a 

I —+?Q 

2.10 Continuidad dc mia Functon Vectorial de Variable R^ap 

En forma similar a lo que se hizo del concepto de limites de funciones reales de variable real 
se extendio al concepto de limites de funciones vectoriales, tambien se puede hacer en forma 
natural para el caso de la continuidad. 


a) Definicion.- La funcion f(t)c s continua en el punto / 0 de si para cada e > 0, 

/ 

—> —► 

existe un 5 > 0, tal que: \\ f(t)- f(t 0 )\\< e siempre que / € y 

f 

I i 

j/-/ 0 |<<5. Si t 0 no es punto de acumulacion de D>, entonces f (t) es continua 


en 1 0 , puesto que hay un 5 > 0, tal que “r 0 ” es el unico punto en 


Z)_n< t 0 -8 , t 0 -\-8 > y entonces para cualquier £ > 0, II /(0”/(*o) ll< e siempre 

/ 

que t e D^C\< t 0 “5, / 0 + <5 > . 

/ 


Si r 0 es un punto de acumulacion de Z)_, entonces la definicion de continuidad es 

/ 

equivalente a decir: La funcion f(t) es continua en el punto t 0 si. 


i) f(t ) existe, es decir t 0 e ii) lim /(/), existe iii) lim f(t)= f(t ) 

0 / t^t /-»/ * 0 

J 0 ft 


2.11 Iteareaia."! 


f(t) = f^(t) i + f 2 (t) j+ / 3 (/) k continua en t 0 si y solo si /.es continua en r 0 para i=l,2,3. 


Demostraci6n 
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Si /(/) es continua en r 0 , entonces lim f{t) = f(t ), de donde : 


lim (MO i+f 1 (Oj+M t )k) = M‘o) i+Mto) j + M l o) k > Lue 8° P° r el teorema 3.7.2 

sc Ucnc: (Urn f it)) i +( lim f It)) j+( lim f it)) k = f it ) i ♦ /,(* )>+/_<# ) * 


por lo tanto, por igualdad de vectores se tiene: 


lim /,(0 = /i (to ). Urn f 2 (t)= f 2 (t n ), lim / 3 (f) = / 3 (r 0 ) 

f~*tu i-Ma 


de donde lim fit) = fit 0 ) para i = 1,2,3, esto quiere decir que f(t) es continua en r 0 , 
para cada i = 1,2,3. 

Demuestre el reciproco como ejercicio. 

“* 3 / 3 2 \ 

Ejemplo.- La funcion /: - >R definida por f{t) = \t + f + l,f — 2r — 1,/ + 31 es continua, 

pues sus funciones componentes son polinomiales y, por lo tanto, conlinuas. 

-• 3 

Ejemplo.- La funcion /: R - > R , definida por: 


/(O’ 


2 sen? 

(t,t ,-) si i* 0 

i , es discontinua en t = 0, puesto que: 

(0,0,0) si t* 0 


2 sen t -> 

//>n f(t) = limit, t\ -) = (0,0,1) * (0,0,0) = /(0) 

r~* 0 /-♦!» f 


como /zm f (0) entonces /(f) es discontinua en t = 0. 
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Ejemplo.- 


Analizar la continuidad de la Funcion Vectorial 


/(0 = 


m n 

l - t CSC / - c tg t 


(- _ 

f -t 

1 

(- 1 . -) 

2 


) si t * 0 


sent 


si t = 0 

Soluctdn 


fit) es continua en t - 0 si lim f(t) = /(0) 

/-> o 


-* l m -i " csct-ctgt 

limf(t) = /zm(—--)= lim{—~ 

t-»o »-»o t -r sent 


m n 

r -r 1 - cos/ 


—) = (-i.7> = /( 0 ) 
f - *o t -t sen t 2 


como lim f(t) = /(0) => /(f) es continua en t = 0. 

/-»0 

eat TMftau,j 

Si <p es continua en r 0 y f(t) es continua en <p(/ 0 ) entonces / o <p es continua en r 0 . 

Demostracion 

Mediante el teorema 3.11, / o q> es continua / 0 si y solo si f t o(p (i=l,2,...,n) es continua 
en t = t n como <p es continua en t () y f- es continua en <p(/ 0 ), concluimos que f ( o <p es 
continua en / 0 (ppr las propiedades de las funciones de variable real). 


2.13 Propiedades de la Coniliniidad.-l 

-♦ ♦ 3 

Sean f,g: I - >R funciones vectoriales de variable real continuas en el punto / 0 e / , 

entonces: 

-♦ -♦ -♦ 
i) f (t)± g(t) es continua en f 0 ii) (A/)(*) es continua en i 0 , V k e R 

—► —► —> —> 

iii) (/.g)(0 es continua en / 0 iv) f(t)xg(t) es continua en t 0 . 
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* j 

Observacfon.- Una funcion Vectorial /: R - >R es continua en un conjunto /cZ)^ si la 

/ 

—► 

funcion /(/) es continua en cada uno de los puntos de I. 


2.14 Dedvsda de una Funcion Vectorial de 


3 

La derivada de una funcion Vectorial de Variable Real /: (a.*)— —, tal que 


f(0 = /j (0 * + f 2 (0 j +/j(0 k . esta definida por: 


f'd) = 

h 


/(/ + /»-/(/) 


siempre y cuando existe este limite 
Notation de la Denvada 


no=D /(/)=—./(o 

'_ dt 


Teoreilia.- Si /(f) es una funcion vectorial dada por: f(t) = f (f) f + /^(f) y+ .'^(f) k , 

—> -» -» * 

entonces: /'(/) = /j’(0 • +f 2 '(0 j+f^'O) siempre que 

f 2 (0, y fi'U) existan. 

Demostracion 

Mediante la definition de derivada se tiene: 


. , /(<+*)-/(o , 

/ (0 = urn -= am 

h->H /z /»->( 


/.«+*)-/.(0-> /At+*)-/,(!fU+h)-no^ 

-*■ -*—/+-*-7+--* 

h h h 


= //m-i + /im-7+ lim -I 

/.->o /z h *->o /z 


-/ I f (o^+/ 2 , (oy+/ 3 , (o* 


/’(o-/r(o*+/2’(oy+/j'(o* 























104 


Eduardo Espinoza Ramos 


Ejemplo.- Si /(/) = (sen2/r /, cos2tt t. 2t -/ 2 ).Calcular /'(/) y /'(O) 

Solution 

/(/) = (sen27r/, cos2/r /, 2/-/") su derivada es: 


f'{t) =(2n cos 2 n /, - 2 sen 2 /r /, 2 - 2 /), evaluando en t= 0 tenemos que /'(()) = ( 2 tt, 0 , l) 

3 \ 

Ejemplo.- Si. Calcular /'=(—) si /(/) = ln(e'+|/|) i-[\t + — \]j 

Sojucion 

3 3 3 3 1 5 1 

como y e [— ,2 > => para t e[— ,2 > se tiene: - — <*t <2 2 < / +— < — => [I /+ — !] = 2 


2.15 loterpretacion Geometrical de hi Perivada.-j 


Consideremos las representaciones de los vectores /(/),/(/ + At) y /’ (/) como en la grafica. 

La curva C es trazado por el punto final de la 
representation de position de /(/) cuando t toma todos 

—> 

- f (I) los valores en D .. 

f 

-* 1 
Si el vector /(/ + A/)-/(/) lo multiplicamos por — 

A / 

obtenemos un vector que tiene la misma direction y cuya 
1 

longitud es — por la magnitud del vector 
At 

—> —> 

/(/ + At) -/(/), ahora cuando At ->0, el vector 

7(/+ao-7(o , 

-—- se aproxima a un vector que tiene una de sus representaciones tangente a 

la curva C en el punto p. 





Luego /(/) = ln(e' +|/|) 


e' +~ 


i-2 j . Entonces /’ (/) = - 


+M 


i -0 7 


-* 3 
/•(|)= 


2e 3/2 +2 ; 

2e y +3 ' 
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Observation. 


1 ) El vector /' (f 0 ) es llamado vector tangente a la curva C: f(l) en el punto t 0 e /. 

• -> —> —> 

La norma ||/'(/o)ll es llamado la velocidad escalar de f en el punto ( 0 y /’(/ 0 ) vector 

velocidad. 

—# 

2) El vector velocidad /'(/), cuando es diferente de cero, determina recta tangente a la curva 
C:/(/) en el punto /(/ ), es decir: 



3) Asi como al vector velocidad se ha definido por V (/) = /'(/), el vector aceleracion se define 

porfl(0 = ? , (/) = 7 ,, (0. 


4) La rapidez de una particula es definido como la magnitud del vector velocidad, es decir: 

ii no ii=ii 7 , (oii=V(/i'( / )) 2 +(/2 , (o) 2 +(/3 , (o) 1 


Ejemplo.- Sea f:R -»/? 2 , dado por /(/) =(3cosr, 3senf). 



La imagen de / es una circunferencia de radio 3 
x 2 4 - y 2 =9 para todo t e R, el vector velocidad de / es 
/’(/) = (-3 sent, 3cos/). 

La velocidad escalar es constante. 

y hi 7 , (oii=3. 
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Ejemplo.- Hallar /*(/), cuando 

a) /(l) = (/ V2 , (t + 3) 3 , sen4f) b) 


Solucion 


a) 7'(0 = (|r 3/2 ,3(/ + 3) 2 ,4cos4i) 


b) 


/(f) = (cos3f, sen3f, f 2 ) 


/’(*) = (-3sen3f, 3cos3z, 2/) 


Ejemplo.- Una particula se mueve describiendo una helice circular 

f (t) = a.coscot /+ a. sen cot j + b.cot k, donde a > 0, b > 0, co > 0, para cada 
instante t, hallar: 


a) La velocidad 

b) La aceleracion 


c) 

d) 


La magmtud del vector aceleracion 

El angulo que fonna los vectores aceleracion y velocidad. 

Solucibn 


V{t) = f'(t) = -acoser\(ot i + acocoscot j + bcok 


* • , -♦ 2 * *♦ 
b) a(t) = V'(t) = -aco' cos«/ / -aco sencot j + Ok 


c) || a(t) ||= Ja z o 4 cos 2 wt + a 2 o) 4 sen 2 ot = aa) 2 


d) Q = Z(V,a), de donde cos0 = 


2 3 2 3 

V . a a o) sen co/costof - a « sen 03 /cos cor 


II nil a II 


aoxao) 


por lo tanto cos 0 = 0 => 0 = — 

2 
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2.16 Propleri ages de la Diferenciacion.^ 

-* -• 

Consideremos dos funciones vectoriales /(/) y g(t) y a € R, entonces: 

1) D i J(l)±g(t)) = D i 7(/)±I>,g(0 2) D(a.f(t)) = a.Df«) 

3) D'(f(t).g(t)) = f(t).D' g(t)+g(t).D'f(t) 

4) D [ {J{t)xg(t))±~f(t)xD t g{t) + DJ{t)^g{t) 

12.17 Definicion.-j 

Una funcion vectorial / (?) se dice que es diferenciable en un intervalo I, si/'(/) existe Vte I. 

-♦ 3 "♦ 

Observaci6n.- Sea /: I- - >R una funcion vectorial diferenciable; Si /'(/) es continua, 

—► —*(p) 

entonces se dice que /(/) es una curva de blase C\ En general si f (?) 

* -* P 
(derivada de orden P de /) es continua, entonces se dice que f(t) es una curva<ie clase C . 

Ejemplo.- Para todo n > 0^ la funcion vectorial /: R - >R 2 , definida por /(r) = (r n+I , ?"|/|) es 

de clase C". 

2* 18 rcoiA* - ] 

—• -♦ 

Si /(/) es una funcion vectorial diferenciable-en un intervalo I y /(/) es un vector 

—► 

diferente de cero de magnitud constante y % direccidn variable V t e I, entonces /(?) y 
D f{i) son ortogonales. 


Demostracion 
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2 

Sea k (constants) la magnitud de f(t ) t entonces = k , luego diferenciando con 

respecto a t se tiene: D r (/(0./(0) = 0 => Z) 7(0/(0 + /(0 O /(0 = 0 


2/(0-D/(0 = 0 =* 7(0.Z) 7(0 = 0 como 7(0-0 7(0 = 0 => f(t)±D t f(t). 


Ejemplo.- La funcion vectorial /(0 = (cosr,senr) Vt e R, |)/(/)#= 1, Luego /'(0 = (-sen/,cosf), 

Vt e R ycomo: /(0 /'(0 = (cos/, sen/).(-sen/, cosf)*-cos/sen/+ cos/sen/ = 0 

—> —> —> —> 

como /(/),/’(/) = 0 entonces /(/) y /'(/) esortogonal. 

Observaci6n.- Las derivadas de orden superior de las funciones vectoriales estan definidas en 
relacion con las derivadas de orden superior de las funciones reales, esto es: 

Si /(/) es una funcion vectorial definida por: 


7(0 = /,(0 »+/ 2 (0y+/ 3 (0*. su primera derivada es: /'(0 =/,’(0 »+/ 2 ’(0 7 + / 3 ’(0*. 1® 

—♦ —♦ —> —> —> —y 

segunda derivada de /(f) es: /"(I) - f"(t) i+f t "(l) y+/ 3 "(0 k , la tercera derivada de /(/) es: 

/ ,M (0 = / ,,, (0/ + / 2 MI (Oy+/ 3 ,,, (0*, y sucesivamente, hasta llegar a calcular la n-esima 

—► —♦ —► —♦ —> 
derivada de /(/) dado por: / (/) = f^O) i + / 2 (n) (0 /+ / 3 (n) (0 * ■ 
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—>(**) —* j —► 2 —* 

Ejemplo.- Encontrar / (/), donde /(/) = ——- i +-—-j 

Solucion 


1 -* 1 t 

^ t) = 2t + 3 I + \-l J 


- 2.1 

/'(/) = 


(2f + 3 ) 2 (l-<) : J 


/’•(/) = 


2*.12 


12 


(2f+ 3) J ' + (l-f) 5 3 


/"■(/) 


-2 3 .123 7 123 -? 
(2? + 3 ) 4 , + (l -/) 4 3 


^ (n) (-2)".1.23...« 123...W f 

3 U) ~ (2t + 3) n+l ' + (1 -t) n+lJ 


(-2)".»! . 

f (0=— „w,+l' + 


«! 


(2/+ 3) 


( 1-0 


«+l 


2.19 Teorema.-] 

Si g: /->7? es una funcion diferenciable en I y /: - >R 3 es una funcion vectorial 

diferenciable sobre un intervalo que contiene a g(/) = {g(/)/f e l}, entonces 
diferenciable sobre I y — (f(g(t))) = f'(g(t)).g'(t), V t e I. 


Demostracion 


Aplicando el teorema 3.15. se tiene: f‘(gO)) = {/ l (g(0)> f 2 (g( 0)> / 3 (g(0)) 

j ( 0'{gu))) =(^r/, (*(')). ^-/ 2 («(0). ^/ 3 (*(0)) 
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= (/,'(£(')). g'(0, / 2 ’(g(0)g'(0, / } '(g(0).g'(o) 

L ♦ 

= (/,'(g(0),/ 2 '(g(/))./ 3 '(g(0))-g'W , por la regia de la cadena. 


= f(g(t)).g'(t), Vtel. 

-* i* d 

Ejemplo.- Si g(r) = e ", t e [0,oo> y /(r) = (f, t , —), t e <0,oo>. Hallar — (/(g(f)))- 

3 dt 

Solucion 


dt 


/(g(0) = /(g(0)g’(0, donde f(0 = (t,t 2 ,-) =>f'(t) = (l,2t,t 2 ) 


7'(g(/)) = (l,2g(0.g 2 (/)) = (l, 2e ", e' 2 ") 


g(l) = e => g’(r) = -ae 


Luego reemplazando se tiene: ~/(g(0)“ /(g(O)-g (0 = (u 2e e 2a/ ).(—cr e **) 

- ai (, ~ - a / - 2 a /\ 

= -ae yl,2e ,e j 


1) 


Calcular si existe //m ( 
/->0 


cost - Vl-f 


-) 


1-cos / 

Solucion 


COS / — — t /' COS/-VT7 / 

lim( -, -) = (lim -, lim 

/-*o / 1-cos / /->o / 


—) 
/-♦0 1-cos / 


(1) 


cos/ - (cos/ - l) (Vi-<-i) 1-cos/ -/ 

lim -= lim{ -)= lim( -:--J 

t-> o t i->o t t ,-*o i /(Vl — r +1) 


= —0+ lim 


>-»o-y/i-r + l 2 


( 2 ) 
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r 2 r 2 

lim -— = lim -— = 1 

/-►ol-cos‘f /^osen‘ r 


( 3 ) 


ahora reemplazamos (2), (3) en (1). 


cosr-vl-r f 1 

lim( -. -—) = (—.1) 

*-►0 t 1-cos t 2 


1 — VI+ 1 i 

2) Calcular si existe lim( -, -, 1) 

'->o 1-r r+1 

Solucjon 


1-VI + / t 1-Vl+f t i-i 0 

lim( -, -, 1 ) = (lim -, lim - , lim 1) = (-, -, 1) = (0,0,1) 

n i-r r + 1 /->o l-r /->or + l r-*o 1-0 0+1 


-> cos r - vr-7 e -e sen3r-senr . -* 

3) Sea /(/) = (-,-, -). Calcular lim f (t) 

t sen It -sent ln(l + f) t-> o 


Solution 


Calculando los limites de las funciones componentes 


cos/-Vl ~ (1-cosr) Vl-r-1 1-cosr 1 1 1 

lim -= lim(- ---)= lim -+ —=— = -0+ — = — 

/-> o r /-* o t t t-> o r Vl-r+ 1 2 2 


2/ / 2/ t i 

e -e 2e -e 2 — 1 

lim -= lim -=-= 1 

r-+o sen 2/ — senr /-+o 2cos2r-cosr 2-1 


sen3r-senr 3cos3r - cosr 

Um —*•-- lim * - ■ 

t-*o ln(l + r) /-*0 1 

Ui 


3-1 

- = 2 

1 - 


por lo tanto al reemplazar en cada funcion compuesta 


-► cosr - Vl 

lim f(t) = (lim -—-, lim 

t —>o t — >o / 


e 1 ' -e 1 


sen3t -sent 1 

. . lim ———-—) = (— ,1,2) 

»-»osen2r-senf r-»o ln(l + f) 2 
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4) 


Calcular lim g(r), cuando la funcion es dada por g(r) 

i-»0 


4' -3 f tghr ln(sen2r) 
^7* -6 f ’ t 9 In(senr) ^ 


Solution 


Calculando log limites de las funciones componentes. 


4' -3' 


4* - 1 3' - 1 


lim 


4' -3' 




hm 
t-> o / 


In 4 - In 3 


/- 07 '- 6 ' 7 1 -6' 


7 '_1 6 '-l In 7 - In 6 


/im ■ 

/ ->o t 



tghr e -e 1 e -1 e -1 1/ _,\ 1 

lim -= /iwi—;-;— = //m—-r(-) = —(Ine-lne I = — (lne + lne) = 1 

/-►o / t-*o(e -he )t /->o e -he t t 2 2 


2cos2r 

ln(sen2r) sen2r senr.cos2r sen/.cos2r cos2r 

lim -= lim -= 2 lim -= lim -- lim -;— = 1 

/-♦o ln(senr) /-*o cos * /->o sen2r.cosr f->o senr.cosr.cosr /->ocos* t 


sen / 


Ahora reemplazamos en cada funcion componente 


5) 


lim g(i)-(lim— 
/ ♦o r->0 7' 



lim 

t-> o 


tgh/ 
t ' 


In(sen2/) , 

hm-— -—)=( 

i-*o ln(senf) 



1 . 1 ) 


Calcular el limite si existe lim /(r) 

/->0 


donde la funcion es dada por 


-J sen(tg2r) e at -e bt b*-a 

— ( -——- - ) 

tg(senr) ’ senar-senor ’ c ' -d 


Soluckm 


Calculando los limites de cada funcion componente 


sen(tg2r) 2sec 2 2r.costg2r 

lim -■ ■ 1 = lim - j - = 2 

t -*o tg(senr) /-►o cos t. sec (sen r) 
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of . 

e -1 


ur bt 

e -e 


lim -= lim - 

/->o sen at - sen hi 


lne“-Ine" alne-blne a-b 


,->o ™ na ‘ 
a. - b 

at 


sen bt 
bt 


a-b 


a-b 


a-b 


= l 


b '-1 a 2 - 1 

b l -a t f \nb-\na 

lim -- r = lim -y - j— =- 

r-of'-rf' ,-nr-l d ‘-1 liu’-lnrf 


c c 



ahora reemplazamos en cada funcion componente. 


sen(tg2r) 


lim fit) = (lim 
r-> o‘ tg(senr) 


ai bt 

e -e 


lim- 

t->o sen at -sen bt 


* / / 
*-►0 c —d 


b 

In— 

r ) = (2, 1, —S-) 

ln- 
d 


6) Calcular si existe lim( -, sen/, >/l + /) 

r ->2 / 


Soluclon 


I 2 para t > 2 
Como //7 h[|/|] =i 

/-»2 11 para t < 2 


e N _ _ 

Luego 3 lim[\t\] , por lo tanto 3 lim( -, sen/, vl + O 

/-♦ 2 2 / 


7) 


Calcular lim f(t) 
/ *0 


si existe, donde la funcion es dada 


• l-cos(senz) cos/ -cos(senz) 1 

/(0 = (—r- 1 —A-r 1 — L > —) 


sen (sen/) 


t + n 


Soluclon 


por 


Calculando los limites de cada funcion componente 
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1 -cosfsen/) l-cos(senz) 1 -cosfsen/) 

lim - j - = - 2 -= - 

/->o sen (sen/) /->ol-cos (sen/) /->o(l-cos(sen/))(l + cos(sen/)) 

1 1 1 

* l + cos(sen/) 1+1 2 


cos / — cos(sen /) ( 1 -cos/) 

lim -T-= Hm(- --- 

/-► o t r-> 0 v 


l-cos(senz) 1 1 

--- )=-—+—= 0 

r 22 


1 1 1 

lim -=-= —, ahora reemplazamos en cada funcion componente. 

/-*o/ + /r 0 +zr n 


-* l-cos(sen/) cos/-cos(senz) 

lim f(t) = (lim - 5 -, lim - 5 - 

/-><r /->o sen (sen/) '->0 / 


1 1 1 

, lim -) = (—, 0 , —) 

r->0/ + /T 2 71 


l \ a a a a 

8 ) Calcular si existe lim\a n> h , donde a n = cos(—).cos(—).cos(—)...cos(—) 

n—>tx> III l 

Solucion 


lim(a n , b n ) = ( lim a n , lim b„) 


n ->or> n ->cr 


a a a a 

lim a„ = lim cos—.cos-rr. cos—r... cos— 

n /■« 2 n ^n 

n—>oo n —> od III l 


-(I) 

.. ( 2 ) 


sen 2 a 

como sen 2a = 2 sen a cos a => cosa =-, por lo tanto 

2 sen a 


sen a 


a a a 

sen— sen— 5 - sen-; 


sen a 


cos—.cos—.cos —t ... cos— = 
2 2 * 2 2 " 


a a a a „ a 

2 sen— 2 sen—r- 2 sen —7 2 sen— 2 .sen — 

2 2 * ^ 2 ^ 2 ^ 


ahora (3) reemplazamos en (2) se tiene: 


sen a 

lim a_ = lim -= sen a. lim 


sen a 


m —#od n -Kt m rt 


2 .sen— 
2 * 


""**2".sen— 
2 


( 3 ) 
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lim b n = lim (1- tg 2 -)(l-tg 2 .(1 - tg 2 

n —>oo n +QD 2 2 2 

2 2 , . 2 
cos x-sen x 1 — tg x 

como cos 2 x =- j - 2 — = - 2 — = U _t g* x ) cos x 

sen x + cos x 1+tg x 


( 4 ) 


cos2x = (l-tg~ x)cos* x => l-tg‘ x = 


cos2x 
eos 2 x 


cos a 


a a a 

COS— COS— COS-: 


lim b = lim -.-.- .-= cos a lim 

n-xx> n-xx> 2 G 2 ^ 2 ^ 2 ^ n—>ao 

cos — cos — cos — cos — 

2 2 ' 2 ’ 2 * 


1 


= cos a lim 


I 


I 


a 

2 2 2 2 * 

a a 


a a a 

COS- COS— .COS —zr ...COS - 

2 " 2 2 ‘ 2 " 


-= COSfl.- 


n->»___ - ___ ~ __ sena tg a 


ahora reemplazando en cada funcion componente en (1). 


sen a a 

lim (a n ,/>„) = (lim a n , lim b n ) = (-, -) 

a tg a 


n —> do n —>oo 


9) Calcular el limite si existe de lim ( a n , b n ) , donde 


= 


(fl 2 - 1)(” 2 ~2)(» 2 -3)...(n 2 -n) 
(n 2 +1)(« 2 +3)(w 2 +5)...(n 2 +2n + l) 


y K = 


an +1 

3 — 2(-) 

na 


k na +1 

tg—(-) 

2 na 


Solution 


lim (fl n ,/)J = ( lim a n , lim b n ) ; donde 


n—>co n—>oo 


lim a„ * lim 


(n 2 -\)(n 2 -2)(n 2 -3)...(« 2 -«) 

2 


n^oo(,T + l)(w +3)(n + 5)...(/i +2/J + 1) 

ta—Vr ! i n2 [o— t) 2 i " ! -[(i- 4 ) "i" 


= lim 

n —>ao 


/I 


2n+l 


3 

[(i+4)” J ]' , 2 [( i+ 4 )3 ]” 2 -[( i+ ^) 2n+i ] n2 


n—>oo 
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10 ) 


i 

-“(l+2+3+...+ n) 


= lim 


■ = lim 


»(n+l) 1 

e 2n ' e 2 


1 n(n+l) 

n-> qo — r (l+3+5+...+ (2n+l) n->oo --— e 

e" c n 


= e 2 



HA + 1 

;r na + 1 

tg“<-) 

2 m 2 

i 

•1* 

_! 

tow 6 n = lim 

3 — 2(-) 

= lim 

(1+—) z 

n ->oo n—>oc 

na +1 . 

n—> a 

na 


2 n na+\ 

) 1 n na+ 1 4 

™ 2 w _ 2 lim —tg—(-) — 

_ ^ n-**>na 2 na _ git 


1 n na +1 n 2 

de donde lim- ¥ tg T (—) = lin^x tg T (l + x) = -- 


por lo tanto lim (a n , />„) = ( lim a n , tow 6 n ) = (e 3/2 , e 4/z ) 


n —>oo n —>oo 


Calcular lim (a n , 6 n ) , donde = 


rfe+xe 2 +...+'ye” 
n 

Soluci6n 


1 1 1 

; b n - + K..+ 

n+1 n + 2 2« 


lim [a n , b n ) = (lim a n , lim b n ) ; donde 

«—♦« n -->oo ti —>co 


nl nl 2 nl T nl n 1 In 2In 3 In n/n 

%}e+\e +ye -K..+\e e +e +e +...+e 

lim a„ = lim -= lim - 


n—>oo n—>oo 


/ V ^ 1 f i 

= lim / j e .— = J e dx = e-\ 


/=i 


11 1 11 11 
lim b n = lim (-+-+...+ —)= lim (-r +-— +...+-)•“ 

n ~>00 n->oo n + 1 n + 2 2n »-»» j + _ l*f— w 


n n 


1 1 fi d!r 

= fo" L—r _= J 0 t—= ln2 

n->® . . i . 1 n 0 1 + ;: 


« 1 + - 
n 


lim (a n , b„ ) = (lim a n , lim b n ) = (e- 1, ln2) 

n—>ao n—>oo n—>oo 
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11) Analizar la continuidad de la siguiente funcion: 


/(0 = 


/ - arctg/ e* ^ 

(- r -. " i *- 1 **0 


/* * sen af- sen fit 


1 P +a 
(-, ———). 
3 a - p 


t= 0 

Soluci6n 


La funcion /(/) es continua en t = 0 si 3 lim /(f) = f( 0) 

t-> o 


t - arctg t 

Luego lim /(f) = (//m-^-, lim * 




f-*<r »-#o / 3 ’ <-*o senai-sen fit 


= (lim -—, lim 


CU n - ft 

ae -pe 




r-*o3(l + r) /->oa cosa/- p cos/fr 3 a-/J 


por lo tanto 3 //in /(f) = /(0); luego la funcion /(/) es continua en t = 0. 
/->0 


“» 3 

12) Determinar si la funcion /: R -> R , dada por 


7 sen t 

-* | (f, t ,-X si t* 0 

/(/) = *i t es discontinua en t = 0. 

| (0,0,o), si 1 = 0 


Soluc|6n 


La funcion f(l) es discontinua si lim f(t) * /(0) 

r-+o‘ 


-> 2 sen t -> 

/;m /(/) = fim(f, r ,-) = (0,0,1) * /(0) = (0,0,0) 

f —> 0 / —>0 ( 


por lo tanto /(/) es discontinua en t = 0. 


= /( 0 ) 
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13) Dada la funcion /(r) = 


discontinuidad. 


ri n cos r-1 _,- 2 

([/],- j - > e )• *e<0,l> __ , 

l J t 2 . Hallar los punto de 


(1AD 


/ = 0 


SoIuci6n 

Los puntos criticos son 0 y 1. Analizando en el punto t = 0: 

i) /(0) = (1,0J) 

—> cos^ t 1 

ii) lim /(*) = ( //m [|/|], //m- 5 -. tow e% ) = CO,—1,0) 

/->o + /->0 + /->o* t /-> o + 


lim [|f|] = 0, porque 0 £ t £ 1 => [|/|] = 0 


cos 2 (-1 sen l 

lim -:-= lim --;— = -1 

t L /-> o* t 


lime =0 y como lim f(t) * (1,0,1) 

f-»0 4 /~*0 + 


por lo tanto /(/) es discontinua en t = 0. Ahora analizando en t = 1: 

—* —> 

/(1) 3, pues la funcion no esta definida, se concluye que /(/) no es continua en t = 1. 

vr 


14) Dada la funcion vectorial /(/) definida por /(f) 


a) Deterrainar el dominio de /(/). 


-(VTv, 


2 1 

1-COS (/-) 

4 


1 2 ’ , 2V7 

(*--) l ~ e 
4 


) 


b) Hallar lim /(/), si existe. 

r->0 


c) Determinar los puntos de discontinuidad. 

d) Es posible redefinir /(/) de modo que sea continua sobre el intervalo <0,1> 
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Solucion 


a a a 

cos— cos— cos- 
cos a 2 


lim b„ = lim * 

a) Como el dominio de f es: n_>0 ° ' ,_w cos 2 — cos 2 — qqs 2 — cos 2 — , donde 


2 1 
2 2 2 


2 n 


/ l( o=X7, f 2 u)= 


2 1 

1 -cos (t —) r 


4 


' /5 "l-e 2V7 


luego /D, =|l e R/l-l 2 £0} = [-l,l] 

D A ={/ e R /1 -f 2 ^ oj = [—l,l] 

D fj = {f efl/l-e 2 Xo a r i> o) = - { 0 } 

••• vHMi- 1 ) 


b) 


Vr 2^7 11 V7 

Se observa que: /im- f- = lim -p-= /im-p- --pero /z'm--7=-, 3 

'->o + i-g 2 *' ,->o* ,^o + 2e* vf 2 ,^o- i_ e 2 V7 

~7T 

—♦ 

por lo tanto para que 3 lim s necesario que en cada una de las funciones componentes 

f ->0 

exista el limite, por io tanto, 3 lim /(f) 

/—>o 


De la parte (a) se tiene que f (f) es discontinua en t = —. 

4 


d) 


1 - 

Para que sea continua en t = — , se tiene que redefinir la funcion f{t) si es posible; para 

4 


-* 1 

esto observamos que: /(—)= lim f(t). 

4 t 

4 
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/(-) = lim f{t) = (lim 
4 


VTv, 


4 


l »- 
4 


//m 

l 


2 1 

1-COS (t- — ) 
_4_ 

<4> ! ' 


lim ■ 

1-e 

4 


V7 Vl5 1 

^ ( 4 ’ ’ 2(l-e) ) 



15) Una particula se mueve a lo largo de la curva /(r) = (f 3 -4/j i + (* 2 + 4/) y-f-(8/" -3/ 3 ) 
para t = 2. Hallar la velocidad y la aceleracion de la particula. 

Solucion 

—> —> 

V(t) = /'(/) = velocidad de una particula 
F(r) = ^3/ 2 - 4 ) / + (2r + 4) j+[\6t -9/ 2 ) £, para t = 2 se tiene: 

F (2) = 8 7+8 7 _ 4/: 

fl(/) = K*(/) = /"’(/) = aceleracion de una particula 

-♦ -• 

a (/) = 6/ i +2 j + (l6-18f) £, de donde a(2) = 12 i +2 y-20 k 

* 1 22(f i)' 

16) Sea C una curva de ecuacion vectorial /(/) = (l-2/, t , 2e I. Hallar la ecuacion de la 

—» -> 

recta tangente a C en el punto donde el vector/’(0 es paralelo a /(/) 


§9>yti9a 


r-4! 
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17) 


Sea C: f(t)=[\-2t, 2 , 2e 1(t l) j, derivando se tiene f'{t) = (-2, 2/, 4e 2i ‘ 1) ), debemos 

f • - I 

de encontrar. L =\f(t^) + tf\tJltzR) 


donde el punto /(/ 0 ) debe cumplir que /'(f () )// 

Si ~f'(t )///(/)=> 3 Ag R/ f(t ) = A f'(t ) esdecir: 
o 'o' J V 0 0 

(i- 2/ 0 , / 0 2 .2e 2( ' ,H) ) = a(- 2, 2r 0 , 4e 2( ' , '' 1) ) 

l-2 io = -2A A = i 

, 2 
• f ‘ = 2/ 0 A => 

2e 2 "” l> =4Ae 2( ‘° *> 'o = l 


Luego: /( 1) = (-1,1,2); 7*(1)= (-2,2,4) = 2(-l,U) 

porlotanto: = {(-1,1,2)+ 1(-1 ,1,2) it e /?} 


Dados los vectores /(/) = 
formado por los vectores 


2 3 \ 

) y g(0 = (l. M-0 calcular el coseno del 


a.A 


/(0-*(0 


y A 


/( 0**(0 


cuando t = 1, 


anguio 

donde 


fl = (UD 


Solucion 


7 (*)■(*. * 2 , r 3 ) 

7’(0-(l, 2r, 3/ 2 ) 

=> 

=> 

g(0 = d, t, l-/) 

J'(/) = (0,1-1) 


7 ’( 1 ) = (1,2,3) 


g'(l) = (0,l,-l) 


ademas /(1) = (l.l.l) . g(l) = (1,1,0) 
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D, 




= /(l).g'(l) + /’(l).g(l) = 0+l + 2 = 3 


D, /(1) -rg(l) 


a.D, 


/(l)g(D 


= /’(l)^(l) + /(l)-g'(l) = (-5,4,0) 

= (1,1,1)3 = (3,3,3) 


a .D,Cf(\).g(\j\.D,U{{)xg(\)} (3,3,3).(-5,4,0) 

COS U =-=- 

II a .D, 7(l).gd) llll D, J(\)x g( 1) II 11 (3>3 ’ 3) 1111 ( " 5 ’ 4 ’ 0) 11 

-15+12 1 1 

= —=-— = —= => 9 = arccos(—-) 

3V3 + V41 Vl23 VI23 

—> ( t 2t l\ ~* 

18) Sean las curvas f(t) = \e , e , l-e f, g(t) = (l-t, cost, sen/). Hallar en el punto de 
interseccion el angulo de interseccion correspondiente. 

Solution 

El angulo de interseccion es el angulo formado por los vectores tangentes a cada curva en el 
punto de interseccion de ambos. 


Sea P g C x : f{t) n C 2 : g(f), entonces 


Si 


Pg 


c v f(0 | P(e , e 2t , l-e ') 


PeC 2 :g(t) 


P(l- r, cosf, senr) 


, para algun t e R. 


Luego ( e t i e 2 \l-e 1 ) = (1 -cosr, senr), de donde 


e =1 

e 2 ‘ = cost => r - 0 ; P( 1 , 1 , 0 ) 

1 - e = sen t 

ahora calculamos los vectores tangentes a las curvas en el punto t = 0 . 
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—♦ 

g(t) = (1-/, cos t, sen t) 
para t = 0, /’ (0) = (1,2,1), 


f(t)=(e',2e~',e ') 

=> • 

—» 

g'(t) = (-1, — sen/, cost) 

g’(0 = (-1,0,1), ||/(0)|| = V6, IIJ(0)11 = 72 


cos 0 = 


/'(O). g'(O) 

ii 7(0) mu ( 0 )i 


( 1 , 2 , 1 )/- 1 , 0 , 1 ) _ -1 + 0 + 1 

6 ;2 712 


n 

cos 0 = 0 de donde 6 = — 

2 

—* —> 

19) Si f{t) es una funcion vectorial tal que ||/(/)||=/c donde k es constante. Hallar 

7(0.0,7(0 

Solution 

Como || fit) || = k entonces f(t).f(t)~k , derivando se tiene 

7(0-0, ~f(t) + D, 7(0/(0 = 0 => 2/(0 D, 7(0 = 0 
7(o.0,7(o=o 

20 ) Hallar la ecuacion de la recta tangente de la curva fit) = (sen /, cos/, 2 sen / - l) en el punto 
de intersection con la curva g(/) = (cos/, 2sen/, cos"/), te[0,2n]. 

Solution 

Calculando el punto de intersection de las curvas. 

Pe C r fit)nC 2 : g(t) =* Pe C,: f(t) a PeC 2 :g(t) 

Luego se tiene: /(/])= g(t 2 ), de donde 
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(sen^, cosfj, 2senrj - l) = (cos/ 2 , 2sen/ 2 , cos 2 r 2 ) 

sen/j = cos/ 2 2sen/j - 1 = sen t { 

cosr 1 =2sen/ 2 => (sen/j-l) =0 => senrj=l 

2 sen t x -1 = cos* t 2 t\ = ~ 

como cos/ 2 = sen/j => cos/ 2 = 1 => / 2 =0 


71 ^ K -» , v -» 71 

para /, =—, f( —) = (1,0,1), ademas /*'(/) = (cos/, -sen/, 2cos/J => f'{ —) = (0,—1,0) 

2 2 2 


j n -> n t 

La ecuacion de la recta tangente, esta dado por: L. = \ /(—) +1 /(—) / t e R 


: f 


L, = {(1,0,D+ KO -1,0)//efl} 


21) Un proyectil se dispara con una velocidad inicial de Vo - 10(1,2,3) bajo la accion de un 
campo gravitatorio g = \0mts / seg 2 , si el disparo es hecho desde el punto (0,0,0) y no se 
tomo en cuenta la resistencia del aire. Determinar la velocidad del proyectil y su posicion 
cuando se encuentra en el piano P: x + y + z + 800 = 0 



Solucion 

Las ecuaciones son: 


-♦ -» —♦ 1 “• 2 

/( 0 = + v * t+zs 1 * 


v(/)= V 0 +gt 
donde X 0 =(0,0,0) 

V* = 10(1,2,3) , g = (0,0-10) 


( 1 ) 

( 2 ) 


X 
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reemplazando en (1) y en (2) se tiene: 

7(0 = (0,0,0) +10(1,2,3)/ + -(0,0 -10)/ 2 tenemos 7(0 = (IV, 20 /, 30/-5/ 2 )... (3) 

2 

• 

v = 10(l,2,3) + (0,0-10)/ entonces v = (10, 20, 30- 10/) —(4) 

Sea p g C: /(/)nP => p e C: /(/) a /?gP 


22 ) 


Si peC: J'(l) => />(10/, 20/, 30/-5/~) 
como p e P 10/ + 20/ + 30/ — 5/ 4- 800 - 0 

r 2 -12/ -160 = 0 => (/ -20)(/ + 8) 0 => / = 20 

Luego el punto es P(200, 400, -1400) 

v (20) = (10, 20, -170) y la rapidez es: || v(20) ||= 171.76m / seg. 

Sean C,: /(/) = (l + / t e + \ / 2 + /); />0 ; C,: g(/) = (-, e 4 ', 1 + 2/); /£0. 

1 + / 

Caleular la ecuacion de la recta tangente a la curvaCj en un punto de interseccion deCj y C 2 . 

Solucion 

Calculando el punto de interseccion de y C 2 . 

p a C,: /(O n C 2 : g(l) => peC x :f{t) a peC 2 :g(/) 

SipeC,:/(0 => />(l + f,, e' l+ \ if +/,) 

3 4 , 

peC 2 : g(t) => p( -, e *,l + 2/ 2 ) 

1 + /-) 


(l + /,, /? I+I , /, 2 +/,) = (-, e ' 1 , l + 2/ 2 ) 

' l + / 2 
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23) 


3 

1 + / = .(l) 

l + f, 

e' +[ =e Af2 .(2) de la ecuacion (2) se tiene: t l + l = 4t 2 

t] +/j = l + 2f 2 .(3) 

reemplazando en la ecuacion (1) se tiene: 

3 2 13 

4r, =- => 4/, +4/, -3 = 0 => 

‘ l + / 2 “ 2 2 2 

1 

como t 2 £ 0, entonces t 2 = “ , reemplazando en (3) 

/j*+/j= 2 => (/, +2)(/j -l) = 0 => ^ - 1 

Luego /(1) = (2,<?“,2) ademas /'(l) = (l,e 2 ,3) 

La ecuacion de la recta tangente L t a la curva C x es: L { = {/(l) + //'(l)// e 
L f = {(2,e 2 ,2) + / (l,e 2 ,3)// g 


Considere el arco C de la helice cilindrica descnta por C: /(f) = (cos/, sen/, /); f g 


/r 

0 - 
2 . 


Demuestre que en ningun punto de C: f'(t) es paralelo al vector cuyos extremos son /(0) 
-> K 

a /(—) 

2 


Solution 


Sea V(t) = /'(/) = (-senf, cosf, 1) 


para t = 0 , P ( 1 , 0 , 0 ); f=—, P 2 ( 0 , 1 ,—) 
2 2 


un vector en la direction de la cuerda es P { P 2 = (- 1 , 1 ,—) 
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Si vf! P X P 2 => 3 Ae R tal que v(t)-XP l P 29 dc donde 


(-sent, cos/, l) = (-A,A,—A) de donde 
2 


- sen t = A 
cos* = A 
^ Arc 


A = — 
n 

2 2 2 
sen f + cos r = 2A =1 


—Y =1 => 71 =8 falso 

n 


Luego 3 A G / v = A P, P 2 es decir: 


v(f)XP,/> 2 , V /e [0,—] 


Considerese la helice descrita por la funcion vectorial 

f(t) = (acosOit,ascn(Ot,b(Ot), co> 0. Demuestre que la recta tangente, forma un angulo 

, b 

constante con el eje Z y que el coseno de este angulo es 

\ 

Solution 


\ 


Sea 6 = Z(V(t) t k), donde V(t) es la direccion de la recta tangente y k es el vector 
direccion del eje Z. 


* / X 

f'(t) = [~aajsertfxx, ao)coscot , bco) 


|| v(r) || = aW a 2 +b 2 , como cos0 = ^ ^ ^ 

IKollll* 


(-acos&ucot, a (0 cos cot, bo). (0,0,1) b(t) b 

cos 6 = - 1 —- ---■ -= — 7 por lo tanto: cos0 = 

(oya~ +b ooya" +b“ ya +b 


Ja 2 
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25) Sean C x y C 2 las curvas descritas por las ecuaciones 

Cj: f(t) = {e y 2sen(/+—), t 2 - 2) y C 2 : g(t) = [t y 2, i 2 - 3 ). Hallar el punto y el 
angulo de interseccion correspondiente. 

Solution 

Si p es el punto de interseccion de C { y C 2 , entonces 

-• -f -* -• 

p e C,: /(/) n C 2 : g(/) => /(/,) = g(/ 2 ), es decir 

( e \ 2sen(<,+—), r, 2 -2) = (/ 2 , 2, t 2 -3), de donde 

e' = / 2 ( 1 ) 

• 2sen(/,+—) = 2 (2) 

2 

', 2 -2 = r 2 2 -3 (3) 

7T 

de la ecuacion (2) se tiene: 2 sen(/ t + —) = 2 entonces 

costj = 0 de donde t x =0 al reemplazando en (1) 6 (3) se tiene r 2 = 1, por lo tanto el punto 
—* —¥ 

de interseccion es : f(0) = g(\) de donde P(l,2,-2). 

El angulo de interseccion, es el angulo formado por los vectores tangente a cada curva en el 
punto de interseccion. 


Luego calculando los vectores tangentes. 


/(0 = (e\2scn(/ + y)./ 2 -2) 
g(0 = (i,2,r-3) 


7 , (0 = (^'.-2sent,2/) 
g ’<0 = ( 1 . 0 . 2 /) 
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Luego /'(0)=(l.0,0) ; g'(l) = (1,0,2) 


Sea cos a = — f ^ ^ — = —1= => a = arccos(—p) 

ii7 , (0)inij , (i)ii V5 ^ 


26) 


Demostrar que la pendiente de la recta tangente en t = t x a la cicloide x = a(t - sent); 

1 1 

y = a(l -cost) es ctg(—) 

2 

Solucion 


dv 

Por demostrar que m T = — 
' dx 


= ctg(*“) 
2 


como: 


I x = a(t -sen/) 
1 y = a(\-cost ) 


dx 

— =■ a{\- cost) 
dt 

dv 

— = a sen / 
dt 


m h = 


dy 

dx 


dy 



. l \ U 


dt 


a senr t 

2 sen — .cos — 
sen t x 2 2 

cos — 
2 

dx 

dt 

t-h 

a(l-cosfj) 

1 -cosr, - 2 

1 2 sen — 

2 

l \ 

sen — 
2 


= c tg(—) 
2 


m L( =c tg(—) 


27) Bajo que angulo corta la curva x = a(l - cos t), y = a sen t, z = a t, a la recta que pasa por el 
origen y forman angulos iguales con los tres ejes coordenados. 

Solucion 

El angulo buscado es el que esta formado por el vector direction de la recta L con el vector 
tangente a la curva en el punto de intersection, es decir: 
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L~\ Po+r a / r g R\ y donde p 0 ( 0 , 0 , 0 ) y el vector 
direction es a = (cos 0 ,cos 0 , cos 0 ) 

Sea b/U => A = (1,1,1) => \\b\\=^3 
. . L = {(0,0,0) + r( 1,1 ,\)/i € 

-t -♦ 

Sea p g L n C: f(t)=>p g L a p g C: /(/) 


Si pgL =>/?(/,/,/) para algun t e R. 


jr = a (1 - cos/ 0 ) = 


p g C: /(/)=> ^ v = a sen / 0 = ( 


=> /« =0 


Luego para r 0 = 0 se tiene P(0,0,0), y /'(/) = (a sen /, a cos/, a) => /'(0) = (0,a,a) 
Si c =fX0) = (0,a,a) => ||cH = V2a 


como 


cos a = 



II Hllc|| 


V3V2a 


2 V6 t 

—==■ =- entonces 

^6 3 


,V« 

a — arccos(-) 

3 


28) Un muchacho lanza una pelota con una velocidad inicial de 60 p/seg. y un angulo de 
elevation de 60 9 hacia un muro de 50 pies de alto, que se encuentra a 30<)J3 pies de distancia. 
Si la mano del muchacho se halla a 5 pies del suelo: 

a) Hallar la funcion vectonal que describe la trayectoria de la pelota. 

b) ^Cae la pelota detras del muro 6 choca con el?. Si choca, determinar el angulo con que choca. 


Solution 
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29) 


Datos del problema: 


V () = 60 pies l seg M a = 60 fi , H = 50 pies 



x = (v 0 cos60 fl )r => x = 30r 
at 2 

y m v 0 + y 0 v, + — de donde 

gt 2 

v = h + v n sen60 2 --= 5+30 

2 


a) Por lo tanto la funcion vectorial es: f (l) = (30/, 5 + 30V3/ -16/ 2 ) 

b) Tenemos que: 30t = x pero para x Q = d = 30^3 . Entonces 30/ = 30^3 => / = V3 
ahoracomo y = 5+30^3/ -16/ 2 para / = V3, y = 5 + 90 - 48 = 47 pies. 

Por lo tanto la pelota choca en el muro a 47 pies de altura, ahora para determinar el 
angulo de impacto, calculamos /(/ 0 ) con f 0 = ^3 es decir:/'(/) = (30, 30V3 - 32/) y, 

* / j—\ / i—\ y 2V^ V 5 

/\V3) =130,-2v3j y comoa =arctg— => a = arctg(-)= arctg(-) 

v ' v ' x 30 15 


Un proyectil es disparado^on rapidez inicial de 1,500 pies/seg. y un angulo de elevacion de 
30 2 encuentre: • 


a) La velocidad en el tiempo t, b) Su altura maxima, 

c) Su alcance, d) La rapidez con que choca el proyectil con el suelo. 


Solucidn 
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1 2 

y = v 0 sen30 a .r- — gt => y = 150t - 16r 


x = v 0 cos30 fi t = 75oV3f , por lo tanto: /(f) = (750^3/, 750* -1 6t 2 ) 
a) v (/) = /'(/) = (750^3,750-32/) 


750 

b) Altura maxima = v'= 750-32/ = 0 de doode / =-= 23.4375 

32 


, 750 750 , 375 

V = 750/ -16/ => v = 750(-)-16(-) =- pies de altura maxima 

32 32 32 


750 

c) Su alcance es para reemplazando 

x = 750>/3/ => x = 750^3 (—) = 30,446.25 pies 

32 

d) La rapidez con que choca con el suelo. 


11 V (/) II = II (/) 11= V (75CK/3y +(750/-16/ 2 ) 2 =* II V® ||= 756.897 pies/seg. 
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30) Consideremos las curvas descritas por las ecuaciones 

* ,s 5 • ,5+5/ 

C,: /(/) = (ln(/ + 2), e +1, -) y C 2 : g(/) = (ln2/, 3z 2 - 1, ——). Hallar la 

1 + f 2 

ecuaciones de las rectas tangentes en cada punto de interseccion de las curvas. 

Solucion 

Calculando los puntos de interseccion de las curvas. 

Sea peQ: f(t) n C 2 : g(l) => f(t\)=g(h)’ esdeeir: 

/ . 5 ,5+5/, 

(ln(z, + 2 ), e ' + 1 , -) = (ln 2 / 2 , 3 1 2 - 1 , --), de donde 

1 + /, 2 


ln(/. + 2) = ln2/ 2 

e' +1 = 3 / 2 -1 
5 5 + 5/ 2 

1 + /1 2 


/] + 2 = 2/ 2 

e ' = 3/ 2 -2 

2 


• 0) 

...(2) de (1) se tiene/ 2 

-(3) 


f i + 2 

2 


reemplazando en (3) 


.2 /. + 2 2 

-- —-+1 => /j +5/, =0 => /, =0, /, =-5 

1 + /, 2 

para / ( = 0, se tiene / 2 = 1 que satisface a la ecuacion (2) 

en cambio, l x = -5, t 2 = 2 no satisface a la ecuacion (2), por lo tanto se considera /, = 0, 

—» —> 

t 2 = 1 obteniendo el punto P(ln 2, 2, 5) es decir que se tiene f (0) = g(l), 


ahora calcularemos la ecuacion de la recta tangente a la curva Q: f(t) en p(ln 2, 2, 5 

-* 1 2 5 

Luego: L r ={ (In2,2,5 )h-/ /'’(O )It e /?}. de donde = ( -, 2/e ,--) com 

r + 2 (1 + 0 

-> 1 1 

/"'(O) = (—,0,-5) entonces: L = | (In2,2,5)+ /(— ,0,-5) / / e /? } 

2 2 
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Calculando la recta tangente a la curva C 2 : g(t). 


L, ={(ln2,2,5) + tg , (l)/re J?},dedonde «'(0 = (-. 6f,-) => ^’(1) = (1,6,—) 


L, = { (In 2,2,5)+/(1,6,-)/f€ /?} 


2.21 Ejercicios Propuestos.-] 


I.- Calcular los siguientes ifmites si existen 


5' -3' tghr 
i) r. —) 

(-♦o 7 -8 / 


Vt + 1-1 Vt + 27-3 

2) lim( — - —, -- -) 

<->o yV+l-l i[t + 16-2 

cos/ 


3) lim ( i --, v 

r-f* y(l-senr) 2 2 


n 1 - sen / 

• ( “-' )tg '’ —: 

(—o* 
2 


5 

In — 

Rpta. (-|- t 1) 

in— 

8 


3 32 

Rpta. ) 


2 27 


3 1 

Rpta. (—1, -) 
2V2 2 


1-sen/ l + cos2/ 
4) lim( --) 


* COSf 


n 

— -t 
2 


Rpta. (0,0) 


e -e In/ 

5) lim( -, -, 2/) 


/->! /-I 

sen 7/ 

1-/ 

sen 5/ 

tg3r 

limy , 

/-»0 / 

* 

sen 3/ 

sen 2/ 

sen/ 

1 + cos/ 

/ 

lim ( , 


, -) 


t->n t — 71 t 71 

I - 2 3t 

limQnt , \1 + / , -—) 

/ —>2 4-/' 


Rpta. (l, —1, 2) 


5 3 

Rpta. (7, —) 

3 2 


Rpta. (-1, 0, l) 
Rpta. No existe 


8 ) 
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9) 

I-cos5/ Vl + 'sen/ -1 
hm( , , ) 

/-►o r* / 

Rpta. 

25 1 

(—. -) 
2 2 

10) 

, t 2 ~ 1 2 

lim(e , -, r + 1) 

/->i i-l 

Rpta. 

(e,2,2) 

ID 

/ + sen/ sen 3/-sen/ 

/M , ) 

/->/-sen/ ln(f-t-1) 

Rpta. 

(0.2) 

12) 

1 + 5' sen 2/ 

//w( , ) 

/-►o 1-e ln(l + /) 

Rpta. 

(ln5, 2) 

13) 

e -1 sen 3/ 

//m( . , ) 

/->o LnCl — 4/) in' (l + 2i) 

Rpta. 

1 9 

(—.“) 

2 4 

14) 

VO + O’-I 3/8+31-2 

//m( ,-- . .- ) 

' ,fl (1+oVl + i -1 Vl6 + 5i-2 

Rpta. 

A u, 


15) 


i - I senI 1-r 

/,m <-« - Tn -• -) 

r-*\ /In/ t -1 sen nt 


2sen 2 / + 9sen 3 1 e at -e ht l-5 / 

16) lim( - $ - 5 -• -• - 7) 

o / -3/ senaz-sen/?/ \-e 


VTT7-I e + sen t— 1 - 1* 

17) liw( -, -, —--) 

/-*o / ln(l + i) 6 -5 


1-cos/ 2arcsen2/ 


7r / 

1 - sen(—-—) 


OO 


, , : 

#-+0 

3/* 

3/ l 


1 

1-3 

19) Iim( 

5/ H- 

-r, (l — 3 )ln(i — 3 ), - -) 

3 . 

2 

1-9 


lim (- 
(-►0 


r. 2 / / 

COM - v 1 - / e -<? 


sen 3 1 - sen / 


-) 


20) 


sen2/-senz ln(l + /) 
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II.- 


1) 

2 ) 

3) 


1 


Calcular si existe lim(\t\, /[|f|], —==) 
/-> 3 V/ + 3 


Si /(/) = (/ + 

Calcular si existe /i/w([|/|], y/t+ 1,4/j 


/ + 4, 7) determinar lim f(t) y lim f(t) 

r—*6 f —> 6 + 


r -->2 


1 + 20n 2 + 20 w 

Inf-) ln(-) 


4) Calcular /i7w(a . 6 ),donde a u = ---+--— 

«->« y 1 + 20 n 2 + 20w 

6 ff = (V2« + 1 - V/? + 1 )(V 2 n~ + 1 - V« : + 1 Jsen 1 “(—) 


-+...+ - 


ln(2l) 
n + 20w 


Rpta. 

1 21 2V2 

( T ln(—)l n4 2°, — — ) 


2 20 


(v2+i r 


1234 w + 1 

5) Calcular lim (a n , b n ), donde a n = —(—+—+—+.+-), 


n 3 4 5 

1 


n + 2 


2*-l 


b n = — (2 1/2 +2 3/4 +2 7/!, +...+2 2 * ) 
5n 


6) Calcular lim (a n , b n ), donde a n = 


Rpta. (1, -) 


1 5 n 2 4 In 

j (-- ) 

y\ + 9n' 4 + n 4 7 3«+l 


n 1 3 2w-1 

K = l— -(-)(—)...(-) 

V 3n' + 2n + 1 6 12 6« 

17 1 

Rpta. (—. -) 

9 3 
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7) Calcular lim (a n , b n ), donde a n = -- 


i 3 3 3 

1 +2 +....+« 


In' +n -1 


A = 


(«+l) 2 (n + 2) 2 




(« + «) 


1 1 

Rpta. (~, -) 

8 2 


8) Calcular lim ( a n , b n ), donde 


«„ = Z^(» 2 +k 2 ) ' 2 , b n - con /i /( = 1 + - 

* 1 

Rpta. (ln(l +V2), 4e 3/4 ) 


n 


^ n 

9) Calcular Iim(a n ,b n ) J donde a„ = / t —-j", 

«->» it=l ^ 


1 


b n = —J(/(art + 6)(art + 26)...(aw + nb) 
n 


i+- 

b 


n (a + b) 

R P‘ a - (—. -77—) 

4 e.a 


10) Calcular //m (a n , 6 n ), donde 


ci- = 


.+ * 


l + 2« + 2n 2 4 + 4 h + 2h 2 9 + 6/* + 2« 2 « 2 +2h(«) + 2h 2 


2 In 2 In 3 ln(n) 

6 fl = sen(2/r cos—)(-+-+...+-) 

n ln3 ln4 ln(w + l) 


Rpta. (—-arctg2, 1) 

4 
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11) Usando la definicion de limite demostrar que: 

a) lim (f 2 -5, / 4 , 1-2/) = (-4,1,3) 

/-►-1 

b) lim(3t 2 -t\ It 2 , 3r + /’) = (2,3,4) 

1 

c) lim (t, y/t(2-t), V2(2 -r)) = (1,1,V2) 


1 , - t 1 2 

d) /im(-r» V57-1, ) = (- — ,3,-pr) 

/-»2 1-r V2 7 V2 


2 1 3 1 5 

e) sen-, r eos-, V ) = (0,0,0) 

/-> o t t 


f) //m (sen 4 a/, e , cos 4 fcr) = (sen 4 a/ 0 , , cos 4 6r a ) 

/-»r* 


12) Analizar si los siguientes Hmites existen: 


a) lim( -,L 2 -[|r + l|]|,r 3 ) 

/-* i 2-r 1 


4 ijj- t sen' (ir [|r|]) 

b) lim (t ,v5f‘+ 1,- 7 - 


r-+l/2 


6 i 

t + 1 


c) lim(^t 2 - 1, 




5f + - 
2 


-i, i-Vf) 


d) /«m(|2? + #-3|],V7,-=L=r) 

V5-/ 


/—>4 


e) »• (4W. | t _^(j . Ik 4 
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III.- 


Analizar la continuidad de las siguientes funciones vectoriales: 


► I sen / 

i) /(o= s,t *° 

[(0, 1) si / = 0 


_ \l 2 ~ 1 3 

2) m=\ { —’ t)sit * ] 

1 ( 2 , • 


3) /(f) = 


1) si t - 1 

1-cos/ 


(r-e.‘ 


/ 


(-(l + f) 1 ", 

(2.-V2), 


/i^7-Vi + / 


si t < 0 

-), si 0 < / < 1 
si t > 1 


4) /(/) = 


2^3 sen 4 -/?/ 

‘“T*- - 175T’ 

(0, 1) si t = 0 


5) /(/) = ' 


([I'll- 7y , 0 « [M] e.v par 


Ut¬ 


il + i|, /. ) si [|r|] cs impar 


6) /(f) = 


(sent, --, 2/) j/ t e [0,1> 

(-1,0,3) rife [l,2] 


7) /(/) = ( 2 


2 arcsen / /r sen 2/ 

(---, /sen — ,-) 5 / l €<0,1 > 


(y, 0, 2), 


SI ( € 


[ 1 . 2 ] 


4 arcsen/ 1 

8) /■(/)= (4* + 5, - j -• se n^.seny) si (*0 


1(5, 0,0), si t = 0 


<» /(f) = ( 


i-2 


|f - 2|(f-l) ’ ln(/ : -[|/l 


) en t 0 =2 
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IV.- 


t 2 -3 


10) /(0 = ([M] + [l 4 -4 “i-j—'), fe<2,4> 

t + / + 1 


11) ./(/) = ([k-3|], 5', e 5 '), tzR 


_ sen"/-cos/(l-cos/) 

12 ) /(o= , ! (3 '’- p - } si0<t<n 

[(0,0,5) si t = 0 


;r 2arcsen/ sen 3/ 

(/sen—,-r-, -), 0 < / < 1 

13) 2 ‘ 31 1 

[(0,3) 1 ^ r ^ 2 


14) /(/) = ( 


\j\ +1 -1 e' + sen t -1 arcsen 2 1 
(-.— 7 — 1 ——.-) 0 < / < 1 


1 ’ ln(l + /) ’ 1 


4, 2, 1) , 


/ = 0 


15) /(/) = 


, i 2 -1 VT-i VT-VT. 

<- - -) /*1 

sen(r-l) sen(r-l) I-/ 

(1, “,-D , / = ! 


Hallar los puntos, si es que existen, donde las siguientes funciones vectoriales no son 
conti nuas. 


1) = t, [|2f|]); re [0,8] 

. f sen t 

2) f(t)= ,6<0 -*l 

1 (0,1) , t = 0 

f(-/,-2 1 , t) si t e [-2,0] 

3) /(,)= (/ 1/3 (i- 2f\ f J ), / e < 0,2] 

l + r 
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4) 


/«) = 


((/+3) 1/3 (/-2) 2/3 , j^,2t + 6) , t£-3 
3 , (/-l)ln(/+4), ^/(/-l)(/+4) 4 ), 

r +1 

(3/-3, e' -e, sznn t) , t > 1 


-3 < f £ 1 


V.- 

1) Hallar el punto de intersection de las curvas dadas por: 

a) /(/) = (f\ In/), g(t) = (e r 2 , ln(/ + l)) 

b) f(t) = (t+l,e' +t , t 2 + l), g(t) = (j^j, e 4r , 2/ + 1), t 20 

c) f(0 = (e 2 ',2sen(t + j),t 2 -2), g(t) = (/,2,/ 2 -3) 

d) /(/) = (cos/r t, ( 2 -2/+5, 5e'), 0£/£l 

—> 

g{t) = (cos nt, / + 5, 4 +cos/), 0£/£l 


2 ) 


Determinar el punto de interseccion de la recta /(() = (9 + 31, -10-4/, 7 + 2/) con el 
piano YZ. 

Rpta. (0,2,1) 


^ 2 2 

3) Determinar los puntos en que la curva /(/) = (/-1, /+1, 3/) corta al piano 


3x - 2y — z +7 = 0. 


Rpta. A(3,5,6), B(0,2,3) 


Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva /(f) = (sen f,2cosf,2sen f -1) en el 

* 2 

punto de interseccion de la curva g(f) = (cos/, 2senf, cos f). 


4 ) 
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• C * 

5) Formas las ecuaciones de la tangente a la curva x = e (cost + sen/), 
y = e '(sen/-cos/), z = e enelpunto t = 0. 


x-\ z —l 

Rpta. L: -=- 

2 1 


a y = -1 


6) En la linea f(t) = (cos/, sen/, e r ). Hallar el punto en el cual la tangente es paralela al 
piano V3x + v - 4 = 0. 

Rpta. j, e*' 6 ) 

7) Hallar en la curva C: x = / + 1, y = / 2 + 1, z = / 3 el punto cuya tangente es paralela al 
piano x + 2y + z - 1 = 0. 

Rpta. 

• -» “♦ fl . 

8) Calcular a.b, donde a=(2,-4,l)y b= J (te\ /senh2/, he ! )dt 

o 

Rpta. 0 


dr 


d 2 r 


9) Dado r = r(w), u = cp(x) expresar las derivadas-, 7 

dx dx 


d 3 


dx 


por medio de 


dTr rf 2 ? rf’7 
’ (fa 2 ’ 


10) Dado r (/) = a ,cos<u t+b sen cot, donde a , b son vectores constantes, Demostrar que: 

d 2 r , -* 

b) —~—f- (o ' r = 0 . 


-* dr -* -» 
a) r x —— = 03 a x b 
dt 


dt 


11) Demostrar que si r(t) = a e + b e “, donde a , b son vectores constantes. Se tiene: 

d 2 7 


dr 


r = 0. 
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2/ 1-r 


12) Sea a una funcion vectorial definida por: ait) = ( 7 

1 + r ' 1 + / 


y, 1), Demostrar que el 


angulo formado por a (/) y a '(0 es constante, esto es independiente de t. 


13) Sea a(t) el vector de posicion de una particula en movimiento, donde t (t >0) es el 
tiempo, describir la forma geometrica de la trayectoria y encontrar el vector velocidad, 
aceleracion y rapidez del movimiento de: 

“♦ K 

a) a(t) = (10cos2/r /, 10sen2/r /) en t = — 

4 

b) a(0 = (l + / S . 2/\ 2-t') en t= 1 

* 2 2 

c) a(t) = (cost , sen? , 2sen3/) 

d) a(/) = (2 + 3cos2/, 4-3sen2/) 


14) Hallar el angulo con que se cortan las curvas cuyas ecuaciones son: 


a{t) = (1-cos/, 4sen —, /-sen/) g(/) = (sen/, 1-cos/, /) 
2 




15) Si C tiene la representacion parametrica a(/) = (cos/, sen/, -), t e [0, 4 n\. 

n 

Determinar todos los puntos en donde C tiene un vector tangente paralelo a uno de los 
pianos coordenados. 


16) ^Que angulo forma con el piano XY la tangente a la helice x = cos t, y = sen t, 

it 


z m lyflt en el punto t = —? 

4 


Rpta. 70 s 23’ 


17) En el tiempo t una particula tiene el vector posicion a (/)=(/ + cos/, /+sen/), 

—p 

Demostrar que: a (/) tiene una magmtud constante. 
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18) Demuestre que la condition necesaria y suficiente para que un vector r(t ) no nulo, 

* d r (t) 

tenga modulo constante es que r(/).r'(/) = r(t). -= 0. 

dt 


19) Demuestre que la condition necesaria y suficiente para que un vector r (/), no nulo, 

-> 

* -* -* d r(t) 

tenga direccion constante es que: r(t)x r'(t) = /*(/)<-= 0 

dt 


20 ) 


Si C tiene la representation parametrica 


a(t) = (cos/, sen/. 



t e [0 , 4jc]. 


n 

Determinar todos los puntos en donde C tiene un vector tangente paralelo a uno de los 
pianos coordenados. 


21) Sea a(t) el vector de position de una particula que se desplaza sobre la esfera de 

centro en el origen y radio r. Demostrar que el vector velocidad es perpendicular a a (/) 
en cada instante. 


22) Un proyectil se lanza con un angulo de elevation de — radianes y con velocidad initial 

6 

—► 

de 400 pies/seg. Determinar una funcion /(/) que describe la position del proyectil en 
funcion del tiempo. Hallar asi mismo el tiempo del recorrido. 


23) Una particula P se mueve sobre la curva descrita por la funcion / (u) = (2w, u 2 , « 3 ), si 
en el instante t = 0 se encuentra en el punto (2,1,1) y se mueve de tal manera que la 
tercera coordenada de su position se incrementa a razon de 2 unidades por segundo. 
Hallar el vector velocidad de P cuando se encuentra en el punto (4,4,8) ^Que tiempo 
tardara la particula en llegar a este punto?. 
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■4 -f -• -* -♦ 

24) Sea C: r = r(/), tal que r(/)*0 y r'(t) es paralelo a r(t). Demostrar que el 

vector es constante y que la curva descrita por r esta contenida en la recta que 

II'(OH 

pasa por el origen de coordenadas. 

2 

25) Averiguar si la curva descrita por f(t) = (sen2/, 2 sen /, 2 cos/) yace en una esfera con 

3 

centro en el ongen de R . Encuentre el modulo de v(/) y demuestre que la proyeccion 
de este vector en el piano XY tiene modulo constante. 

26) Una particula parte del punto (2,0) en el instante t = 1 y se mueve sobre la curva 

x 2 +>> 2 x 2 +y 2 -x = 0 en sentido antihorario. Volviendo a su posicion inicial. Si su 

rapidez es constante e igual a 4, definir una funcion vectorial que describe el 
movimiento. 


27) Un punto P se mueve con una velocidad constante de 13 pies/seg. en sentido horario 


alrededor de la circunferencia x 2 + y 1 = 25 donde X e Y estan expresadas en pies, 


cuando P pasa por el punto (4,3). Hallar la velocidad angular del segmento AP siendo 
A(0,2). 


28) Calcular la derivada de cada una de las funciones vectoriales en / 0 = 0 

1 t 


a) /(/) = 


(/ sen — , 


l // 


) si / * 0 


/ l + e l 
(0,0) si t = 0 


u, l (' 2 sen_ . 1+ ' 2 ) S1 ‘ 

«>) J{t)= | i 

(1,0) si / = 0 

1 


c) /(!)- 


(e 2t , t 2 sen-) si / ^0 
i 

(1,0) si / - 0 
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—► j -* -♦ -♦ 

29) Sea /: R - >R una funcion vectorial, tal que existen/',Demostrar que: 


d 

a) T 

dt 


rr r % 


//• /••• 


b) fr=u u v 


30) i,Si7(0 = (|2/ + #-3|], V7,-=), existe /'(4)? 

■j5-t 


>(») 


“* 2 ^ 1 + / 

31) Si /’(f) = ((l + f )cos/,£ sen(Ar + c), —=-). calcular f (/) 

V/ 


32) 


Sea /:/? -*/f 3 tal que / 1 (0=|q ’ / 2 (0 = sen 2 /, / 3 (f) = arctgf, 


>(”) 


calcular / (0) si existe. Sug: Encontrar una formula de recurrencia para todo t en 


.(•> 


/ (r) y luego tome limite cuando t —> 0. 


33) Sea f(t) = (e l ,te‘ t e ‘), verificar que T( 0) es ortogonal al vector (-1,0,1). 


34) Hallar f'{t) de las siguientes funciones vectoriales. 


a ) fit) = (arcsen t , ln(l + 5r), t ) 


—* 

b) /(0 = (cos nt , senh 4r, e 5/ ) 


c) 7(0 = (ln(l + / 2 ), —^, arctg /) 

l + r 


35) Para t^0, sea f(t) = (2?, Vo g(0 = (cosr, senf, 1-0* <p(0 = £ 2r , calcular: 
a) if.gr b) ifxgy c) ((pfy 


-p ~p 


d) (fo<p)’ 


C) f(0>+g'(j) 
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36) Haliar el punto donde se cortan las curvas: 

C x \ a(/) = (e',2sen(f+ y),/ 2 -2) 

C 2 : a(t) = (t,2j 2 -3), asi como el angulo de interseccion. 


Rpta. (l,2,-2), cos6 = 




37) Dada la curva C, descrita por /: IqR - >R , tal que f'(t) = axf(t) y 

/(0) = b , donde a y b son vectores unitarios. Hailar el angulo entre a y 6 tal que 
la curvatura en t = 0 sea minima. 


38) Considerar la helice descrita por la funcion vectorial /(/) = (a cos cot y a sen co y bcot ), 03 
> 0. Demostrar que la recta tangente forma un angulo constante con el eje Z y que el 

coseno de die ho angulo es ---- - - , ademas demostrar que los vectores velocidad y 

Va 2 +b 2 


aceleracion tiene longitudes constantes y que 


v x a 


II HI 


—:--, v = velocidad, 

a +b' 


a = aceleracion. 


2.22 Integral Indefinida.-J 

Definici6n.- Si /: /- > R n es una funcion vectorial de variable real dado por 

—> —> 

J(t)-(Jiit), f 2 U) ./„(/)), la integral indefinida de/(/) es dado por: 

J / (f )rff = (J /j +c* lt J/2 + I/« (* ) 

= (J./'i .J /«(^0 + (q,c 2 cj = 0(0+ c 
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de donde D { Q(t) = /(/), para el caso de las funciones vectoriales de /: /-*■ R dado 

—• “t “♦ -♦ 

por /(/) = /i (/) / + / 2 (0 j + fs (0 k , la integral indefinida es dada por: 


\f{t)dt = ( J 

\f x {t)dt + c x ) i + (J 

\f 2 (t)dt + c 2 )j+( J 

[/ 3 (r^ + c 3 )it 


Observaciones.- 

1) D, \}(t)dt = (D, (J/, m + c,) 7+ D, ( J f 2 m + C 2 )}+ D, ( J /,(f>A + c 3 )*) 

= f l U)~i+f 2 U)l + Ml)k=fU) 

2) Las integrales J*/jtienen por constante de integracion a Cj,C 2 ,c 3 

—» -» —> 

respectivamente que al ser multiplicado por / , j y k se obtiene un vector constante al cual 

f-> —> —> —» —» 

denotaremos por c por io tanto j f(t)dt = £}(/) + c donde D t Q(t) = f(t ). 


|2.23 Propiedades de la Integral Ind&fiaida,-| 


Consideremos dos funciones vectoriales f(t) 

y g( 0. 

a g R y c un vector constante. 

entonces: 




1. 

\a.f{t)dt =a\ f(t)dt 


2. 

j c.f{t)dt = c. {/(*)<* 

3. 

\(}{t)±g{t)di = \j(t)dt±\ 

f gU)dt 

4. 

VI 

A 

>■* 

tS 1 

Ejemplo.- 

Encontrar la funcion 

vectorial 

mas 

general cuya derivada es 


-> 1 -* 1 

R(t)= - - i + - -- j+ctgt k 

i +/ 2 VT -: 2 


Solucion 

D, f (f) = R(l) => f(t) = j R(t)dt + c = { (-2-y i + , 1 j+ctgt k)dt + c 

1 + t V1 — f 2 

—> —» —► —> —► 

/(0 = arcAg.t. i +arc. sen./.,/'+ln(seiU) k+ c 
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12.24 Integral PefinidM 

-♦ 

Definicfdn.- Consideremos una funcion vectorial f:[a,b ]——»/?", definida por: 

/(/) = (/i(0» ./*(/)) entonces la integral definida de /(/) sobre 

el intervalo cerrado [a, b] esta dado por: 


j7<o«* = < J 

[>*-J 


r Modi) 

V 


La integral f(t)dt siempre existe si cada uno de las integrales \ , i=l,2,3..,n 


existen. 


En particular, si /(/) es continua en [a, b] entonces j f(t)dt existe. 

El primer teorema fundamental del calculo para funciones reales de variable real: “si f es 
continua sobre el intervalo [a,b] y a, t e [a*b] entonces D t | f(t)dt = /(/) ”, puede extenderse 

Ja 

a funciones vectoriales de variable real. 


—♦ 

Si f:[a,b\ -► *" es una funcion vectorial de variable real continua sobre el intervalo 

[a,b] y t e[a,b] entonces: 

D t Cmdt=m, vt G [a,b] 

Ja 

* 

DemostracKm 


Aplicando el primer teorema fundamental del caJculo a cada una de las funciones 
componentes. 
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D, (f{t)di = D,((f l (t)dt, (fiU)dt . (fjt)dt) 

Ja Ja Ja Ja 

= (D ,£/, (l)dt, D, J/ 2 (t)dt . D, £/„ (t)dt) = (/,(/). / 2 (0./„(/)) = 7(/) 

A f 7(0*-/(*>. V t e[a,b] 

El segundo teorema fundamental del calculo para funciones reales de variable real: “Si 

F ' es continua sobre un intervalo [a,b] entonces I F'(;x)<£r = F(b)~ F(a) ”, puede extenderse 
a funciones vectoriales de variable real. 

[2.26 Teorema.-] 

Si F: [a*b] -> R n , tiene derivada continua sobre el intervalo [a,b] entonces: 

J* F'{t)dt = F(b)-F(a) 

Deroostracion 

Aplicando el segundo teorema fundamental del calculo a cada una de las funciones 
componentes 

f F'(t)di = (fF,’ U)dt, f> 2 ' (t)dt f F n '(t)dt) 

Ja Ja Ja Ja 

= {F l (b)-F l (a), F 2 (b)-F 2 (a) . F m (b)-F n {a)) 

= (/•;(*). F 2 (b) .F„(&))-(f;(a). F 2 (a) . F„(a))= F(b)-F(a) 

Ejemplo.- Calcular las siguientes integrates. 

1) \ (sen/, cos/, tgt)dt 


Sotucion 
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f*/4 / jVr/4 fiz/4 pr/4 

j (sen /, cost, tg /)dt = (J sen tdt, jcostdt, ]tg(dt) = 


; \ tut 4 

(-cos/, sen/, lnsec/J/ 0 


= (-y-, ^ InV2)-(-1,0,0) —-,lnV2) 


f4 t t , 

2) V777’IT^’ 4 ' )A 

2 1+ ' \\+1* 


Solucion 


f4 / f . tdt (4 tdt f4 , 

J (-r, - 7 ===, 4f )<// = (j -r. J ,-- ■ J 4r'df) 

2 ' + ViTT 7 - i+/ J ’ Vlw : j2 


= (yln(l-+-r 2 ), Vl + r 2 , f 4 )/ 4 

= (—In 17, Vl7, 256)-(-ln5, V5, 16) =(—In—, Vl7-V5,240) 
2 2 2 5 

2.27 Propiedades de la integral Definida.-l 


1) Sean j\g: [a,b] - > R n funciones vectoriales de variable real integrable, entonces la 

—> —> 

funcion a.f(t)± fi g(t), a, P € R es integrable en [a,b] y 
j (af(t)±p g(t))dt=a\ f(t)dt±p \ g(t)dt 

_* ___ a _ 

-4 ♦ 

2) Si /: [a,b] - >R n es una funcion vectonal de variable real y c es un vector 

constante entonces. 



<*b —> > »h —> 


+b -* — ► ~h » 

a) 

1 c.f{t)dt = c.\ f(t)dt 

Ja Ja 

b) 

cxf(t)dt»cx\ f{t)dt 

Ja Ja 


3) Si f\[a,b] - > R n es una funcion vectorial de variable real y || /(/) || es integrable 

en [a,b], entonces: 

ii f }{t)dt\\zfwm\\dt 

Ja Ja 
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2.28 Curvas. 


Existen muchas formas de defimr una curva, asf por ejemplo podemos definir a una curva 
como el rango de una funcion vectorial de variable real, tambien se puede definir como la 
trayectoria de una particula en movimiento, por lo tanto para nuestro estudio a una curva lo 

—^ ^ —y —> 

representaremos por medio de una funcion vectorial f(t) = x(t) i + y(?) j+z(t) k , al cual 
denotaremos por C: f(t)+ donde cada valor de t Q de t le corresponde un punto de la curva C 
cuyo vector de posicion es /(r 0 ) es decir: 

f(t 0 ) = x(t 0 ) i + y(t 0 ) j + z(t 0 ) k = (*(? 0 ), y(t o)> z(?o)) 


Observacion.- La pregunta que se pueden hacer es como una funcion Vectorial de Variable 
Real donde los elementos de su rango son Vectores pueden generar una grafica (Curva). 



En realidad al trasladar un elemento 

3 

t e via / a R y transformado por 
/ 

la Regia de Correspondence en un 
vector con origen en (0,0,0) de modo 
que su extremo se encuentra en la curva, 
el “Paso” de este vector generara un 
punto en la curva de esta manera la traza 
de la Curva estara formado por las 
“huellas” de todos los vectores 

obtenidos al ser trasladados del D * 

/ 

(imagenes de f). 


Tambien a una curva C, se puede definir por medio de las ecuaciones. 


Os 

1 

. tel 


.v e Hi 


Llamadas ecuaciones parametricas de la curva C donde la variable t se denomina parametro. 
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Ejemplo.- 

1 ) Cualquier recta L puede representarse en la forma: 

f(t) = a + 1 b = (< 3 j + b { t) i +(a 2 + b 2 t) j + (a 3 + 63 *) k 
—» -» 

donde a = (a x ,a 2 ,a 2 ) y b = (by ,b 2 ,Z> 3 ) son vectores constantes y se dice que la recta L pasa 
por el punto ,a 2 ,a 2 ) cuyo vector de posicion es a y tiene la direccion del vector 

b = (b\M 2 .by). 



Solucion 


Las ecuaciones parametricas de /(/) son: 


lx = asenr Y “ x r 

, de donde -y+ -*y = 1 , esta ecuacion nos representa una elipse. 
{y = bcost a b 
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-4 -• -♦ 

3) Discutir la grafica de la funcion vectorial. /(/) - a.cost i +b sen t j + t k 

Solucion 


x = acost 

Las ecuaciones parametricas de la curva son: C: ! y = 6sen/ , t e R 

z = t 

i x = acost x 2 y 2 

, de donde — + ^r= 1, esto quiere decir que la curva C se encuentra en el 
y=b sen t a b 7 

cilindro eliptico, cuya directriz, es una elipse en el piano XY, y cuyas generatrices son 
paralelas al eje Z. 



t 

X 

y 

z 

0 

a 

0 

0 

71 

(3 

b 


*4 

7F 

72 

4 

K 

0 

b 

71 

2 



2 

3 71 

a 

b 

3tt 

4 

"72 

72 

4 

n 

-a 

0 

K 

3 K 

0 

-b 

3tz 

2 



T 

2k 

0 

0 

2k 


Observacion.- Sea /: /- >R n una funcion vectorial diferenciable, cuando /’(/) es continua se 

- , -><*> 

dice que f(t) es una curva de clase C en general si / :/- > R n es 

derivable de orden k en / y continua diremos que /(/) es una curva de clase C . 
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-^ ^ 1 

Teorema.- Si /, g : [a.ft]-> /?" son funciones vectoriales de clase C , entonces: 

j /(0 g'(t)dt = f(t).g(t) /’-f/’(/) g(t)dt 

a a a 

Demostracion 


U = f(l) 

—* 

dv= g'(t)dt 


du - f’(t)dl 
—> 

v = gO) 


f 7(0 g'(Odt = f(t)g(t)/ b -j g(t).f'(t)dt 


Definicion.- Se dice que una curva CczR es una curva parametrizada, si existe una 
funcion vectorial a:[a,b) - > R 3 tal que a([a,ft])=C, a la funcion 

vectorial a (t) = («i(f). a 2 (0> « 3 (/)) se denomina parametrizacion de la curva C. 

Ejemplo.- La curva a: [0,2/r ]- > R 2 , definida por a(r) = (a.cosf, ftsenf) es una curva 

2 2 
x y 

parametrizada de la curva C: — + —— = 1 

a* ft 


f2x, x£0 


Ejemplo.- 


^La curva C dada por C: y = f(x) = i x 2 es una curva parametrizada? 

I —, t > 0 
t 2 

Solucion 

Si x ^ 0, para x = t, y = 2t, Luego a(t) = {t,2t) 3 t ^ 0 
r J 

x > 0, para x = t, y = —, luego 
2 



«(/) = (/, —), t>0 


(r,2/) , 0 


Luego la curva a: R - >R definida por a (t) = 


(«,y), 1 < 0 


es una parametrizacion 


de la curva C. 
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Ejemplo.- ^La curva C dada por C: 



Luego 3 a : [o, 2jt] - >/?\tal 


' +y 2 + z 2 = 25 

es una curva parametrizada? 

z = 3 

Solucion 

Si proyectando al piano XY, se tiene: 

C: .Y 2 + j' 2 = 25-9 = 16 

C: Jt 2 + v : = 16 

parametrizando C se tiene. 

x = 4 cos t, y = 4 sen t, 0 ^ t < 2 ji 
-* 

que a(t) = (4cos/, 4sen/» 3), 0 ^ t £ 2n 


2.29 Ecuaciones Parametricas de una Curva en el Plano~l 

Consideremos una curva C dada por la ecuacion cartesiana F(x,y) = 0, es decir: 

C: F(x,y) = 0 

donde cada una de las variables es una funcion de una tercera variable t, es decir: 
x = f(t), y = g(t), donde cada tel. Determina un par de valores reales “x” e “y” que 
satisface a la ecuacion F(x,y) = 0; 


Las ecuaciones 


x = f(t) 
y = g(o' 


t e R 


Se llama ecuaciones parametricas de la curva C y la variable indepcndiente t se llama 
parametro. 


Nota.- HI intervalo I pucde ser abierto, cerrado, semi-abierto 6 < -oo, +oo > = R. 
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Ejemplos.- Dar una representation parametrica de la recta, la circunferencia y las conicas. 

—> 

i) Parametrizando la recta L que pasa por P()(x 0 ,y {) ) paralela al vector a = (a { a : .a\). es 

decir: L = {(jc 0 , y^ + t{a v a 2 )ll e r\ 


como LczR 2 => (x, y) e L <=> (x,y) = (x 0 , y 0 ) + t(a ]% a 2 ) 

(*•>') = (*o + <V. yo + a 2<) 

Lx = x 0 + a x t 

L: \ , t e R son las ecuaciones parametricas de la recta L. 

I v = .v 0 + <V 

Parametrizando la circunferencia C: x 2 +y 2 = tf 2 , 
R > 0 se elige un angulo 0 formado por el semi eje X 
— » 

y el radio vector OP moviendose en sentido 
antihorario, se obtiene las ecuaciones x = R cos 0, 
y = R sen 0 , 0 e[0, 2n]. Luego la circunferencia 

j x = RcosO 

dada en forma parametrica es: C: ] _ „ , 0 

[y = R sen 0 

e [0,2rc] donde 0 es el parametro dado en radianes. 

hi) Parametrizando las parabolas de ecuaciones y = Apx 1 ' , x = Apy 2 , hay varias formas de 

2 - 2 
parametrizar para y- Apx , si x = t , y = Apt . 

fx = t 

2 J 2 2 

P: y = 4px = > , tei? , para x - 4/?y si y = t , x - Apt 

[y = Apt 



P: 


x = 4 py 


2 



{> 


2 


, / e 
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Ejempio.- Parametrizar la parabola y = — + x 


Sea x = t , y = —+ t t 


Solucl6n 

x = t 


, t e R 


v 2 + 1 


2 2 
X V 


X 7 y 7 

Iv) Parametrizando la elipse —r+ —r = 1, se tiene: (—) + (—) = 1 

a' b~ an 



x 

— = cos^ 


— = scnO 
b 


X = COS0 
y = h sen 6 


\x = a cos 0 

C ' \ * a * 0 e [0,2n] 

[y = /? sen 0 


Ejempio.- La epicicloide es una curva plana engendrada por el movimiento de un punto p de la 
circunferencia C que rueda sin resbalar sobre el exterior de un circulo fljo C 0 . Hallar 
una representacion parametnca de la epicicloide si C tiene radio r, C 0 tiene su centro en el origen y 
radio r 0 y p esta situado inicialmente en (r 0 ,0). 

Solucjon 
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Sea A el centro de la circunferencia C; 6 = Z( OA J ), || OB || = r 0 , j| BA \\ = r 
OA =|| OA I| cos 0 / +|| OA ||sen0y => OA = (r o +r)cos0 i+(r o +r)sen0 j ...(1) 

Sea p = Z( Ap ,i) => Z( OA , AB) + p + 6 = n 

de donde P = n -(0 + Z( OA , AB )) ... (2) => BP = rZ{ OA , Ap ) y BS = r 0 6 pero 

BS = BP => rZ(OA, Ap)=r 0 6 => Z(OA,Ap)=~~ ...(3) 

Ahora reemplazando (3) en (2) se tiene: P = n -(0 +—0) = n —— 0 ... (4) 

r r 

AP HI AP || cos p / -|| AP || sen p 7 = rcos/3 i-rstnp j 

• —"—* f“ + T —• p y —f 

AP =rzos(n - 6) i-rsQY\(ir- -- 0 ) j 

r r 


AP = -rcos(^^-0) i-rseni^^-O) j 
r r 


... (5) 


Si P(x,y) es el punto movil, entonces OP = (jc, y) pero OP = OA+ AP , reemplazando se 

l \ ( \ r 0 +r - r 0 + r 

tiene (x,y) = (r + r o Jcos0 /+(r + r o Jsen 0 y-rcos- 0 f-rsen- 6 j 


r Q + r -> r 0 + r 

( x,y ) = ((r + r o )cos 0 -rcos- 0) i + ((r + r o )sen 0 -rsen(-) 0 ) j 

r r 

Luego las ecuaciones parametricas de la epicicloide son 

r n +r 


x = (r + r o Jcos 0 -rcos(- )0 

r 

i \ r 0 +r 

y = (r + r 0 j sen 0 - rsen(- )0 
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1*30 Obtendon de la Ectiadoo Cartesiana de una Curva a parti? de su| 

jRepresentacion Param£trica, 




Dadas las ecuaciones parametric as de una curva. 



Se puede obtener su ecuacion cartesiana F(x,y) = 0, con solo eliminar el parametro t por 
metodos algebraicos o por medio de algunas identidades trigonometricas. 

\x = at* +b 

Ejemplo.- Hallar la ecuacion cartesiana de la curva. C: | 

[y = 2t + c 

Soluci6n 

De la ecuacion y = 2t + c despejamos t. 

y-c 2 

t = - reemplazando en la ecuacion x = a t +b 


y-c 9 

x ~ a (^——) 2 +b 


de donde 


a 2 

C:x-b = —(y-c) , que es una parabola. 
4 


jx = 2(l + cos0) 

Ejemplo.- Hallar la ecuacion cartesiana de la curva C: 

[y = 2sen0 


Solucj6n 

De las ecuaciones despejamos cos 0, sen 0. 
x-2 


■ = COS0 


— = sen# 


(x-2) 2 v 2 2 2 

-+— = cos 0 + sen 6 = 1 

4 4 

(x-2) 2 + y 2 = 4 


2 2 

C: (x-2) +y =4, que es una circunferencia. 
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2.31 Oases de Curvas.-j 


Sea Cci? 3 una curva parametnzada, es decir, que existe una funcion vectorial 

a: \a,b\ ->/?\talquea M)-c , entonces: 

—> —¥ 

i) Diremos que C es una curva cerrada si a(a)~a(b) en caso contrario la curva C es una 
curva abierta. 


Ejemplo.- 


Lacurva a: [0,2/r]- > R 2 definida por a (/) = (4 cos/, 2 sen t) es una curva cerrada 

—► —> 

puesto que a (0) = a (2 n ) = (4,0) 



etrrtda 



ii) Diremos que C es una curva con punto doble si a (l l ) = a (t 2 ) , t\ * ti 



* Un punto de la curva C es un punto multiple (doble, triple, etc.) si corresponde a dos 
6 mas valores diferentes del parametro t. 
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Hi) Diremos que C es una curva simple si no posee puntos dobles. 



* C se llama simple si a es inyectiva. 

Iv) Si la curva C, esta contenida en un piano, la curva C es denominada curva plana, en caso 
contrario se denomina curva alabeada, por ejemplo, la circunferencia, la elipse, 
son curvas planas, en cambio la helice cilindrica es una curva alabeada. 

-> i 

v) Diremos que C es una curva regular si a (/) es de clase C ya'(r)*0, Vte[a,b], en 
este caso t se llama parametro regular. 

» -♦ 

Ejemplo.- La curva a: R - >R definida por a(t) = (4cosL 4senf, 5 1) es una curva regular, 

puesto, que «'(/) = (-4senr, 4cosr, 5) ^ (0,0,0) , V t e R. 


Observacion.- En general una curva puede admitir mas de una representacion parametric a, pero es 
suficiente que en una de estas representaciones se cumpla la condicion de 
regulandad para que la curva sea regular. 

—> —► 

Los punto p(x,y,z) de la curva C, en donde a'(r) * 0 para alguna representacion parametrica de la 

—> — > 

curva C se denomina puntos regulares, pero los puntos en donde a'(t)= 0, se denomina puntos 
singulares. 
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Definickm.- Sea C<zR 3 una curva regular, o sea que existe una funcion vectorial 

—> r —>. —f 

a\[a % b\ - >R\ tal que: a([<z, 6 ]) = C y a'{t)* 0; una reparamatrizacion 

de a (0 es una curva 7 = aoi//:[c,rf]- >R\ donde \y: [c,d] - es una 

funcion diferenciable con t//'(w) * 0 , Vug [c,d] y sobreyectiva, ademas: 

r («) = (a o = a (r(«)) , V u e[c,d] 



Observation. 

1) Si y/' (/) > 0 se conserva la misma orientacion en la curva reparametrizada. 

2) Si \y' ( t ) < 0 se invierte la orientacion en la curva reparametriza. 

—> —> 

3) Si la reparametrizacion y: a oy/:[c,d\ - > R es continua, entonces la curva 

—> ^ 

a : [o % b\ - > R es continua . 
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Ejemplo.- Sea a: [0,2tt]- > R 1 una curva regular definida por a{t) = (cost, senr). 

i) Sea i//: [Oj]- > [0,2/r] una funcion real definida por y(u) = 2nu entonces. 

y(u) = {ao \j/)(u) = a(\j/(u)) = (cos2;rw, sen2/rw) es una reparametrizacion de la curva 
—♦ 

a{t). 


ii) Sea i//: [0,2;r]-> [0,27r ] una funcion real definida por y(u) = 2 ti - u entonces. 

y(u) = (a o if/)(u) = a(\f/(u)) = (cos(2/r -w), sen(2;r-w)) es una reparametrizacion de la 
—> 

curva a {t ), como if/ 1 (u) = -1 < 0 entonces se invierte la orientation. 


2.33 Longitud de Arco.-j 


Consideremos una Curva C definida por la funcion vectorial /: [a,b] -> R n tal que 

a(r) = (/j(/), / 2 (r),..., /„(o) y consideremos una particion de [a,b], P={t 0 J l9 ...J k }, 

donde a - t 0 < t x < t 2 <...<t k toda particion P de [a,b] define una poligonal definida 

por los segmentos rectilineos de f(t 0 ) a /(/j) de /(fj a f(t 2 ) .de f(t k ,) a /(r A ) para 

el caso de F = Jp / P es una particion de [a, b]}, denotaremos la longitud de este arco 


poligonal por L py es decir: 


£/>=2jl A' >- i 

i=l 


-♦ 
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Definictin.- La curva C definida por la funcion vectorial / de [a,b] se dice que es 
rectificable si {L P /p e F} tiene una cota superior. 

Si C es rectificable, la longitud L de C es el supremo de es decir: 

L = sup.jlp /pePj. 

Si se obtiene una particion P 2 de [a,b] agregando algunos puntos de la particion a P, de 
[a,b] entonces L^ £ L p ^\ a P 2 le llamaremos refinamiento de Pj. 

8-34 LetnaTj 

Si P 2 es un refinamiento de P, entonces L p ^ £ L p . 

Demostraci6n 

Este lema es una consecuencia inmediata de la desigualdad triangular. 

Sea y/j el primer tiempo de P 2 que no esta en Pj entonces para algun i, f M < yt. < (. y 

II hi) - ) II = II f(‘i ) - 7 (Vy ) + 7(V j) - ) II 

^i7(»,)-7(^)i+i 7 (v ; )-7('m)ii 

anadiendo todos los puntos de P 2 a P t y obtenemos. L p ^ £ L p > 

|2.35 Teorcni*»-j 

—♦ -♦ 

Si / tiene una derivada continua sobre [a,b] y la curva C descrita por /(/)es rectificable 

entonces la longitud de arco de la curva C es: 

L = \ b || f'(t)\\dt 


Demostracl6n 
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Consideremos una curva C en R 1 y P = {/q,^. t n \ una position de [a,b], por ei teorema 

del valor intermedio: 

k k 

1=1 f=i 

f f \ r j ”, / M , f f >, como /j’, / 2 \ / 3 ' son continuas [a,b] estan acotadas sobre [a,b] 

supongamos |/, , (o|sa/ i . |/ 2 '(/)|^ a/ 2 , |/ 3 ’(/)Jsm 3 para toda t e [a,b], entonces: 
k _ _ 

Lp = Zv'A/r + At* + m\ (i,.= (b-a^M* + M* + m\ 

/=1 

para toda partition P de [a,b], por lo tanto {z, p Ip e P\ esta superiormente acotada y C es 
rectificable, sea L la longitud de C. 


ahora demostraremos que 


L = 



dt 


Sea e > 0 cualquiera, como L = sup. jz, p / pef) existe una particion P { de [a,b] tal que: 


L-e < L p < L 




como || p ( t) || es continua en [a,b] entonces 3 I || /*(/) || dt , es decir: 

Ja 

f II r (0II dt - lim Sp = Jim y II r (t ]) II (f, - f f _,) 

Luego 3 S ] > 0 * tal que | I || JT (0II dt - S P | < e siempre que | P\ < S ] ahora bicn: 

Ja 

I f II7’(0II dt-L I = I f II/’(f) \\dt-Sp+Sp-Lp+Lp-L\ 

Ja Ja 

Z\^r(t)dt-Sp\+\Sp-L P \ + \Lp-lj\ 


e 
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Luego |£||7 , (01l*-i|<e,luego L = jj|/’(OII * • 


Observacidn.- Si C: /(/) = (*(/), y(/), z(/)) P ara a £ t £ b entonces la longitud de arco de la 
curva C es: 


L= f|/-(Oil* - C Jx'(t) 2 +y'(t) 2 +z'(t) 2 dt 

Ja Ja 


Ejemplo.- 


Encontrar la longitud de la curva C definida 

-♦ -» -4 -♦ 

C: a (/) = a.cos/ i + a.sen/ j + ct k de A(a,0,0) hasta B(a,0,2Kc) 

Solution 


por 


Calculando los limites de integration. 


/(*i) = (a, 0 , 0 ) fr, =0 

\f{t 2 ) = (afi,27K) 


i 

[t 2 =27t 


—* 

a(t) = (a.cost,a sen /,c/) => a'(t) = (- a. sen f, a cos /,c) 


|ct'( 0 ll = Vfl 2 sen 2 / + a 2 cos 2 t + c 2 = Va 2 +c 


L = f || a'(011*= +c 2 dt = 2nJ a 2 +c 

Jo Jo 


Ejemplo.- 


Hallar la longitud de arco dc la curva C definida por 
-♦ 

a(/) = (a(cos/ + /sen/), a(seny- / cos/)), a > 0 en [ 0 , 2 k] 


Soluci6n 


a(t) = (a(cosf+ /sen/), a(sen/-/cos/)), derivando se tiene 

a*(f) = (a/ cos /,at sen /) => || a'(/) ||= 'Ja 2 t 2 sen" / + a 2 /" cos" i = at 

f2n fin at 1 tin - 

£=[ ||a B (l)|A* ffl/rff* — / = 2n 2 a 

/i) Jo 2*o 
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Ejemplo.- Calcular la longitud de la parabola y-x desde x = 0 hasta x = 1. 

Solution 

Parametrizando la parabola se tiene: 
x = t, y = t 2 luego a(r) = (/,^ 2 ), 0 ^t<l 



a’(0 = (uO =* ||a , (0||=/l + 4/ 2 

L = f'|| a(t)\\dt= \ i 'J\ + 4t 2 dt= — + -ln(l + ^5) 
Jo Jo 2 4 


2.36 Veetores Onitarios: Tangente, Normal Principal y Binormal.-l 


Definition.- Sea C una curva regular dado por la funcion vectorial 

~i —> —> —> 

a (/) = x{t) i +y(t) j + z(t) k . El vector tangente unitario de la curtfa 


C: a (/) en la direccion de a '(r) denotado por T(t) es dado por: T(t) - 


a'(t) 

IK (Oil 



x 
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f / 2 2 2 

como L(C) = J ^x'{t) +y'(t) + z'(0 dt , entonces definiremos S(t) = L(C) que es una 


funcion longitud de arco. Luego S(i)- J +y'(t)~ +z'(i)*‘dt, de donde al derivar 


/_.„x2 , .../ 


setiene. S'U) = ^jx'(l) 2 +.v'(0 2 +^'(0 2 =l|a'(OII => 5 , (0=||a'(/)|| 


como T(t) = 


q '(0 

ll«'(OII 


—• —♦ 
a'(t) d a * rf a 

—^2 =- => 7(0 =- 

S"(l) rfS rtf 


como T(t) es un vector tangente unitario, entonces T(t).T(t)-l, de donde 
derivando se tiene: T'(t).T(t)+T(t).T'(t) = 0 => T(t). r'(O = 0 por lo tanto r(f) y 
T'(t) son ortogonales. 


Definicion.- Si C es una curva regular dada por C: a(t), al vector unitario que tiene la 

—> 

misma direction que T'(t), se denomina vector normal principal a la curva 


C en el punto f (t) al cual denotaremos por N(t) y es dado por N(t )=—-——, 

II r (Oil 


siempre que || T '(?) ||* 0. 



X 
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Observaciones.- 

1) Como a:[<z,Z?]- >R , es una curva regular, entonces la curva C descrita por a es 

recti ficable, la longitud de arco de C correspondiente al intervalo [a,t] sera: 

P(t ) = f \\a'(u)\\du entonces (*(t) =|| a’(r) || 

Ja 

Luego C(t)=\\ a’(i/)|| <=> a'(f) = £’(t) T(t) ...(1) 

Si la curva C descrita por a es rectificable, entonces la ecuacion (1) nos dice que la direccion 

—> —> 

del vector velocidad a'{i) es la del vector tangente unitario T(t) y la velocidad escalar o 
rapidez es dado por: £'(t) =|| a'(/) [| 

—> —> —• 

2) Si a'(0» es diferenciable en [a,b], es decir, existe a f (r) en [a,b]. Entonces (”(t) y T(t) 

existen en [a,b] y diferenciando tenemos : 


a"(t) = /"(/) T(t)+t'(t) T'(t) 6 a"(f) = r ' {t)T(t) + C (t)\\ T'{t) || N(t) 


3) Si T'(t) = 0 , V t e[a,b], entonces el movimiento es lineal. 

Definicion.- Sea a: [a,b] - >R 3 una curva regular tal que a"(7)*0, V t e[a,b], se 

—» -> -> -> 

conoce que T(t ) y N(t) son ortogonales, por lo tanto T(t)xN(t) es 

-f *4 -4 —♦ • 

ortogonal tanto a T(t) como N(t) y ademas || T(t)x N(t) ||=|| T(t) || || N(t) || ,sen90 e = 1 

—► —► — > — > —> 

entonces T(t)xN(t ) es unitario, luego el vector T(t)xN(t ) denotaremospor 5(f) es decir: 


5(f) = T(i).NV) 
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el cual es denominado vector binormal unitario, por lo tanto, a los tres vectores unitarios 
♦ -* -♦ 

T(t), N(t) y B(t) que son ortogonales de una curva C, se denomina la TRIADA MOVIL 
deC. 



2.37 Vector Curvatara y Curvatura.-| 

Sea a:[a,b\ -> R ? una curva regular tal que a{[a,b\) = C, al vector curvatura 

—> 

denotaremos por k (t) y es definido por: 



donde T{t) es el vector tangente unitario. 

Si la curva C:a(t) es dos veces diferenciable y si a ’(/) # 0, la curvatura es dado por: 



tambien al vector normal principal unitario se define por: 





















172 


Eduardo Espinoza Ramos 


Observaci6n.- Los vectores T(t),N(t), B(t) que son determinados en cada punto a(t) de la 
curva C (tiene importancia en la ciencia y la tecnologia) puede tomarse 
como un nuevo sistema de coordenadas de referencias, puesto que son vectores mutuamente 
ortogonales que satisfacen las relaciones. 

T(t).T(t)=\ : N(t).N(t) = \ ; = \ 

T(t)>N(t) = 0 ; T(t).B(t) = 0 ; N(t).B(t) = 0 

Observaci6n.- La curvatura tambien se define en funcion de su longitud de arco como parametro. 
Sea C: r (s) = X(s) i + Y(s) j + Z(s)k , s €[0,1]. 

Diremos que la curva C esta parametrizada por la longitud de arco si y solo si para cada s 

—> —> 

e [0,1], r ( 5 ) es un punto de la curva C a una distancia de arco s del punto r (s) 



arco de r (0) a r (s) el parametro es la longitud de arco si y solo si: 

f || r'(u)\\du = s, donde ||r'(.r)||=l 
Jo 

Luego una curva esta parametrizada por la longitud de arco si y solo si el vector tangente 
—> 

r'(s) es de longitud constante igual a 1. 
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Ejemplo.- 

—> 
r 

s 


La curva, mas generalmente, parametrizada por la longitud de arco es la circunferencia 
de radio 1. 

-» s. * s 

(.s') = cos(.y) i + sen(s) j el parametro es la longitud de arco /'(*?) = p[cos(—) i + sen(—) j ], 

P P 

e[0,27rp] es una circunferencia de radio p y de centro en el origen de coordenadas. 


Observation.- Consideremos cualquier curva parametrizada por la longitud de arco r ( 5 ); aunque 

—> 

la longitud del vector tangente r'(.y) es la unidad, la direccion de este vector 
—» 

puede variar al variar s y el vector r”(s) de esta variacion de direccion el cual llamaremos vector 
curvatura y a su magnitud k =| r" ( s ) | se denomina curvatura. 


La curvatura da la variacion en direccion por unidad de longitud de arco. 


como 


r'(s) 


1 r=> r '(s). r '(s) = 1, derivando se tiene que: r '(^). r *'(s) = 0 Entonces r'(.y)_Lr M (j) 


Observacion.- No siempre se puede encontrar curvas distintas de la circunferencia parametrizada 
por la longitud de arco. Por esto la curvatura se calcula en terminos de un 
parametro arbitrario t, que por conveniencia se interpreta como el tiempo. 

Ejemplo.- Hallar los vectores tangente unitario y normal principal de la espiral conica 

a (t) = (a.cost, bscnt) t e [0,2 tc] , a,b > 0. 

Solution 

» • —* j - 

a(t) = (a.cost, bscnt) => a'(t) = (-a.sen/, feeds/) => || a'(/) \\ = ya 2 sen 2 1 + b 2 cos 2 / 


T(t)= “ ,(0 =(■ 

II a* (Oil 


-a. sent 


b. cos t 




4a 2 sen 2 t + b 2 cos 2 / 4a 2 sen 2 t + b 2 cos 2 1 
-a 2 bsent 


-cib cos t 


ah 


(a 2 sen 2 t + b 2 cos 2 1) 2 (a 2 scn t+b 2 cos 2 1) 2 


> => \\T'«)\\ = - ---- 

a's&n't + b cos' t 
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i—pi—<- hcm ' 


-a.sent 


r(/)|| 


2 sen 2 t + b 2 cos 2 / V a 2 sen 2 t + b 2 cos 2 1 


0 




b. cost 


-a. sent 


Vo 2 sen 2 t + b 2 cos 2 t vV sen 2 t+b 2 cos 2 t 


) 


Ejemplo.- Hallar la triada movil de la curva y = x , z = 2x en el punto x = 2. 

Solution 

r > 

\y = x 

Sea C: 1 , la curva en forma parametrica. 

I z = 2x 

Seaa:[a,ft]- >R 3 ! a(t) = \t,t 2 ,2t) donde t = t 0 -2=>a'(t) = (l,2/,2) entonces 


a'(2) = (1,4,2) => || a'(2) ||-V21 => T( 2)-A^— (-j= 

H a '( 2 ) || ^ 21 ' J21 ^ 21 


La binormal tambien se calcula mediante la formula. B{ 2) = - de donde 

|| a'(2)x a"(2) || 

= (-4,0,2) => || a'(2)x a "(2) || = 2^5 


a"(/) = (0,2,0) => a'(2)*a"(2) = 


i j k 
1 4 2 
0 2 0 


- a'(2),a"(2) 2 1 

BU) ---—-= (—^-,0,-r^) 

|| a'(2), a''(2) || V5 V5 


—♦ -f 


N(l) = T(\)*B(\) = 


j * 
4 2 


V2I vir -V21 

-A 0 A 
Vs V5 


= (4=-A _*_) 

-7105 ’ a/105 Vi 05 


0 
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2.38 Planes: OsculadorNormary Rectificante,-| 


Consideremos una curva regular a: [a, b\ - > R 3 tal que a([a,b]) = Cc/? 3 , entonces: 

i) El piano que pasa por el punto a(r 0 ) = (-^O’.Vo^o) Q ue es paralelo a los vectores r(f 0 ) 
y N{h) , se llama piano osculador, cuya ecuacion es dada por: 

ii) El piano que pasa por el punto a(f 0 ) = (^O’^O’^o) que es paralelo a los vectores /v(r 0 ) 
y Z?(r 0 )» se llama piano normal principal, cuya ecuacion es dada por: 


iii) 


El piano que pasa por el punto a(/ 0 ) = (-Ko^o^o) q ue es paralelo a los vectores fi(f 0 ) 
y T{t ), se llama piano rectificante, cuya ecuacion es dada por: 




Las reclas: tangente, normal y Binormal tienc por ccuacidn a: 

Lr = {a{t 0 ) + tT{t 0 )/te R} , L n = {a{t 0 ) + XN{t 0 )/Xe R} 

L b = {a{to)+P B{t 0 )/p e /?} 
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Ejemplo.- Sea la curva C: f (t) e 3/ , 3V2/). Hallar los vectores T y N y la ecuacion del 

piano osculador en el punto (1 >1,0) 

Solucion 

Calculando el valor de t = / 0 de tal manera que /(/ 0 ) = (U,0) 


le 3, \e~ 3r \3V2/ 0 ) = ( 1 , 1 . 0 ) => /„ = 0 

Calculando T(0) para esto /'(/) = (3e 3 ', -3e 3 ', 3 V 2 ) 

7’(0) = ( 3 ,-3,3^2) => ||/-( 0 )|| = V36 = 6 


r(0) = 


/’(0) 

.7(oil 


=( 1.1 & 

2 * 2 * 2 


Calculando 


ii7'(o>7"(0)ii 


de donde 


f'(t) = ^e V => 7"(0 = (?e 3 ', 9 e 3 ',o) => /"( 0 )=( 9 , 9 , 0 ) 


•4 4 


.nokr(O) 


/ y * 

3 -3 3^2 
9 9 0 


= (-27^2,27^2,54) => || 7'(0k7"(0)||=54>/2 


-» —♦ 




11 rm*r ( 0 )ii 


222 2 
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2.39 Otra forma de Expre 

sar las Eenaciones He los Pianos: OscniadorJ 

1 

iNormai y Reetiflcante.-j 



Consideremos una curva alabeada, es decir que no esta contenida en un piano, cuyas 
ecuaciones parametncas son: 


C: 


x = x(t) 

y=y{t) 

z = z(t) 


siendo t un parametro. 


donde su ecuacion vectorial es: 


C: 


a(t)=x(t) i +y(t) j+z(t) k 


En cada punto de la curva C se puede definir un triedro trirectangular llamado INTRINSECO 
o fundamental formado por los vectores umtanos, tangente, normal principal y binormal, 
donde la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto (Xj y y x y z l ) es: 


x-x } y-y, z-Z; 
*'(/) y f (t) z'(/) 


La ecuacion de la binormal a la curva C en el punto (x x , y,, z ] ) es: 



y-yi z-z i 

B " C 


siendo 


yl = y , (02 M (r)-z , (Oy ,, (0 , B = z'{y)x"{t)-x'{t)z"{t) , C = x'(t)y"(t)-/(t)x"(t) 


La ecuacion de la normal principal a la curva C en el punto (x { ,y {9 z l ) es: 


l n > 

x-x { 


y-yi 


Z-Zj 

y ’(0 z'(0 


z\t) x'(t) 


x'(t) y'(t) 


B C 


C A 


A B 
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El piano rectificante que es determinado por la tangente y la binormal, su ecuacion es: 


Pr 


>’</) -’(0 
B C 


(x-x x ) + 


='U) x'(l) 

C A 


(y-y\)+ 


x'{t) y'U) 
A B 


(=-=i) = 0 


El piano osculador que es determinado por la normal principal y la tangente, su ecuacion 
es: 


*V 


x-x 1 

y-y t 

x'U) 

y'U) 

x"(t) 

y"U) 


" -i 
*»■ 




= 0 osea P 0 : A(x-Xj)+ B(y-y 1 ) + C(r-r 1 ) = 0 


El piano normal que es determinado por la normal principal u la binormal, su ecuacion es: 
P N : x'{t){x-x x ) + y'{t)(y-y x )+z'{t){z-z,) = 0 

Ejemplo.- Determinar las ecuaciones de la recta tangente y del piano normal a la curva. 


C: 


x-e cos t 
y-e sen t 
z = V 3e 


en el punto correspondiente a t = 0 y la ecuacion del piano osculador en el mismo punto. 

Solution 

para t = 0, x=l, y=0, z = V3. Luego /*(!,(),>/3) 


La ecuacion de la recta tangente es: L T \ 


x-x x y-y } 


x(t) = e cos t 

x'(0 = e cos t-e sen/ 

y(t) = e sen t => * 

y'(t) = e sen/ + e cost * 

z{t) = V3e 

ii 

•n 


x'(0) y'( 0) z'( 0 ) 


x'(0) = 1 
/( 0 ) = 1 

r'(0) = V3 


, de donde 
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L t : 


x-\ _y — 0 Z-V3 

1 1 V3 


L t \ x~l = v = ■ 


Z-S 


La ecuacion del piano normal es: 

P N : x' (0)(x - x x ) + y' ( 0)(y - y,) + z' (0)(z - z x ) = 0 

P N : (x-l) + (>-0) + V3(z-V3) = 0 

P N : x + y + -Jlz = 4 




X-X { 

y-v x z-z, 

La ecuacion del piano osculador 

es: P {) : 

Jf'(0) 

v'(0) z'( 0) 



A-"(0) 

v"(0) z"(0) 

x (0 = e cos / -e sen / 

x"(t) = -2e sen/ 

jc"(0) = 0 

y'(0 = e sen t + e cost => 

v"(0 - 2/ cos / 

=> 

y"(0)= 2 

II 

II 


z"(0) = a/3 


Po- 


x — I 


>-0 z-V3 

1 a/J 

2 a/3 


= 0 


a/3.t + a/3 v-2z + /3 = 0 


2.40 Curvatura.-j 

Consideremos una curva C dada por la funcion vectorial /(/) = J\ ( t ) / + f 2 (0 j + J\ (/) k , 
Uamaremos curvatura de flexion o simplemente curvatura a la razon instantanea de cambio de 
direccicSn de los puntos de la curva C, con respecto a la longitud de arco. 


fU 0 ) y fU 1 ) son dos puntos de la curva C y T(t 0 ) y T(t { ) son las respectivas 

> 

tangentes unitarias, entonces la curvatura en el punto f(i 0 ) es dado por k(t {) ). 
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A7l 

Wf»)- lira i—J 
ar-o AS 


lim 


i -** 


II r(f 1 )-r(/„)ii 

S(t\) — S(to ) 


II 7’(/ 1 )-7’(/ 0 )|| 


lim 


h zh 

S(t x )-S(t n ) 
t\ -to 


II r'(/ 0 )|| 
II/'(/„) II 



Observation.- El cambio de direction es dado por 0 pero para 0 pequeno se ticneO «[[AT’!. 


2.41 Definicion.-l 

Consideremos una curva regular CaR parametrizada por la longitud de arco es decir 

3 y: [0,l]. . > R * 3 tal que: y([0,Z,]) = C. Sea 7 , (S) = y , (S) el vector tangente 

unitario a la curva en el punto y (5). 

—> —► 

A la derivada del vector T(S) se denomina vector curvatura de la curva y y denotaremos 

por: k(S) = T'(S)=y"(S). 

—* —> --> 

Observacion.- Como T(S) es unitario es decir ||7\S)||=1 entonces el vector T'(S) = y "(S) es 

perpendicular a T(S ), por lo tanto el vector curvatura tiene la misma direction que 

el vector unitario normal principal N(S) entonces existe un numero real K(S) tal que 

—► —> 

'(S) = k(S) N(S), luego al numero k(S) se denomina curvatura de la curva en el punto / (S’) y es 


dado por k(S) = || k(S) |[ 
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2.42 Otra forma de la ( urvatura.-J 



k=\ 


d -L 

dS 


dT 

dO 

dS_ 

de 


Sea 0 la medida del angulo en sentido contrario a 

—» —> 

las manecillas del reloj desde i a T entonces 

—9 

T(0 ) = cos0. / + sen(9. j y por lo tanto 


dT(0) 

■'= -sen#. / + cos 6 ). / como - es un 


de 


dO 


d T(0) 

vector unitano y TO ).-= 0 ademas: 

dO 


— INI —11=11 — II 

de dS dS 


Ml —| 

dS 


Teoi’fema.^ 


Para una curva plana descrita por la ecuacion C: r(t) - x(t). i +y(t).j demostrar que la 

. ... |x'(t).y'(o-Jc"(o-/(o| 

curvatura viene dada por la expresion. k(t) = -;- 5 —— - 

(*'(/) +/C0 ) ‘ 
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Demostracion 


D s r(t) * r'(t\ 

Se conoce que k(t) =||-II, donde T{t) =- 


llr'(OII 11'•'(Oil 

-* -f ♦ -» -fr 

como r(t)-x(l).i +y(t).j =i> r'(t) = x'(t).i +y'(t). j 


r(/) = 


r'(0 


II r'(t) \\=jx'(t) 2 +y'(t) 2 

x'{t) 7 , y(0 


II'•'(OH -Jx'(t) 2 +y'(0 2 ^jx'(t) 2 +y’(t) 


D, T(l) - 


x'\t).y\t) 2 -x\t).y"(t).y'(t) 7 , x'{t) 2 .y''{t)-x'(t)jc"(t).y'(t) 7 


(x'(t) 2 +y'(l) 2 ) 3 ' 2 


l + - 


(* , (*r+/(*r) 


2x3/2 


(*'(o 2 +y(o 2 ) 3/2 




(*w +/(o 2 r 


A iiAnoii u'co.yco-^’co.ycoi ^’(o 2 +y(o 2 
Hr'(oii (*'(o 2 +y(o 2 ) 3/2 - ^'(o 2 +y(o 2 

|*'(0.y'(0-*”(Q./(0| 

? (x'(o 2 +y(o 2 ) 3/2 


2.44 Teereoaa.-l 


Si una curva plana tiene la ecuacion cartesiana C: y = f(x), demostrar que la curvatura 


en el punto (x, f(x)) es: 


*(*)= 


!/"<*)! 

(1 + /- W 2 ) 3 ' 2 
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Demostracion 

Expresaremos a la curva plana en forma parametrica r(t) = t i +f(t) j de donde 
x (t) = t, y(t) = f(t) de donde: 


Jx'(0 = l *"(/) = 0 

1/(0 = /'(*) ^ y'\t)=f"{t) 


ademas k(t) - 


|*’«)..v"(0-*' , (/)./(/)| U"(p| 

(x’(t) 2 +y'(t) 2 ) 32 (l+/*(0 J ) WI 


de donde se tiene: k(x) = 


Lrcol 


(l+f(x) 1 ) 3n 


Ejemplo.- Hallar la curvatura de la curva dado por: C: x = e +e r , y = e*-e r en t = 0. 


Solution 


jx = e r + e ‘ 


\x'=e' -e~' 


[y = e'-e' [y=e'+e 1 


(x'(0) = 0 

1 /( 0 ) = 2 


\x"=e' +e ' 
[ y"=e r -e~' 


x"=2 

/•=o 


*( 0 ) = 


|x , (0).y , (Q)-x"(0).y(0)| jo-4[ I 


(jc'(0) 2 +/(0) 2 ) 3/2 (0 + 4) 3/2 2 


Ejemplo.- Determinar la curvatura k de la curva y = In x en el punto (e, 1). 

Solucion 

1 1 

y = \nx => /(*)= — => y"(x) = —- 
jc x * 


1 1 
de donde y\e) =— => y"(e) = -— 
e e 
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k{e) = 


k’(e)l 


(l + /(e) 2 ) 3/2 


( 1 +—) 
e 


3/2 


(l + e 2 ) 3/2 


k(e) = 


(l + e 2 ) 3/2 


|2.4S 

Consideremos una curva C :/(/); el radio de curvatura p(t) en el punto f(t) de la curva C 

es el reciproco de la curvatura en ese punto, es decir , si k(t)* 0. 

*(0 

—• —♦ “♦ —# 
Llamaremos centro de curvatura de C en f(t) al punto C = f(t) + p(r) iV(/) , donde N(t) 

es el vector normal principal. 



El centro de curvatura se encuentra en el lado concavo de la curva. 


Ahora consideremos un punto P de la curva donde k * 0, considerese el circulo tangente a la 
curva C en P que tiene la misma curvatura. 


EL circulo cuyo centro es el centro de curvatura y su radio de curvatura se llama circulo de 
curvatura (o circulo osculador o circunferencia osculatriz). 
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2 3 

Ejemplo.- Hallar la circunferencia osculatriz de la curva f(l) = (t,t ,t ) enelpuntot= 1. 

Solucldn 


Calculando la curvatura k(\) =|| 


r-(i) 


II 


II/'(Dll 


f'(t) = (Wr 2 ) => /'(l) = (1,2,3) => ||/’(l)||=Vl4 


ll/'(Oll = Vl + 4i 2 + 9t 4 de donde la tangente uni tana 


T«)= - (,) - ■ = ( ‘ 


2t 


3t‘ 


writ) ii 


Vl + 4r 2 +9? Vl + 4r 2 +9r 4 yjl + 4t 2 +9t 4 


r(0«(- 


4/ + 18r 


2-18f 4 


12r‘ + 6f 


(l + 4r 2 +9r 4 ) 3/2 ’ (l+4r 2 +9r 4 ) 3/2 ’ (l + 4r 2 +9r 4 ) 3/2 


f(i)=(-^L, => nf(i,n=^ 

7V14 7V14 7V14 7 


-* r’d) i 

7V(1) = —— = 1-8,9) 

II r (i)ii V266 
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como la curvatura es &(1) =11 


no 

II/'0)11 


Vi9 

7^14 

1 


98 


ademas el radio de curvatura es p(l) =-= .— 

Jfc(l) V266 

osculatriz es c = f{ 1)+ = 


y el centro de la circunferencia 
(-11-8,9) 


58 37 82 

C( 19’ 19 ’ 19^ 


Luego la ecuacion de la circunferencia osculatriz es: 
58 , 37 2 82 2 686 

(x+—)+(y +—) +(z -) =- 

19 19 19 19 


I U£ Tor$*do,4 


La torsion o curvatura de torsion es un numero real que indica el levantamiento de una 
curva C en un punto respecto de su piano osculador en dicho punto. 

Este valor esta determinado por la razon de cambio instantaneo del vector binomial respecto 

B' 

a la longitud de arco, es decir —, como este vector es paralelo a la normal principal N , es 


B' 

decir — es igual a N multiplicado por un numero real; al opuesto de este numero real se 

—> 

denomina Torsion de la curva C en /(/) y denotaremos por t es decir: 


B' 

— = -tN => B'=-S't N 


Observacion.- Si la curva C: /(/) es plana, entonces su torsion es nula (x = 0), por lo tanto B es 
constante, la ecuacion del piano osculador es el mismo en todos los puntos, al 
reciproco de la Torsion se denomina radio de Torsion. 
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Observation.- 


D 


Si y : [0, L] - > R 3 es una curva parametrizada en terminos de la longitud de arco, entonces 

se tiene: 


t(S) = 


<T'(S)«7 m <S».Y m, <S) 


iiy’wir 


2) Si a: [a. b\ - > R 3 es una curva parametrizada arbitraria entonces se tiene: 


x(r) = 


(a'(t)xa’’(t)).a'"(t) 

II (t)ll 


Ejemplo.- Hallar la Torsion de la curva a(() = (f 2 ,/,/ 4 ) en el punto t = 1 

Solucion 


a(/) = ('V,0 =* 


a'(r) = (2r,l,4t ) 
a”(t) = (2,0,12r 2 ) 
a'"(0 = (0,0,24r) 


a'(D = (2,l,4) 
a"(l) = (2,0,12) 
«"•(!) = (0,0,24) 


a ' (1) Jc ot "(1) = 


1 j k 

2 1 4 

2 0 12 | 


= (12,-16,-2)entonces || a'(l)xa”(l) || = a/144 + 256 + 4 = ^404 


x(l) = 


a'(l>a"(l)-a , "(l) 

||a'(l)Jca"(l)|| J 


(12,-16,-2).(0,0,24) 


48 12 

404 101 


404 
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12.47 Formula de Freni 


Las formulas de Frenet - Serret, son las que describen el movimiento del triedro movil a lo 
largo de la curva C y son: 

a) T'{t) = k{t)S'(t)N{t) 

b) B'(t) = -r S'(t)N(t) 

o m = -ms 1 «) r (o +t s'(o m 

Las dos primeras formulas se obtiene de las definiciones de curvatura y Torsion. 

La tercera formula se obtiene de N(t) = B(t)x T{t) de donde: 


N’(t) = ~B\t)xT(t) + B(t)x r(0 = (-T S'(0N(0)XT(t) + Bit)x(k(t)S ’(0 N(t )) 
= -r S'(t)(N(t)x T(t)) + k(t)S'(t)(B{t ) * N{t)) 

= r S'(t)(T(t)xN(t))-k(t)S' ( t ) N(t)x B(t) 

N'(t) = r S'(t ) B{t) - k{t)S'(t) T(t) 


|2.48 Component Norma] y Tangenclal de la Aceler»d6n.-j 


Consideremos un punto P e C: f{t) de una curva plana, el vector unitario normal N(t) en p 

d_ 

-* dS 1 dT dT 

definiremos mediante. N =---, de donde — = k N 

k dS dS 

o 


ahora bien T = cos0. i + sen0. j , de donde 
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dT dT dO * * dO 

-=-.-= (-sen0. i + cos0.y)— de lo cual se sigue que T.N = 0, por lo tanto N 

dS dd dS dS 

es un vector unitario perpendicular a 7 y que apunta al lado concavo de la curva. 



Ahora expresaremos la aceleracion vectorial a(t) en terminos de T(t) y N(t ), es decir la 

—► 

descomposicion del vector a(t) en sus componentes Tangencial y normal a la curva 

—> —> 

C: f(0 y puesto que el vector velocidad V(t ) satisface. 


?(<hi?(oii t ( t )=~. nt ) 

dt 


-» dV(t) d 2 S -* dS d T(t) d 2 S -> dS d T(t) dS 


de donde se tiene: 


d 2 S 


a(t) = — T .T(t)+& 2 kN(t) 

dt dt 


Luego a a (?) expresaremos en la forma: 

—> —> —► 

a(t) = a T {t) T{t) + a s (t) N(t) donde las componentes de la tangente y normal son: 
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d 2 S dS 2 

MO = —— y a N (t)=k (—) 

_*_ dt 

para calcular fl v ( I ) se necesita calcular la curvatura k, sin embargo, esto se puede evitar al 
—> —> 

advertir que T(t) y N(t) son perpendiculares por lo tanto: 

ll*(Oll 2 =(MO) 2 +(M ')) 2 


.4! Ejercicios Desarrc 


1) Una partfcula que se mueve por la sola influencia de la gravedad, tiene por aceleracion 
—> —♦ 

/ M (0 = (0,0,-g) donde f(t) es el vector de posicion y t representa el tiempo, si la partfcula 
parte desde el origen cuando t = 0 con velocidad constante K(f) = (2,0,1) probar que: 
/(f) = (2f,0,r-^-g/ 2 ) 

Soluclon 

—» —> 

Se conoce que a (/) = /"(f) = (0,0,-g), ademas 
V(t) * J = J (0,0 -g)dt = (c, ,c 2 ,-gt + c 3 ) como 


F(0) = (2,0,1) F(0) = (c 1 ,c 2 ,c 3 ) = (2,0,1) entonces Cj=2, c 2 =0, c 3 = 1 por lo tanto 

V (/) = (2,0 ,-gt + 1) integrando /(/) = jv(t)dt = J(2,0,1 - gt)dt = (2r + c, ,c 2 ,t -g‘—+ c 3 ) 
como /(0) = (0,0,0) => /(0) = (Cj,c 2 ,c 3 ) = (0,0,0) entonces c { = c 2 = c 3 = 0 
-* t 2 

m-ot&t-g—) 
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2) Un movil se mueve con velocidad constante, V > 0 siguiendo en trayectoria circular de radio 
r, un cohete lo persigue con velocidad tambien constante V partiendo del centro de la 
circunferencia y manteniendose siempre en la recta que une el centro y el bianco. ^Cuando 
da en el bianco el cohete? 

Solucl6n 



de 

V = R - ...(1), 

dt 


V cohete = V = movil = constante 

radio = constante y V = constante entonces su vector de 

posicion sera: R = R(cos G , sen 0 ) y su velocidad sera 

- - dO 

V = R'{t) = tf(-sen0,cos0)—— 

dt 

I—j -— 3 — dO dO 

\\V\\=V = Wsen 2 0 + cos 2 0 — = R entonces 

dt dt 

para el cohete su vector de posicion sera 


r = r(cos0,sen0) 


-* d r dr dO 

V - -=(cos0,sen0) — + r(-sen0,cos0)- 

dt dt dt 



= V = constante 


dr 


2 dO 2 


V =(—)■‘+r (—) 
dt dt 


... ( 2 ) 


de v 


pero de la ecuacion (1) se tiene-= — que reemplazando en (2) tenemos 

dt r 


, dr , 2 V 2 dr , V 2 , , dr V r~ 7 - j 

V 2 =(—) +r —r*, despejando tenemos (—) =—^~(R -r ) => — = —\R -r 
dt R dt R dt R 


R dr 

V / d 2 2 

v yR -r 


= dt , integrando ambos miembros. 
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R (R dr [t R r jR R Rn 

— | . = I dt => —arcsen— / = / de donde —arcsen 1 =/=>/=- 

K'°Vtf 2 -r 2 0 V R 1 0 V 2V 

. ,*.44 J- 

donde R y V son datos y ti constante. 

3) Dada la curva engendrada por la funcion vectorial de variable real 

/(/) = (-1 + sen2/.cos3/, 2 + sen2/.sen3/, -3 + cos2/) ^Esta sobre la esfera de radio 1 y 
centro (-1,2,-3)? 

Solution 

—> 

Las ecuaciones parametricas de la funcion vectorial /(!) son: 

x = -1 + sen 2t. cos 3t , y = 2 + sen 2t. sen 3t , z = -3 + cos 2t 
—> 

La curva C: /(/) esta sobre la superficie esferica de radio 1 y centro (-1,2,-3) si al eliminar 
el parametro t de las ecuaciones parametricas se obtiene la ecuacion de la esfera de radio 1 y 
centro (-1,2,-3). 

x = -l + .sen2/.cos3/ (x + 1) 2 = sen 2 2t, cos 2 3/ 

- y = 2 + senltseriit =>(>>-2) 2 = sen 2 2tsen 2 2t 

z = -3 + cos 2t (z + 3) 2 *• cos 2 2/ _ 

(x + 1) 2 + (y — 2) 2 + (z + 3) 2 = sen 2 2/(cos 2 3/ + sen 2 3t) +cos 2 21) 

2 2 

- sen 2/ + cos 2/ = l 

(x + l) 2 +(_y-2) 2 +(z + 3) 2 = 1 

4) Sean C x y C 2 las curvas descritas por: 

- f/ 2 1 , , 

Q: f (/) = (J senxafr, cos/,—-1) , /e[0,/rj 

0 7t 

C 2 : g(0) = (e e , l-e 2fl , 2-2e e ) , 6 e R 

Hallar, si existe, la interseccion de y C 2 ; en caso de que exista, hallar el angulo de 
interseccion. 
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Solucion 


2t 

AlacurvaCj se expresa f(t) = (1 -cosr, cost, —-1) 

71 


Si 3 pe CjnC 2 => pe C x : f(t) a pe C 2 : g(6) 

21 q 2q Q 

entonces p(l-cosr, cosf,—-1 )-p(e ,1-e ,2-2e ) para algun t, 0 e R. 



71 

1-cosr = e 6 

'—✓ 

C/J 

o 

o 

1 

II 

© 

■cost = \-e 2e => 

e 2e = 1-cosr ...(2) 

2 1 6 

— -1 = 2- 2e e 

71 

s 3 t 

..(3) 

igualando (1) y (2) se tiene e 29 = e e =* 0 = 0 

e 3 t 

como e =—-— => 
2 71 

71 

para 0 = 0 => t = — 

2 


cos 6 = 


f'(-) 

g'( 0) f V 




Q n & ^6' 


Luego f{-) = (1,0,0) = 5(0) ^ 3 pe C,nC 2 


£ ( 0 ) = ( 1 .— 2 ,- 2 ) 


71 2 

f (—) = (sent-sent, —) 
2 71 


ahora calcularemos el angulo de intersection. cos 6 = 


0.-2.-2) V 

V1 + 4 + 4 


.1 + 1 + - 
y 71 



5) Hallar la representation parametrica de la curva descrita por un punto P de una circunferencia 
de radio a (a > 0) que rueda (sin deslizamiento) sobre una recta. 


Solucion 
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Supongamos que la curva es descrita por el punto P(x,y) y ademas supongamos que el punto 
P comienza a rodar a partir del origen de coordenadas y la recta sobre el cual rueda la 
circunferencia es el eje X. 



Sea OM ~ arc. MP = aO ... (1) 

En el A CQP, tenemos PQ = a sen 6 y CQ = a cos0 
para ON = OM = NM = aO - PQ = a6 - a sen 0 
entonces x = a 0 - a sen 0 


y = NP = MQ - MC- CQ - a - a cos0 entonces y = a - a cos 0 
Luego las ecuaciones parametricas de la curva son 
x = a(0-sen0) , y=a(l-cos0) , 0^0^ 2 n 

es decir: f(6) = a(6 -senfl, l-cos0) 

6) Hallar la representacion vectorial de la curva C definida, como la interseccion de las 
superficies z = x 2 -y 2 , x 2 + y 2 -2y = 0, dirigido de manera que z decrece cuando x 
es positiva. Luego graficar la curva C y determinar una expresion para la longitud del arco. 


SotacKm 
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2 2 2 2 

a) De la ecuacion x + y -2y = 0 se tiene x +y -2y que reemplazando en 
z = ^4-x 2 -y 2 resulta z = ^4-2 y ahora si y = t se tiene las ecuaciones par a me trie as 
de la curva, x = ±^2t -1 1 , y = t, z = *j4-2t 

f{t) = (±ht-t 2 

b) De la ecuacion z = y4-x 2 -y 2 tendremos que x 2 + y 2 + z 2 = 4 que es la ecuacion de 
la esfera de centro (0,0,0) y radio r = 2. 

La ecuacion x 2 +y 2 =2y y se expresa x 2 +(y-l) 2 =1, (z = 0, x 2 +(y-l) 2 =1 
circunferencia en el Plano XY) que viene a ser un cilindro de centro (0,1,0) y radio 1 en 
R 3 y generatriz al eje Z, es decir: 



c) Como f(t) = (±^2t -t 2 , f , -j4-2t ), calculamos su dominio es decir: 

2 t-t 2 £0 a 4-2/£0 => t e [0,2] 

- 1 -r 1 | 9r + 2 f 2 I 9/+ 2 J 
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7) Una particular parte del punto (2,—,V?ln2) en el instante t = 0 y se desplaza sobre la curva 

de ecuacion C: f(x) = (e x ,e~ x ,*j2x)> de tal manera que en cada instante t, la distancia 
recorrida sobre la curva es 2t. Hallar una funcion vectorial en terminos de t que describa el 
movimiento. 

Solucion 

Expresaremos x en terminos de t, mediante la condition 

C x -» -* 1 

2/ = I \\f'(x) \\dx de donde f(x 0 ) = (2,— ,ln2) entonces 

Jin 2 2 

(e*°,e~ x,> ,-j2xo) = (2,— ,V21n2) => e x ° =2 => Ac 0 =ln2 

fix) = (e x ,e x ,-j2x 0 ) => f'(x) = {e x ,-e~ x ,V2)=> ||/'(*)ll= -Je 2x +2+e~ 2x =e x + e~ x 


2/ = f {e x +e~ x )dx = {e x -e~ x ) / =2senhx f 
Jin 2 / In 2 / In 2 


2t = 2 senh x - 2 senh (In 2) => senh x = t + senh (In 2) 


1 


-5 Jn2 - ln2 2 — 77 o 

3 e — e 2 * 

x = arcsenh(t + senh In 2) = arcsenh(t + —) donde senh(ln2) =---- —— = — 


g(0 = /(/) = /(arcsen(/ + -)) = (e 

4 


<3 3 1 ^ 

j arcsen/»(f+—) ~arcsenfi(/H—) i — j 

" ' 4 ,e 4 , V2arcsen h(t+-)) 


8) Una funcion vectorial / satisface a la ecuacion //'(/) = f(t) + t A, V t £ 0, donde /J es 

—♦ —* _ —♦ -• 

un vector fijo, calcular /"(l) y /(3) en funcion de ^ si /(1) = 2 A 

Solucion 

Derivando a la ecuacion t f'{t) = f(t) + t A se tiene: 
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+ => /"(/) = — => integrando /"(0 = — setiene. 

t t 


f f 

J/ M (/)d/ = J—d/+c => /'(/) = ,41n/+ c 


/'(l) = c y para calcular el vector constante c se sabe que 

* *♦ •+ -+ f(t) + tA -> -> —► 

tf'(t) = f(i) + tA => /'(*) =- y como /(l) = 2 A => /'(l) = /(l) + ^4 

/ 

entonces c=3^ por lo tanto /’(/) = ^ In? + 3,4, integrando /(/) = (/In/-/) .4+ 3 ,4/ + k 


como /(1) = 2,4 => /(l) = 2,4+& => 2A = 2A+k => k = 0 por lo tanto 


f (t) = (tint -t) A+3 At de donde /(3) = (31n3 + 6)^ 


9) Si /(/) = - 


-(cos/, sen /), d > 0, describe una parabola, hallar el angulo que forma los 


1-cos/ 

—> —> —> —> 

vectores f'(t x ) y donde /(^) eselverticey f(t 2 ) el extremo del lado recto. 



Solucion 


7(6-c 


d cos / 
1-cos/ 


d sen / 
1-cos/ 


?'(0 = (- 


tf sen; 

(1 -cos?) 2 


-d 

l-cos; 


•~(l) 

... ( 2 ) 


Evaluando la ecuacion (1) 


7(0)=(*>.*>)./(-)=(<u), 7(^)=(--.o). 

2 2 

7(—) = (0.rf) . /(2>r) = (*>,»> 

2 
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Lado recta= LR = d(A Xy A 2 ) J donde A^(O y d) y A 2 (0-d) 


d cos/ 2 tfsen/ 2 


/(' 2 ) = (----) = (0 ,d) =* r 2 =- 

l-cos/ 2 l-cos/ 2 2 


como el vertice es V = (—-,0), entonces 


-> tfcos/, Jsen/, d 

r('i) = (-- L .---) = (-—,0) => /, = * 

1-cos/, 1-cos/, 2 


como /'(/) = (- 


l| 1 tudl| 

d sen/ 


—d -> n d -* d 

- -"T»~-) => -d) y A*) = (0,--) 

(1-cos/) 1-cos/ 2 2 2 


ademas cos 0 = 


II 7’(^)ll II 7*(n) II 


d^_ 

S 2^5 

«/ 2 Vs 5 

4 


2^5 2-\/5 

COS0 = —— => 0 = arccos(——) 


2 2 

10) Dada la elipse 18x +50j> = 1800, alrededor de esta curva se forma un solido de manera 
que todas las secciones perpendiculares al eje de las X son elipses cuyos focos estan sobre la 
elipse dada, los ejes mayor y me nor de cada seccion son proporcionales a los de la elipse 
dada. Hallar el volumen del solido. 



Soluci6n 

La elipse 18x 2 + 50^ 2 = 1800 se expresa en la forma 


x 2 y 2 

— 2 -+— = 1, entonces 
a b 


| a 2 =100 
|* 2 =36 




= 10 
6 * 


x’ 2 y 2 

La elipse transversal tiene por ecuacion —75” = ^» 

q' l b 

como los ejes son proporcionales se tiene 
a b 10 6 5 

a~b' ^ a'~b'^ a '= 3 b '- 
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Segun la figura 0 ' f x = c = y = —VlOO-jt 2 


( 1 ) 


y segun la propiedad de la elipse: 


,2 , ,2 ,2 f 2 ,2 I 12 >£ ft . ■ 

c +6 =a =>c =a -A como a =—b se tiene 


,2 


2 25 b’ 2 2 16 2 , , 

c' 2 - b' 2 =—b' 2 =>b' 2 =9c' 2 


( 2 ) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: b' 2 --(100-j/) 

16 25 


9 9 


el area transversal es: A(x) = n a'b' 


5 , Tin , 

A(x) = n-b' 2 = —— (100-jc'), luego 


f* 2 P» 27 2 

F = J A(x)dx = 2] — n(l00-x 2 )dx 
x i *o 80 


V = 450nu‘ 


11) Sea la curva C descrita por /, que reparametrizada tiene por ecuacion 

2 * 2 

"* s d h{s) 2 ~* dt 2 tr d t —> 

h(s) = (— -+1)/(0) y se sabe que - — = kf(0)(—)e+k—f(0)e. Hallar 

Il/(0)|| ds ds ds 

la ecuacion vectorial de la curva C en terminos de t. 


Soluckm 


por determinar C: H(t) = H(y/(s)) = h(s) 


como A(s) = (—-— +1)/(0) => h'(s) = (- - -+ 0)/(0) 


11/(0)11 


11/(0)11 


A"(J) = 0 


d 1 h{s) 


ds 1 


= 0 


... ( 1 ) 
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12 ) 


2 * 2 
d h(s ) 2 dl 2 kt d l-* k , 

ademas - = k 2 /( 0 )(—) e +k —7 f(0)e 

ds‘ ds ds 


... ( 2 ) 


dc (!) y (2) se tiene: 


2 dt 2 it d t -* dt , 

*’/( 0 )(—) e + *—r/( 0 )e = 0 , simplificando £(—)* +—7 = 0 , resolviendo esta 


dt dp d 2 t 

ecuacion sea p = — => — = —r reemplazando se tiene: 
y ds ds ds 2 


2 dp dp l 

kp +— = 0 kds + = 0, integrando ks - = c=>ks -c = —, dc dondc 


ds 

1 


P = 


P 

dt 1 


ds 1 

, , , dt =- - integrando t = — ln(*$-c) + Ci entonces 

ks-c ds ks-c ks-c k 


(t-c { )k -ln(ks-c) => ks-c = e {t c ' )k = Ae kt => = ks-c de donde 


c+Ae 


s = 


• = V'fO .... (3) , reemplazando (3) en la funcion 


h(s) = (— -+1)/(0) => H(t) = H(v(t))=h(s) 

ll/(0)|| 

c+ Ae kt 


Hs ) = # (0=(—r— +1 )/(°) 

11/(0)11 


:.H(t) = ( - ± -+ i)/( 0 ) 


*11 /( 0 ) || 


Una particula se mueve en el piano XY, segun la ecuacion x = e 2t cos 3/ , y = e 21 sen3r, 
encontrar la longitud de la trayectoria desde el punto t = 0 a t = n. 

£q|||£|£|| 
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Sea C\ 'cos 3t,e ' sen3(). derivando se tiene 

f’(t) = e '^cosSr + SsenSr, 3cos3f-2sen3r) 


II /'(Oil 




2 cos 3t + 3 sen 3i) 2 + (3 cos 3l - 2 sen 3 1) 2 


] = Vl3« 


Luego L = f* || /’ (/) ||A = f *Ji3e 2, dt = -- 3 f ^ - /" 
Jo Jo 2 7 o 


i = — (l-e- 2 ") 
2 


13) 


Calcular la longitud de La curva cuyas coordenadas cilindricas son r= 1, 0 = t, z = t, 0 

<>i<>2n. 


Soluclbn 


Las ecuaciones de la curva en coordenadas cilindricas son: 


x = rcosfl 
y = r sen 0 
z = z 


X = cos t 
=> ) y - sen r 
I z = r 


Luego C: f{t)~ (cossenf, /), t e[0,2 n\ 9 calculando su derivada 

**♦ “• r~ 

/'(() = (-senLcos/,1) de donde ||/ , (r)||=v2 entonces 

Z, = f*" || /' (t)\\dt j^di = 2-j2n L = ljin 


14) Hallar la longitud de arco de la curva descrita por: C: /(f) = (j^rcosxotc, J^jrsenxflDr, f) 

Soluclon 


r o 

|| /'•(Oil A , de donde 
/’(0 = (f cosr.f sen /, l) => || /’(r) ||=Vf 2 + 1 


. x» N^+1 <* 
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-♦ f/cosu ft senu r 

15) Encontrar la longitud de la curva definida por: C: a (/) = (J - du y ] - du, 4VO 


entre t - 1 y / = t x , sabiendo que a (t x ) es el punto donde a '(f,) es paralelo al piano YZ; 


1 </, <2 


como 


Soluci6n 

-* IVcosu psenw r 

a(/) = (J - du,\ - du, 4VO. derivando 


se tiene: 


cos/ sen / 2 -> cos/! sen/ t 2 

«■(<)=( —,—=) => «•«,)=(— L ,— L ,—) 

t t -jt /, 


M 


«. ’VT 


como a'^Z/PlanoYZ => =(1,0.0) entonces 

-* -* cos t. senf, 2 

a'(h) * =0 =» (- L ,- l ,- 7 =).( 1 , 0 , 0 ) = 0 

*1 r i V*i 

cos/, n 

-- as o => cos/j =0 => /j = - 


“V v .cos/ sen/ 2. -vl — 4r 2 

ademas a (/) = (—,- —) => ||a'(/)|| =- 


/ 1 r 
fff/2 Vl + 4/ 2 


f«/2 fw/2 Vl+4r - - ^ (V2ir + l-l)(V5 + l) 

Z= I |a'(/)|d/ = J -<// = V^T+T-^S +ln(—---) 

1 1 / 2V2 n 


16) Una curva esta definida por las ecuaciones parametricas x = ‘Ja 2 -t 2 , 

+ / V? 

y = a ln( j ) - /, longitud de esta curva desde t = 0 hasta t = —ac s, a In c calcular 

\a-t‘ 


el valor de c. 


Soluckm 


f -r* I dx 2 dv j 

Seoonoceque L=\ J(—) + (-*-)* dt = alnc 

'o \ dt di 
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17) 


:-ya 2 -t 


dx -t 


i , Q + t v 
y = a ln(—p===^) - 1 


V a 2 -/ 


* Vo 2 -/ 2 

rfy f 2 


dt a 2 -t 2 


. tl ± )!dl . .<w 

J 0 V dt dt J o \a 2 -t 2 (a 2 -t 2 ) 2 'o a 1 -f 


S 


-yin (a 2 -t 2 )j 2 =alnc. 


donde 


-—[in—-lna 2 ] = a Inc => —In 4 = Inc => c = 2 

2 ‘ 4 2 


Consideremos dos curvas, definidas por: Q :f(t) = (t,e‘), 0 £ t £ 1, 

-> 

C 2 : g(f) = (f + lnf,f-lnf), 1 donde Lj y Z 2 son sus longitudes, respectivamente, 

Z, 

Calcular el valor de —. 

Z 1 

Solucion 

La longitud de una curva esta dado por: Z = f || f'(t) || dt , calcularemos lar longitud Zj 

Ja 

que corresponde a la curva C { : f(t) = (t 9 e r ) 9 0£t£l 

f'(0 = (U l ) =* ||/'(OII = Vl + e 2r 


A = J 0 II /'(OII dt = j^l+e 2 ' dt 


... ( 1 ) 


ahora calcularemos la longitud Z, 2 que corresponde a la curva C 2 : g(/) = (/ + lnf,f-lnf)> 
1 £t£e 
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18) 


II t — 4\ + t : 

1 + yJ--) => II g'U) ||=V2^—y— 


L 2 = pig'(Olid/ = sea t = e ^ dt = e u 


du 


para t = 1, e u ~ 1 => u = 0 , t = e, u = 1. 


L. =V2f‘VjJ'VlV" du = 42$4i^Fdt 
1 J \ ( J o e u J o J 0 

r JlfjuSdt 


Luego — = —fi- 0 




= V 2 


- = V 2 


Hallar la longitud del arco desde t = 0 a de la helice conica de ecuacion 


p = t,e = t, (p — 

4 


Solucion 


Sea C: p = t, 0 = t, cp= — la helice conica que expresado en coordenadas esfericas se 

4 


tiene: 


C: 


jc = pcosO sen<p 
y= p sen# sen<p C: 4 
z = pcos<p 

42 


41 

X =-/cos/ 

2 

V 2 

y =—/sen/ 
2 

42 

2 - -/ 

2 


Luego C, f(t) = —^-(tco6tjsentj) dedonde 
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L=fyrmdl-t iin Ji'j2^t r dt =^[^2 + f 2 +ln|/+>/2+^ |]/ 

Jo Jo 2 2 2 / o 

= ^-^[71^1 + n 2 +ln(n +Vr+ 7i 2 )] = 8.6406 
2 

19) Hallar la longitud de arco de la linea r(t) = (e cost, e senf, e ) desde el punto (1,0,1) 
hasta el punto correspondiente al parametro t. 


Solucion 


Por calcular 


jV'fol*. 


donde 


r (a) = ( e a cos a, e a sena, e") = (1,0,1) => a = 0 

r(t) = (e cos t,e sen/,e') => r '(t) = (e cost-e sent, e senf +e r cost, e) 

=> || 1'm=Se' 

L = f || ~r'(t)\\dt= ^Se'dt = ^{e’-\) 

Jo Jo 


20) Consideremos la curva defmida por la ecuacion C { : f (t) = (e cost,e sent,e ); 

C 2 : g(t) = (t + 1 , t 2 , / + 1 ) 1 < t ^ 2 ti, en cuanto debe de incrementarse t para que la longitud 
de arco de Cj se incrementa en yf3(e-\) desde el instante en que C 2 intercepta a C v 

Solucion 

Calcularemos el punto de mterseccion de las curvas 
peC,: f(t) a C 2 : g(t) => /(<,) = g(l 2 ) esdecir: 

(e K cost { ,e tl senfpe' 1 ) = (t 2 + 1 , / 2 * l 2 + 1 ). de donde: 
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21 ) 


e' cosfj = t 2 + l ...( 1 ) 

e ' 1 sen t x =t\ ...( 2 ) 

e'=t 2 +1 ...(3) 

de (1) y (3) se tiene e'cos t 1 =e l => costj = 1 =?> t, = 0. 

Luego para tj = 0, /, = 0 que satisface la ecuacion (2). 

Luego el punto de interseccion es P( 1,0,1), de la condicion del problema se tiene 

[ \\ f'(t)\\dt =^3(e-l) de donde /'(t) = (e'cost-e sent ,e sent + e cost, e ) 

Jo 

=> \\f'(t)\\=4^e' porlotanto J e dt = ^3 (e -1) => e f Q = e-\ 

e -1 = e -1 => t = 1 , por lo tanto el incremento de t es en t = 1 . 

“> t t 

Consideremos la curva descnta por: /(/) = (/, a cosh—, a senh—), demuestre que la 

a a 

distancia a largo de la curva desde (0,a,0) hasta P 0 en la curva, es proporcional a la 
distancia de P Q en el piano XY. 

Solucion 


|* r 2 *♦ t t 

como \\f'{t)\\dt de donde /'(/) = ( 1 , senh—, cosh—) 

a a 


-* t l t] 

como /'(/j) = ( 0 ,a, 0 ) => (/,acosh—, asenh—) = ( 0 ,a, 0 ) => ^=0 


Luego f 2 ll + senh 2 — + cosh 2 — dt = f 2 J2(l + senh 2 — )dt 
Jo M a a Jo V a 


f 2 cosh— dt =-j2aSQnh~ / 2 = ^2asenh — 
Jo a a 1 o a 
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t2 fi 

Sea /g e C: f(t) => P 0 (t 2t acosh —, asenh—) por lo tanto que L = kd(p 0 ,P), k factor 

a a 

de proporcionalidad. 


L = V2flsenh 2 — = 42d(p 0 , P) donde k = V? por lo tanto L es proporcional a d(p 0t P) . 
a 


2 

22) Hallar la longitud de la curva definida por C: /(/) = (/,! + /), desde el punto en que f(t) y 


/'(/) son paralelos y de sentido contrario hasta el punto en el que los mismos vectores son 
ortogonales. 

Soiuci6n 


Para determinar L- I \\f'{t)\\dt , donde t l se encuentra con la condicion que f(t x ) y 
/’(/j) sean paralelos y de sentido contrano, es decir: 


/(/,)///'«,) =* 3Ae/f//(/) = Xf'{t x ) 

2 f ,1=A 

de donde (/ p 1 +/j ) = A(l, 2fj) => i . = 1 6 fj = -1 

[ 1 + = 2A/ ] 


para t l = 1 se tiene /(1) = (1,2) y /’(1) = (1,2) como tiene el mismo sentido no se 

—9 —• 

considera fj = 1 pero para t ] = -l /(~1) = (-1,2) ,/ f (-l) = (1,-2) tiene sentido opuestos, 

por lo tanto t x = -l si se considera, ahora calcularemos t 2 con la condicion que f(t 2 ) y 
—> —> —> —> —> 

/'(/ 2 )sean ortogonales es decir: f{t 2 )Lf\t 2 ) =$ f(t 2 )-f'(t 2 ) = 0, de donde 

(r 2 , l+f 2 ).(l, 2< 2 ) = 0 => 2tl + 3t 2 = 0 


de donde / 2 = 0 como /(/) = (/, 1 + / 2 ) = II /' ( 0 II = Vl + 4 / 2 
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23) 


L = |° ||/‘(f) \\dt = | ^Jl + 4t 2 dt =j h/l + 4; 2 +ln(2/ + Vl + 4/ 2 ) 


= 0 - T [-V5 + ln(-2 + V5)] = ^- [ V5 - ln( V5 - 2)] 

9 2 2 2 

Sea C la curva en el primer octante que resulta de interceptar la esfera jc“ +y +z =4 a , 


a > 0 con el cilindro x 1 + (y-a) 2 = a 2 , verificar que la longitud de la curva C esta dado 


por la siguiente integral 




lia 2 -, 1 


• i 4a 1 -r 


■dt 


Solucion 


jx 2 +y 2 +z 2 = 4a 2 

Sea C: i , la curva de intersection. 

2 , , .2 2 
\x + (.y-a) = a 


Parametrizando la curva C se tiene: 


x 2 +y 2 + z 2 = 4a“ y 2 + z l -(y-a) 2 = 3a 

=> 2 ? 
x 2 +(y-a) 2 -a 2 * + 2ay = 4a 


de donde 


4 a 2 -z 2 


y=- 


2 a 


-,paraz = t, se tiene: y = - 


4a 2 -z 2 


-=2 a-— 
2a 2 a 


y(t) = 2a 

2a 


como = 4a 2 -y 1 -z 1 


x 2 =4a 2 -(2a-—)-/ 2 
2a 


jc = ’ 


V 4q 2 / 2 -/ 
2 a 


x(/) = 


^4a 2 / 2 -V 

2 a 


Luego C: /(/) = ( 


V4a 2 / 2 -/ ' _ f 


. 2 a-—, /) 
2 a 


2 a 
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/. 1 = 



24) Hallar una funcion vectorial de variable real que tenga como rango la curva trazada por un 
punto P, que esta sobre una circunfere^cia de radio 1, cuando esta meda sobre el lado 
interior del circulo de radio 4. ^Cual es la longitud total de esta curva?. 

Solution 

Y t 

La ecuacion cartesiana es: x 2/3 + y m - a 2/3 de donde 



X 



x m 4 cos 3 9 , y = 4 sen 3 6 


x 2/3 + y 2n = 4 2/3 ; por lo tanto se tiene: 


/(0) = (4cos 6, 4sen 6 ), 0 g[0,2tt] * 


Lucgo i = 4 f || /*(0) || rfO. de donde 


to 


f' (0) = (-12 cos 2 0 sen 0,12 sen 2 0 cos 0) => || /' (0) ||= 12 sen 0 cos 0 


f ?/" 

L = A) 12sen0 cos6 dO =24sen 2 6 / =24, L = 24u 


L = 24 u 



25) Sea C una curva descrita por la funcion vectorial 

a(t) = ([ 2cos (nu 2 )duS 2sen(nu 2 )du , 2^3/), t ^ 0. Hallar la curvatura k de C en 


terminos del parametro longitud de arco S el cual se mida a partir del punto (0,0,0). 


Marin 
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Como a(/) = (J 2cosnu 2 du, I 2sen nu 2 du, 2^3 /), derivando 
0 o 


a'(/) = (2 cos 7i / 2 ,2 sen nt 2 ,2-y/3) => ||a'(/) ||= 4 


parametrizando en funcion de longitud de arco. 


S = L(r) = jj|a’(f)||<* = 4/ 


S = L( V (S)) = 4 V (S) => ¥ (s) = ^ 

4 


fj/4 2 f j/4 2 2^3 S 

a (V / (* y )) = (J 2cos/rw du y J 2sen^« dw,-)=y(j) 

'o 4 


-> 1 n s 2 1 n s 2 <J3 

y'(s) = (— cos-, — sen-,-) 

2 16 2 16 2 


2 2 2 2 
-* tt s ;r £ ;r s ns 

y"(s) = ( --sen-,-cos-, 0) como 

16 16 16 16 


I/\_ii \u_ L nS \ 2 , 2 2 JW \ 715 

^(■y) =1! y COIN • (—) ( sen — +cos —)= — 


n s 

porlotanto k(s) = -. 

16 

26) Sea C la curva descrita por la funcion vectorial C: f(t)-(e cos/, e sen t y e ), t £ 0, 
Describa la curva C en terminos de la longitud del arco s. 

Solucion 


Por determinar g(s) = f(y(s)) donde t = y(s) 


como /(/) = e f (cos/,sen/, 1) => f'(t) = e (cost-sent, sen/ + cos/, 1) 


II f' (0 11= ^ 2, ~|(cos 1 ~ sen 0 2 + (sen / + cos /) 2 +1)] = 4le* 
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27) 


S = £|| m || * = £ -fie' dt = S(e' - 1) 

r— { , S S 

como V3(e -l) = s => e = 1 + —= => t = ln(l + —=) = w(s) 

v'3 V3 

-► -* lo(l^) j in(l+4:) ,y l*l+-4) 

g(j) = /(i//(j)) = (e V3 cosln(l + -^=), e V3 senln(l+-^=r), e V3 ) 

-► V3 + S S+Jl V 3+5 s + V3 yfl+s 

g(s) = (-j=-co»\n(—j=-h —^=—*enln(—^=—), —^=-) 

—> —► 

Si C es una curva definida en el espacio tridimensional y si B'(t) existe, demostrar que B'(t) 

—y 

es paralelo al vector normal N(t ). 

Solucl6n 

La derivada de un vector de modulo constante es perpendicular a dicho vector. 

El producto vectorial de dos vectores paralelos es un vector nulo. 

-> -> —♦ 

Luego tenemos B = Tx N derivando con respecto a t 


—♦ —* —♦ 


B'=T'xN+TxN' como N = 


r 


11 r 11 


T'xN = T'x —= 0 entonces B'=T'xN' => B'IN' como N'A-N entonces B'LN 

II fll 


28) Sea a la trayectoria a(t) =(2t,t ,ln?) definido para t > 0, encontrar la longitud de arco de 
—> 

a entre los puntos A (2,1,0) y B (4,4,In 2) 

Sojucion 

• 2 

Sea C: a(t) = (2t J t ,ln t) una curva definida para t ^ 0 debemos de calcular 
L = £ || a'(r) || dt , entonces calcularemos los valores de a y b. 
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a (a) = (2a,a 2 ,lna) = ( 2 , 1 , 0 ) fa = i 

=> i , ademas 

- 7 li = 2 

a (b) = (26,0 ,ln6) = (4,4,ln2) 

* J i - * > - , - - - 

“ (0 = ( 2 , 2 /,—) => ||a'(0ll = j4 + 4r 2 +-l=2/+- 
t V t 1 - t 

L= j* || a'(t) || dt = f 2 (2t + = 3 + In2 

Ja Jl i 

29) Hallar las ecuaciones de la recta tangente y la ecuacion del piano normal de la curva 

2 2 

x~2t +1, y = t - 1, z = 3t , en el punto en que corta al piano XZ. 

Solucion 

La ecuacion de la recta tangente es: 

—» 

L = {P 0 + tJT (to ) /1 e R }, donde P 0 e L a Prz 

~* 2 2 * 

La curva en forma vectorial es f(t) = (2t +1, t-\ y 3i ) y /’(/) = (4?,1, 6 /) como 

-> —> 

P o (x,0,z) en /(/) entonces t=l.Luego P o (3,0,3) y el vector tangente es /'(l) = (4,1,6). 

L = {(3,0,3) + /(4,1,6) /t e r} 

La ecuacion del piano normal es: f'{l).(x-3, y,z-3) = 0 

P N : 4x + y + 6 z = 30 

—» 

30) Sea C la curva de ecuacion vectorial C: /(/) = (/, ln(sec/), ln(secf+ tg/)). Hallar la 
ecuacion del piano osculador en el punto en el que la curva C corta al piano XZ. 

Solucion 

Sea Pxz : piano coordenado XZ. 

—> —) 

p g C\ f{t) a Pxz => p e C: /(/) a p e Pxz 
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31 ) 


Sea p e C: /(f) => p(t, Insect,ln(sect + tgf)) para algun t real, 
y si p e Pxz => In sec t = 0 => sec t = 1 => t = 0, ± 2rc, ± 4rc,.„, 

Luego para t = 0, P(0,0,0). 

\ 

Como P 0 : B(0).((x,y,z) - (0,0,0)) = 0 entonces calculamos el vector binormal B(0). 
—♦ 

/(/) = (f, Insect, ln(sect + tgt)), derivando 


/'(/) = (l,/gf,secf) _ . /’(0) = (L0,1) 

/"(/) = (0,sec 2 t,secugt ) /"(0) =(0,1,0) 


/'( 0 )*/"( 0 ) = 


/ 7 * 
1 0 1 
0 1 0 


= (-1,0,1) => ||/'(0),7”(0)||=V2 


Ademas 


II7'(0),/" (0)11 


■J2 V2 


Luego P 0 : i?(0).(x-0,>>-(),z-0) = 0 
p o : ■^=.(-l,0,l)(x, < y,z) = 0 


P 0 : x - z = 0 


Dada la curvaC: a(/) = (f 2 +1, 8/, r-3),hallar el vector tangente unitario en t=l, escriba 

—» 

la ecuacion del piano normal, piano osculador y piano rectificante en a (1). 


Solucion 
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Como a (/) = (t 2 +1, 8/, t 2 - 3) => a'(t) = (2t,&. It) 


«'(!) = (2,8,2) => || a'(1)|| = 6^2 


? m _ «'(!) _ 1 ng 2 x_ r 1 ±_ i_, 

II «'(1) |"'^ 3^2 ' W2 ' W2' 


a'(t) = (2t, 8, 2t) => a"(/) = (2,0,2) => a"(1) = (2,0,2) 


a’(l)*a”(l) = 


1 j k 

2 8 2 
2 0 2 


= (16,0,-16) => ||a'(l)xa"(l)||=lW2 


II a'(l)jra"(l) || 


AT(1) = *(1)^(1) = 


i J 

4i 


k 

Ti 


v- 2 1 2 

t 0 

42 4V2 V2 


V2 

P N : r(l).((x,j2, z )-(2,8,-2)) = 0 entonces P N : —(l,4,l).(x-2,.y-8,z + 2) = 0 

6 

P N : x + 4y + z = 32 


P R : N(l).((x,y,z)-(2,8,-2)) = 0 entonces P R : — (2,-l,2).(x-2,y-8,z+2) = 0 


P N : 2x-y + 2z + 8 = 0 


42 


P 0 : 2?(l).((x,y,z)-(2,8,-2)) = 0 entonces P # : — (l,0,-l).(x-2,y-8,z+2) 
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2 2 

32) Dada la curva parametrizada por a(/) = (3/ -5,5-/, 5 + 3/ ), hallar la ecuacion de la recta 

-♦ 

paralela al vector curvatura y que pasa por el punto a( 1) en donde el radio de curvatura es 
minima. 

Soluci6n 

Como a(/) = (3/ 2 -5, 5-/, 5 + 3/ 2 ) => a'(/) = (6/, -1,6/) 


I 7 a'(/) 1 

=> IIa (/) 11 = W +1 => T{i) = =■ - -.■ (6/,-l,6/) 

II a'(Oil * 12t +1 

-+ t/ ^ 6 lit 6 

* (0 = ( 2 1/2 * 2 1/2 » 2 1/2 ) 

(72/+l) 3Z (72/ + l) 3/z (72/ +1) 3/2 


*(0 = 


T'(t) 


1 


Jl7 


II a'(Oil 

como R(t) = 


-(6,72/,6) entonces k(t) =11 *(011= 2 , /2 

(72/ 2 +1) 2 (72/ 2 +1) 3/2 


1 (72/ 2 +1) 3/2 


, Luego el radio de curvatura minima estara dado por la 


m 

curvatura maxima esto se dara para t = 0, aplicando el criterio de la derivada. 


Luego K max =>/72 , para t = 0 se tiene a(0) = (0,5,5) el vector curvatura k (/) = (6,0,6) 

Un vector en al direction de k (0) es a = (1,0,1) por lo tanto la ecuacion de la recta paralela 
a k (0) es: L= {(0,5,5) + t (1,0,1) It e R} 


33) Determinar la longitud de la curva C dado por: C: jc = — , y = 

2 


W 3 


z 5/4 , z = 3t, desde 


cuando el vector binormal a C es paralelo al piano 2x - 3z = 0, hasta cuando es paralelo al 
piano 18x - z = 0. 


SolucKm 




















216 


Eduardo Espinoza Ramos 


Solucion 
—♦ —• 

f'(t\ 

Calculando el vector binormal B(t ) = —^———— 

II 7W" (Oil 

como/(/) = (— t m 2t) => r(t) = at\2&t m 2) 
2 5 

=> 7 ,, (O = (6/ 2 ,3V3r 1/2 ,0) 


7'(0'7"(o 


• j * 

2r 3 2->/3 r 3/2 3 

6r 2 3V3r 1/2 0 


(-9V3/ 1/2 ,18r,6V3/ 7/2 ) 


Sea P,: 2x - 3z = 0 de donde AT] = (2,0-3) 

como B//P x => f'(i)xf''(i)//P 1 entonces 
f'(t)xf"(t)±N 1 => = 0 

(2,0,-3).(-9V 3 r 1/2 ,18/ 2 , 6 V 3 r 7/2 ) = 0, efectuando 

—18a/3/ 172 + 18-v/ 3/ 7/2 =0 => / 1/2 (1 — r 3 ) = 0 => f 1 = l 

Sea P 2 :18x -z = 0 de donde W 2 = (18,0,-1) 

como f'{t)xf"(t)//P 2 =» Ao.noi^ entonces 

N 2 .f'(t)*r(O = 0 => ( 18 , 0 .— 1 ).(— 9>/3 / 1 / 2 , 18 / 2 , 6>/3 / 7/2 ) = 0 

-16V3/ 172 +6V3/ 772 =0 => , 1/2 (-27 + , 3/2 ) = 0 => t = 3 

Luego S -f 1 \\f'{t)\\dt donde y"’(r) = (2/ 3 ,2-V3/ 3 ' 2 3) entonces 
J'i 
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34) 


||/-(,)||=V4/ 6 +12f 3 +9=2f 3 +3 

r 3 i f 4 / 3 

5=[ (2t l +3)dt = (—+3t) / =46 

J i 2 / I 


At 


Sea C una curva definida por la funcion vectorial C: /(/) = (1 ——, 1-2/ , /). Hallar la 

ecuacion del piano osculador de la curva, paralelo al piano x = -2. 

Solucion 

—> 

Se conoce que P 0 : B(t 0 ).((x,y,z)-f(t 0 )) = 0, es la ecuacion del piano osculador. 

—> —> 

Sea P: x =-2 de donde N= i =(1,0,0), normal del piano 

—> —» 

como P # //P entonces B(t 0 )//i y como B(t 0 )/ / f’(i 0 )*f"(t 0 ) entonces 
, luego calculamos f'(l 0 )xf''(t 0 ) 


/”(/) = (-«/ -4,0) 


/'(la )*/* , (/ 0 ) = 


f'Uo) -(“4 ? o • - 4 / o>l) 

l7"(/o) = (-8<o -4,0) 

-f -f 

j * 


-4< 0 “4^0 1 


-8/n 


-4 0 


= (4,-8/ 0 ,-16f 0 ) 


7 , «o) Jt 7 , ’0 0 ) = A 7, de donde (4,-8/ 0 ,-16/ 0 ) = A(1,0,0) => /„ = 0,7’(0) = (1,1,0) 

7'(0>7"(0) = (4,0,0) => II 7'(0)*7"(0) 11=4 

porlotanto 5(0)= (0) =(1,0,0) 

Il7'(0)*7"(0)|| 

P 0 : (l,0,0).((jc,^r)-(l,l,0)) = 0 A P„: Jt = l 
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3 *2 

35) Sea C una curva descrita por /: I - >R , tal que /"(/) = (0,sec /.secf.tgf), 

/'(0) = (1,0,1), /(0) = (0,0,0). Hallar la ecuacion del piano osculador y el piano 
rectificante en el instante en que C corta al piano x = 2n. 


Soluci6n 

-» i -* 

/"(r) = (0,sec‘r,sec/.tgO, integrando /’(0 = (c 1 ,tgt + c 2 ,sec/ + c 3 ) 

/’(0) = (c,,c 2 ,l + cj) = (l,0,l) => cj=l,c 2 =c 3 =0 

f'(t) = (l,tg/,sec/), integrando f(t) = (t + C],ln|sec/| + c 2 ,ln|secr + tg/| + c 3 ) 

/(0) = (c,,c 2 ,c 3 ) = (0,0,0) => c, = c 2 = c 3 = 0 
—* 

/(t) = (t. Insect, ln(secf+ tg/)), derivando: 

7’(/) = (l,tg/,sec/) => ||7’(/)||=-Jl + tg 2 r + sec 2 / = ~Jl sec t 
como la curva corta al piano x = 2 tt => t = 2n 


/'(0 = 0,tgf,sec/) _ f’(2n) = (1,0,1) 

/"(/) = (0,sec 2 /,sect.tg/) f *(0,1,0) 


f'{2n)*f"(2n) 


i j 
1 0 
0 1 


k 

1 

0 


= (-1,0,1) 


II f'{2n)xf"(2n) \\=^2 


mn)= 

\\f'(2n)*~f"{2n)\\ 
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-♦ J2 Jl 

P 0 : B(2n).((x,y t> z)-(2n fifi)) = 0 entonces P 0 : (— fi J ^-).(x-2n,y,z) ~ 0 


P 0 : x-z = 2n 


P R : N(2n).((x,y,z)-(2n ,0,0)) = 0 


N(2n) = B(2n)xT(2n) = 



P R : (Q 9 l 9 Q).(x-2n 9 y 9 z) = 0 


/ A: 



= ( 0 , 1 , 0 ) 


y = 0, que es el piano XZ. 


36) Formar las ecuaciones de la tangente y del piano normal a la curva C: Jt = flsen‘(* 

2 n 

y = b sent.cos t, z = c .cos t , en el punto ( =—. 

4 

Solucion 


Para 




c a b c 

=> n^.7.7) 


jc(/) = asen' / 
y(0 = ^sen/cos? 

2 

z(t) = c cos f 


jc'( 0 = 2a sen/cos/ 

2 

/(/) = -Z>sen / + 6cos t 
z'(/) = -2ccos/.sen/ 


n 7i n n 

para / =— , jc'(—) = a, /(—) = 0, z'(—) = -c 
4 4 4 4 

La ecuacion de la recta tangente es: 
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37) 


La ecuacion del piano normal es: 

2 2 

n a n b n c a -c 

x’(-).(x--)+y'(-).(y--) + z'(-).(z--) = 0 : ax-cz = —— 

4 2 4 2 4 2 2 

Sea C la curva definida por la funcion vectorial C: /(/) = (e cost, e sen/, te ), 
determinar los vectores T, N, B y la ecuacion del piano osculador cuando t = 0. 

Solucl6n 


T (0) = vector tangente unitario = 


/'(0) 

II/’ (0)11 


—* — w 

f(t) = ( e cos/, e sen/, /e'), derivando /'(/) = (e'(cos/-sen/), e'(sen/ + cos/), e 1 (t + 1)) 
7'(0) = (U1) => II 7(0)11= V3 T(0) = {-j=,-j=,-j=) 


N(0)= vector normal principal unitario = 


7”f 0) 

||f (0)|| 


N(0) = 5(0)* 7X0), donde 5(0) = 


/'(0>/"(0) 

ii7'(o>7"(o)ii 


f'(t) = (e (cost-sent), e r (sen/ + cos/), e(t + 1)) => /'(0) = (1,1,1) 


f"(t) = (2sent.e ,2cost.e ,2e +te) => /"(0) = (0,2,2) 


/’(0)*/"(0) = 


i y A 
I I I 
0 2 2 


= (0,-2,2) => || 7' (0)x/’’(0) ||= 2^2 , por lo tanto: 
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38) 


3(0) = 


/'(Q)*/"(0) 

ll/ , (0)* J T(0)|| 




N(0) = B(0)xT(0) = 


V2 


VI VI VI 


2 1 1 

vrvsvT 


piano osculador P 0 : B(0).(p-f(0)) = 0 donde 3(0) = -=(0-1,1), /(0) = (1,0,0) 

V 2 


••• P 0 = oc -^-2 = l 


Determinar el piano osculador en /(0) para la curva C descrita por la funeion 
—♦ 

f(t) = (t-sent, 1-cos/,/) 


Solucldn 


La ecuacion del piano osculador es: P 0 :3(0). (P- f (0)) = 0 donde /(0) = (0,0,0) y 


3(0) = 


/' (0)j/" (0) 

II 7’ (0),/" (0)11 


de donde /(/) = (/ - sen/, 1-cos/, /), derivando 


/'(/) = (1 -cos/, sen/, 1) => /'(0) = (0,0,1) 


/"(/) = (sen/, cos/,0) => /"(0) = (0,1,0) 


/■(0),/"(0) = 


i J * 
0 0 1 
0 1 0 


= (-1,0,0) 


II /'(0)*/"(0) ||= 1 
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ii 7'(0)*7"(0) ii 


P 0 \B(0).((x,y,z) -(0,0,0)) = 0 entonces P 0 :(-l,0,0).(x-0, y-0 ,2-0) = 0 


39) Hallar las ecuaciones de los pianos osculadores, normal y rectificante para la curva 
determinadopor x 2 +y 2 +z 2 = 6, x 2 -y 2 +z 2 =4 en el punto (1,1,2) 

Solucion 

jx 2 +y 2 + z 2 =6 

Sea C: 1 la curva de intersection de las superficies 

[x 2 -y 2 + z 2 =4 

ahora parametrizando la curva C. 


I 


(x 2 +y 2 +z 2 = 6 fy-± 1 
1 , , , => i i 


x 2 -y 2 + z 2 = 4 [z = ±V5-jt 2 


, por lo tanto si x = t, se tiene 


a: R - >R tal que a 


(o=(m,V5^7) 


ahora calcularemos t = t 0 para que a (/„) = (1,1,2), luego ) = (1,1.2) =>/„ = ! 


x"(/) = 0 


x(t) = t x'(t) = 1 

y(t) = l => y'(0 = 0 


=>V’(0 =o 


z(r) = V5-r 2 z’(0 = - 


•Js-t 2 



JC'(1) = 1 , /(1) = 0 , z'(l) = —— 


*"(1) = 0 , /'(!) = 0 , *"(!) =-^ 
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40) 




/I =0 


' 5 = z’( l).r"(l) - t‘(! ):**( I) = - => = - 


8 

c = x , (i)y , (i)-y(i)Jc ,, (i) = o 


8 

c = 0 


de acuerdo a 3.39, se tiene: P 0 : /t(x-;c(l)) + B(y-y(\)) + c(z-z(\)) = 0 


P 0 : 0(x—1) + —(y —l) + 0(z —2) = 0 P 0 :>'=1 

P N : x'(l)(* - x(l))+/(1)0'-X(D) + *'(!)(*+ z(0) = 0 


P N : l(Jf-l) + 0(_y-l)- —(z-2) = 0 
2 


/. P N : 2x - z = 0 


P-: 


/( 1 > *’ 0 ) 

B C 


(*-*(!)) + 


z'(l) x’(l) 

C A 


(y-y( i))+ 


Z'(l) /(l) 

A B 


(z + z(l)) = 0 


Pr: 

1 

0 — 
2 
5 

(x-l)+ 

1 

-1 

2 

(y- D+ 

1 0 
5 

0 - 


- 0 

8 


0 0 


8 


(z-2) = 0 P R : x + z = 3 


Formar las ecuaciones del piano osculador, la normal principal y binomial a la linea y' = x, 


x = z en el punto (1,1,1). 


Solucl6n 


\ y 2 = x 

Sea C: 1 La linea de intersection de las superficies dadas. 

U *z 


ahora parametrizando la curva C, se tiene: 

para y = t, x = t 2 y z = t*. luego C: ) 


calculando t = t 0 tal que /(/ 0 ) = (1,1,1) se tiene (f<j>*o»*o) = (1.1.1) => t 0 ~\ y ademis 
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x(t) = t 2 

x'(t) = 2t 

yO) = t => ■ 

y'0) = l => • 

z(t) = t 4 

z’(0 =4/ 3 


x"(t) = 2 
y"(/) = 0 
z"(t) = 12 t 2 

para/ 0 = l, x'(l) = 2 , /(!) = ! , z'(l) = 4 

x"(l) = 2 , y"(l) = 0 , z"(l) = 12 

^ = /(l)z"(l)-/WO) = 12 A = 12 

5 = z’(l)z"(l)-x’(l)z"(l) = -16 => B = -16 
C = x'(l)y"(l)-x"(l)y’(l) = -2 C = -2 

P 0 : A(x- \) + B(y- Y) + c(z- 1) = 0 entonces P p : 12(x-l)-16(y-l)-2(z-l) =0 

/. P 0 : 62 - %y - z = 3 

2-1 y -1 z -1 2-1 >>-1 z -1 


Lfji 


yo) z’d) 


z'(l) x*(l) 


x'(l) /( 1) 

ue uonue i , _ _ 

V 31 26 -22 

5 C 


C A 


/l B 



L m \ 


x-l ^y-1 z — 1 




2-1 J>-1 Z-l 


12 


16 


, de donde L s : 


2-1 ^-1 2-1 


41) Sea C la curva de interseccion del cono z = V2 -^ 2 2 + y 2 con el cilindro 2 2 -(y-l) 2 =l 

en el primer octante. Hallar la ecuacion del piano que pasa por el punto de interseccion de la 

—> —> 

curva C con el piano y = 1 que contiene a los vectores T y B en dicho punto. 


Solution 


c .Jz = V2->P+ 

" lx 2 -(y-l) 2 = 


La curva de interseccion de las superficies dadas. 


como C debe de estar en el primer octante entonces x,y,z £ 0 ahora parametrizando la curva 
C se tiene: 


t 


= cosh t 
= 1 + senhr 


z = >/2-V2cosh 2 f + 2senh 2 t 
ademas — , - - -— 

z = V 2 -V2cosh f + 2senh t 
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Luego la funcion vectorial es dada por: 

/(O = (coshf, 1 +senh/,V2-^2cosh 2 / + 2senh 2 1) 

ahora interceptando con el piano y = 1 se tiene: y = 1 + senh t = 1 => senh t = 0 t = 0 


Luego /(0) = (1,1,0) es el pun to de intersection calculando la derivada de /(/) 


. -2senhtcosht-2cosht x 
/ (/) = (senhtsosh /,— 7 ---... ) 


^2 cosh 2 7+2 ~senh 2 t 


p '(D- (cosh t senht ^ CQS ^ 2 1 + ^ sen ^0(^ + 4senh 2 t + senht)-(2senhtcos (+ cosh Q 2 ( 

(2 cosh 2 / + 2senh 2 t) Zil 

- 3V2 

/"(0) = (1,0,--) 

4 


Sabemosque T(t) = ■ ^ y 7(0 = 


II/'(Oil 


II /• (/)-/" (Oil 


7'(0)=(o,i-yo =» ii/■ (0)ii 


4 


/'(Olx/^O) 


/ 

0 

1 


J 

1 

0 



= 4) entonces ||/’(0)*/"(0)|| = 

4 2 


V42 

4 


no) 




■2 3 2 2V2 


como T(0) y B(0) estan contenidos en el piano pedido, entonces la normal de 
dicho piano es: 
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N(0)= T(0)xB(0)-- 


—> 

i 

j 

-> 

k 

0 


1 

VJ 

“V3 

3 

2 

2^2 

Til 

'V21 

"V5T 


= ~U( 2-3.3V2) 


P; N(0).((x,y,z)-/(0)) = 0 dedonde P: jj=(2-3,3j2).(x-l,y-l,z) = 0 


P: 2x-3y+ 3-Jl z +1 = 0 


42) 


■* 2 2 

Dada la curva C: /(/) = (senr — 2,r + 2,r + 2 sen / -1) .Hallar la torsion en cualquier punto y 


determinar la ecuacion de los pianos osculadores en t = 0, 



Solucidn 


La Torsion se determina mediante la expresion: t(/) = 


(/'(/),/"(/))■/'"(/) 

II? (0*7" (Oil 2 


2 2 

como f(t) = (sen/ - 2, / + 2, t +2 sen/-1), derivando se tiene 


/'(0 = (cos/, 2t, 2t + 2cost) => /"(0 = (-sen/, 2, 2-2sen/) 


/”’(() = (-cost, 0, -2cos/) 
* ? 

* ./ 


/'(/) ,/"(/) = 


cos/ 2/ 2/ + 2cos/ 

- sen / 2 2-2 sen / 


= (-4/sen/-4cos/, 2/sen/ + sen2/, 2cos/ + 2/sen/) 


/’(/) jr/"(/)./"’(/) = (-4/ sen / -4cos/, 2/sen/ +sen2/, 2cos/+ 2/ sen/).(cos/,0,2cos/) 


= 4/sen/cos/+ 4 cos 2 /-4/sen/cos/-4 cos 2 / = 0 


T(t) = 0 
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43) 


ahora calculamos el piano osculador, que tiene como normal al vector B donde: 

ii T (o-7" (on 

como f\t)x /”(/) = (-4/sen/-4cosr, 2/sen/ + sen2/, 2cosf + 2^sen0 


/'(0)x/"(0)= (-4,0,2) II/'(0>/" (0)11=2^5 


**♦2 1 “♦ 

Luego B(0) = 0,-p) ademas /(0) = (-2,2,1) 


—► —> 

la ecuacion del piano osculador es dado por: P 0 : 5(0).((jr,j\r)“/(0)) = 0, de donde 


P ° : + ^- 2 » z+1 ) = ° 


P 0 : 2x - z + 3 = 0 


- I 2 lit 

Consideremos la curva descrita por la ecuacion C; f (t) = (yjl + t ,1, t - ln(— j = - )) y los 

vi + t 2 

pianos P: x + z = 1 y Q: x - z = 1, hallar la curvatura y Torsion en el punto de 
interseccion de la curva C y los pianos P y Q. 

Sojucion 

—> 

Interceptando PnQ a(f) = (l,/,0) 

—> 

ahora hallaremos el punto de interseccion con la curva C: f(t) es decir: 


p 0 ea(t)r\f(t) => a(t l )=f(t 2 ) esdecir (1 


,*i,0) = 


\ + t 7 , 1, r 2 -ln(- 


l+h 


V 1 


o) 


+ in 


+t ]=i 

• l = r, 


1 + / j 

h ~ ln ( 7—= ) = Q 

V 1 + '2 


1*2 — 0 
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como y 


II/'(0)11 


n/ , (0)-/ ,, (0)r 


-♦ 3/ 6r 2 + 2 

/”’(0“ ( (i_^2)5/2 pT[7 ) 


/•(0) = (0,0,0) 
7"(0) = (-1,0,0) 
7 "'( 0 ) = ( 0 , 0 .— 2 ) 


■4 -4 


ademas || /' (0) ||= 0 y || f (0)* /'' (0) || = 0 por lo tanto k (0) - — y lo mismo para t (0) = 0 

a 

m 

por lo tanto para hallar la curvatura y la torsion cuando t = 0 se hace de la siguiente manera. 


k(0)-limk(t) y r(0)=//mr(f) 
t —> o / — > o 


/'(/)x/"(0 = 


i 

(i -, 2 f 2 


j 

o 

0 - 


k 

,2 


r 2 -l 


It 


(r 2 -l) 2 


= (0, - 


(l-f 2 ) 5/2 ’ 0) 


II/'(0-/" (011 =- TTiT 

(1 -t 2 ) 512 


-* \t\i 

, ll/'(0ll=- Li T 
l -/ 2 


*(»)« 


i7’(0x7"(on (l-* 2 ) 3 f\^t 2 


ii/'(oir 


|r|(l-/ 2 ) 5/2 


entonces k (0) = Urn k(t) = m 
10 /->« 


Calculando /'(/) * /"(0/"'(0-0 por lo tanto t (t) = 0 entonces i (0) = lim r (/) = 0 es 

t~* o 


decir que es una curva plana. 
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44) Sea C la curva definida por f(t) = (2yfpi, /, 1), siendo p una constante positiva. En que 
punto de C el radio de curvatura alcanza su valor minimo, cual es este valor. 

Solucion 


1 

Como el radio de curvatura es p = —, entonces calcularemos la curvatura: 

k 


k = 


II/'(Oil 3 


h*) = (Jpr' n M) => Il7'(0ll=,jy + 1 ademas 7"(0 = (-^-,0,0) 




J j k 
Jpt~ xn 1 0 

-fpr'- 1 


0 0 


Jpt 3/2 - - -Jip 1 'J 

■^— 2 -( 0 , 0 , 1 ) ; || /' (t)xf' '( 0 II =~ 3,2 


Il7'(0l| 3 = (- + 1) 3/2 como p = l = MI -= -L 3 / 2 .<£+l) ^ 

1 ll/W(OII VP 


para hallar el minimo derivamos respecto a t. 


^£ = _^ r l/2 ( P +1) H2 [ P +1 __e_ ] = () ^ t = 0, t = - P 

dt ^ p t t t~ 


descartamos t = -p, entonces para t = 0, p = 0. /(0) = (0,0,1) 

-> t 

45) Sea C la curva descrita mediante la funcion vectorial C: /(f) = (r-sen/, 1-cosf, 4sen—), 

calcular la curvatura y torsion en un punto de C donde el piano normal es paralelo al piano 
z = 1. 
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La ecuacion del piano normal es: P N : T(t 0 )((x,y,z) - / (t 0 )) = 0 

—9 

donde el vector tangente unitario T (/ 0 ) es la normal del piano P N 


Si P N //Planoz=l => f'(t 0 )/i k =(0,0,1) entonces BUR tal que /'(/ 0 ) = MO,0,1) 


de donde /'(/) = (l-cos/,sen/,2cosy) entonces: 


(1-cos/, sent , 2cos—) =(0,0,A) => t = 0 y A =2 


por lo tanto el punto donde el piano P N es // al piano z = 1 es /(0) = (0,0,0) 


ahora calcularemos la curvatura k y la torsion x que esta dado por las expresiones 

ii/■ (0) ii 3 ii7'(0),7"(0)ii 2 


-• t 

/'(/)=( 1 - cos / ,sen / ,2 cos —) 

t 

■ /"(/) = (sen t , cos /,- sen —) 

, cos/ x 

/(0 = (cos/,-sen/,——) 


7 '( 0 ) = ( 0 , 0 , 2 ) 
/•'( 0 ) = ( 0 , 1 , 0 ) 
7"'(0) = (l,0,-i) 


/’( 0 >/"( 0 ) = 


/ j k 
0 0 2 
0 1 0 




= (- 2 , 0 , 0 ) => ||/'( 0 ) x /"( 0)||=2 


(7'(0),7"(0)).7"'(0) = (-2,0,0).(1,0 ,-i) = -2 


||/'(0)./"(0)IL 2 

II7’(0) || 3 


— => 
4 


\_ 

4 
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46) 


jT(0).r(0)./-”(0) 2 l l 

I = ----- - =— => I = - 

- , 4 2 2 

»/’(OKr<o)ir 

3 

Si la curva descnta por C\: f(u), corta a la curva C 2 : g(w) = (--, 

7(0) = (l.e,l) , f'(0) = (l.e.O), 7"(0) = (0,e,2), /'"(«) = (0,e“ +1 ,0] 

C t en el punto de intersection de C l y C 2 . 

Solucion 

/"’(«) = (0,e“ +1 ,0) ^ /"(«) = (c,e“ +1 +^,r) 

/"(0) = (c,e + /:,r) = (0,e,2) c = 0, fc = 0, r = 2. Luego /"(w) = 
7'( m ) = (c,e“ +1 +^^M + r) 


f"(0) = (c,e+k,r) - (l,e,0) => c = l,£ = 0,r = 0 
7'(w) = (l,e“ +1 ,2M) => 7(M) = (M + c,e“ +1 +*.M J +r) 
7'(0) = (c,e+fc,r) = (l,e,l) => c = l, £ = 0, r = l 
Q: 7(h) = (« +l,e“ +1 ,H 2 + 1) 


Sea P 0 e Q: /(n)nC 2 : g(n) => /(h,) = g(H 2 ) 


(h, +l),e“' Tl ,H 1 2 +1) = (- ,e 4 " 2 ,1 + 2h 2 ) 

h 2 +1 


Wj + 1 = 


w 2 + 1 


<*| * I 

e = e 


= Zi, 4- I 


1 e = e 


u i +1=1+ 2 m 2 


pero 1 + 2 m 2 =Mj*+1 => u 2 = — 


e 4 “, 1 + 2u), ademas 
I. Hallar la torsion t de 

(0,e“ +1 ,2) 
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47) 


Luego 2= u x + 1 => u } = 1, Wj = 


para Mj > 0 =^ 1 ^= 1 . Luego /(l) = (2,e~ ,2) 

7 , (l) = (U J ^).7 ,, (l) = (0,c 2 2) > 7 ,,, (l)=(0,e 2 .0) 




1 e l 2 
0 e 2 2 
0 e 2 0 


= 2e l 


ro)'f"<. i>= 


/ j k 
1 e 2 2 
0 e 2 2 


= (0,2,-e 2 ) entonces ||/ , (l)*/"(l)|| = 4 + e 4 


/•(l). r ili ' •.It 2* S 


l/W'd)! 2 


4 + e 


j-senj 1 — cos 5 s 

Sea C la curva definida por la funcion vectorial C: /’(*?) = (-, *-, 2 sen—), s 

2 2 2 

£ 0. Hallar la torsion en un punto en donde la longitud de arco sea 2 n. 

So|ucj6n 

El punto donde se va ha calcular la torsion es en donde el valor del parametro es 2 ti. 


Es decir f(2n) y como x 


/■(2n)x/''(2tt)./"'(2n) 

|| /’( 271 ),/" ( 2n ) || 2 


. , 1 -cos.v sen* J, 
/(J) = (—-—.—-.cos-) 

. ,scns coss 1 s 
/"(.?) = ( .- - sen - ) 

2 2 2 2 

~t„, / . >os.« senj 1 s i 

J 2 2 4 2 


/•( 2 w) = ( 0 , 0 .-l) 

^ 7 ”<2jt) = (0.^.0) 

7"'(2*) = 4 , 0 . 7 ) 

2 4 
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f'(27r)xf"(27t ).f"'(2n ) 


0 0 
I 

0 2 

|i 0 
: 


-l 

n 

4 


2 

4 


.f \2n ) xf"(2n ) = 

/ i (2k).v/"(27i).7 ,m (2ji) = 4 = A ^ t = 1 

n7 , (2it)*7"(2it)i 2 

4 

48) Sea C la curva en coordenadas polares descrita por la ecuacion r-e , dibujar el circulo 
osculador indicando centro, radio y una porcion de C en un punto donde el vector normal 
principal es paralelo al vector (-1,1). 

Solucion 

6 

La rclacion de las coordenadas cartesianas y polares es x = r cos 0 , y = r sen 0 pero r - e 
entonces la curva C es expresado por: 

f o a 

j x = e cos 0 

C: ] , La curva en forma parametrizada 

I v-e sen 0 

-• * 

C : /(0) = (e® cos0,e ft sen 0) , derivando se tiene f'(Q) = e° (cos0 -senfl, sen 0 + cos 0) 

La curvatura en coordenadas polares es: 


0 0-1 

1 

0-0 

2 


= (t-. 0.0) cntonccs || /' , (2 ji)i/"(2ji)||=^ 




k = 


d 0 


d 0 




Je 28 + 2c'" -f’ 11 


k = 


V2< 
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pero como p(0) = 


1 


k{0) 


p{0) = 4l e° radio de la circunferencia osculatriz de 


acuerdo a las condiciones del problema debemos de calcular el vector normal principal 

N(Q ) = f (0) donde 7(0) = => || /’ (0) || = V2e e 

ii 7' (0)ii 


7(0) = 


/'(0) e (cos 0-sen 0,cos 0 +sen 0) 1 


II/'(0)11 


V2e fl 

1 1 


= —=■ (cos 0 - sen 0,cos 0 + sen 0) 
\2 


T(6) = (- sen 0 - cos 6 , cos 0 - sen 6 ) = - —(sen 6 + cos 0, sen 0 - cos 0) ahora 

v2 


V2 


determinaremos el valor de 0 con la condicion que N(6) !/ a =(—1,1) => 3 A e R tal que 

1 

N(0) = A(-l,l) entonces se tiene —p-(sen0 + cos 6, sen0 -cos0) = (-A,A) entonces: 

V2 


A = pr(sen 0 + cos0) 
V2 


A = —pr(cos0 -sen#) 

v2 


2 sen <2 =0 => 0 = 0 


Luego el punto /(0) = (1,0), como 0=0 => p(0) = >/2 radio del circulo osculador 


-♦ i—ll 

C= /(0) + p(0) A^(0) = (l,0) + v2 (—=,—=) => C = (0,1) centro del circulo osculador 

V2 V2 


Y 
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49) 


Sea C una curva definida por la ecuacion: W(t) = b I f{t)xf'{t)dt , b constante diferente de 

Ja 

—» 

cero, en donde /(/) es una funcion vectorial que cumple con la condicion de qu 

|| /(/) || = 1 y [7(0-/’(0-7"(0]* 0 ■ Hallar la torsion. 

Solucion 


como T =-=-, donde 


|/W(0| 


| /’(/)*/" ( 0 | 


C:W«) = b\' f(t)xf'(t)dt, conb*0 y ||/'(r)||=l ; [/(O./'W-/*' (0] * 0 


VV(<) = £> f/(f)*/' (t)dt => W'{t)=b.f{t)xf' 

Ja 


(t) 


W''(t)=bf(t)xf''(t) + bf'(t)xf'(t) = bf(t)xf"(t) 


W"(t) = bf(t)xf'(t) => W'"(t) = bf'(t)xf''(t)+bf(t)xf'''(t) 


como [| /(r) ||= 1 => /(/)!/'(f) y ademas (A x B).(C x D) = (A.C)(B.D) - (A.D).(B.C) 


(A x B) x (C X D) = [ABD]C - [ABC]D 


W'«). W ( t ) = b\f{t) xf'(t)J.(f (i) xf'(t )) 


= 6 2 [(/(f)./(0)(/ , (0/ , (0)-(/(0./'(0)(/'(0/(0)] 


= * J ||/’(0|| : puestoque |/(0|| J »I 
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W(t)xW"U) = bUfU)Af' (t )M /(/) «/•' (/)) 

= b 2 [(f(t) /•(/) 7(0-(7(0 /'(/) 7(r))/”(/)] = * 2 f/(0 7’(0 fit ) 

nv(0v? ,, (/)vv ,,, (0]«(ir(0*w M (0).iv"’(0 

= (*> 2 [ /(0 7' (0 /’' (0] f(t)){b 7(f)*/" 'it) + bf'(t)*f" (0) 

= b 3 [fh)f'(t)f"(t)} 2 

[W'(t)W"(t)W'"(t)] b 3 [f(t)f'(t)f"(t)] 2 . _ 1 

T = — —--—-- -= — - ---— .. T = 

(VV'(OxW"(/)).(VV’(?W’(0) * 4 [7«)7'(o7"(f)] 2 b 

50) Sea C la curva definida por la funcion vectorial C: f (t) = (1 --/t ,|r“ -1|). Hallar la 
torsion en el punto de intersection de la curva con el piano x + y + z = 4. 

Solucion 

Calcularemos el valor de t = t 0 en donde se obtiene el punto de interseccion de la curva 

—> 

C: fit) y el piano P: x + y + z = 4. 

—» —> 

Sea peC:f(t) a p => peC:f(t) a pe P 

Si pe C :f(t)=> p(\ - jt,4t>\t 2 -11) para algun t e R pero como 

pe P => 1 —s/ir a/t + | r 2 — 11= 4 entonces | r 2 — 11= 3 => / 2 =4v/ 2 =-2 pero 3 t e R 

talquef"=-2 => 7“ = 4 t = ±2, como el dominio de la funcion f (T) es para t > 0 

entonces t = 2, ademas | t l -11= t 2 -1, V / e D . entonces: C: /(/) = (! — -n/7,-%/7,/ 2 — 1) 
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51) 


- I 1 

/’(/» = (- -=.—=.21) 

2 Ji iji 

/■"«')- ( -^v7.^r' 0) 


h2) - ( -WW a ' 


/"'( 2 )-(- 


32V2 ’ 32V2 


, 0 ) 


/'(2)*/"(2) = 


1 


2V2 2>/2 

1 1 

8V2 8^2 


2V2 


( 1 . 1 , 0 ) 


/'(2),/" (2) = ^=(1,1,0) 


I /'(2)*/"(2) || = — 


7’(2)x 7"(2)./’"(2) = ^=r(l,l,0).^r(-l,l,0) = 0 
La torsion esta dado por la expresion 


x(2) = /'(2V/" (2)./"’(2) 0 Q 


||/’( 2 ),/" ( 2 ) || 2 (|) 2 


r(2) = 0 


Sea C una curva definida por la funcion vectorial /: /c:/?-y sean a y ft dos 

—» —• —* 

vectores unitanos constantes que forman un angulo 0, 0 £ 0 < ft, si = a x f (t) y 

-♦ —* 

/(0) = ft . Hallar la curvatura k(0) en funcion de 0 £para que valor de 0 la curvatura k(0) es 
minima y cual es este valor?. 

Solucion 

—> —» —* —> -> —> 
como /'(/)= o x f{t) entonces f'(0)= a x f (0) = a x b 


f'(t)= a x f(l) => f"(t) = a xf'(t) => /"(0)=a*/'(0) 
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-» # - • 


/"(0) = a x(a x /(0)), ademas se tiene: 


/"(0) = a xf'(O) => r(0)x/”(0) = /'(0)x(axf(0)) 


como el vector a x /'{0) es ortogonal al vector /'(0) entonces 


II r (0W '(0) || = || f’(0)x(axf (0)) II =11 /’(0) IIII a */'(0) || sen^ =|| /'(0) ||.|| a,/■(0) || 


como f'(0) = a x f(0) = a x b entonces: ||/ , (0)*/"(0)||=||/'(0)|||| a'x(axb)\\ ... (1) 


como a x b es ortogonal al vector a entonces: 


|| ax(axb)\\=\\ a |||| a*b ||sen-=|| a ||||a*ft || =|| a |||| a |||| b ||sen0 


( 2 ) 


ahora a reemplazando (2) en (1) se tiene 


II /’ (0>/ M ' (0) ||=||/' (0)|| || a \\ 2 1| b\\ sen 0 


... (3) 


tambien ||/'(0)||=|| axb ||=|| a ||||b ||sen0 


... (4) 




ll/’(0)x/"(0)|| 11/(0) IIII all 2 ||b II sene 


= f(0) 


ll/’(0)l| ] II/* (0)11 II a || 2 || b || 2 sen 2 8 II HI sent! 


f(0).—-!- => F(0) = - cosec6 ' c 18e = 0 


|| b IIsene 


!l/(0)|| 


COS0 K 

-= 0 => COS0 = 0 :=> 6 = — 

sen# 2 


F"(6) = - 


cosece.ctg 2 e + cosec 3 e r „, / jt 


n 


ll/(0)|| 


F**(—) = 1> 0 entonces 3 minimo para 6 = — 
2 2 


por lo tanto: 


m=- 


11/(0)11 
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52) Sea C la curva descrita por la funcion vectorial 
s s s s 

C: f(s) = (—-sen(—), l-cos(—), 4sen(—)), s £ 0 siendo s la longitud de arco de C. Halle 
2 2 2 4 

la ecuacion de la recta que pasa por el punto en donde la longitud de la curva C es n y en la 
direccion del vector curvatura en dicho punto. 

Solucion 

El punto por donde pasa la recta es cuando el valor del parametro s es n es decir s = n. 

Osea /(tt) = (—-1,1, 2^2) ademas £($) = /"(■$) donde 
2 

-> \ \ s \ s s -* 1 s 1 s 1 s 

f'(s) = 1—-—cos—, —sen—, cos—) y f"(s) = (—sen—, —cos—, - — sen—) 

2 2222 4 424244 

- 1 -Jl 1 n 

k(n) = f(n) = (-, 0, -) = -(2.0.-V2) 

4 8 8 

Luego L = { f (n) +1 k(0) /1 e R} 


53) 


L = {( -1. 1, 2V2) + <(2.0-V2)// e /?} 

2 

Encontrar la curvatura k, radio de curvatura p y el centro del circulo de curvatura C de la 
curva definida por la funcion vectorial. 


2 - 2 

\r n U It 71 U 

C: f{t) = (J cos- du , j sen- du y 1) 

0 1 


Solucion 


0 U/'(0'/"(0U . 

Se conoce que k(() = -, entonces 


II/’(Oil 3 

2 2 2 2 
n t n t -* n t n t 

-, sen-, 0) => /"(/) = {-tn sen—-— .tt/cos —-—, 0) 


/’(/) = ( cos 


2 


2 


2 


2 
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f\t)x /••(/) = 


71 t 


DOS’ 


j k 

71 C 

sen- 0 


2 2 

2 2 
n x n t 

-t k sen- t n cos- 0 

2 2 


= (0,0, ?r /) 


I/'(011=1 y II /'(0*/" (011 = « • Luego kit) = Jit como p(t) = —~ =— — 

k(t) nt 


-♦ - i 


1(0 = 11 = ( 0 , 0 , 1 ) 

II /W (Oil 


*<!)=*</), r(o= 


i 

o 


7 

0 


7T J 7T t 

cos- sen- 0 


n i 2 

= (-sen-,cos-,0) 

2 2 


el centra del circulo de curvatura es: C = /(/) + p(/) N(t) de donde 

2 ! „2 2 


p /r/ f/ /r / 1 tt/ ;r / 

C=(J cos- du, I sen- du , 1) +-(-sen-,cos-, 

0 2 o 2 /r / 2 2 


0) 


2 2 

TT W l 7T t \r K U 1 TT /“ 

C=(J cos--sen-, I sen- du + -cos-, 1) 

• 2 711 2 "o 2 7T / 2 


3 1 

54) Sea C una curva en R descrita por la funcion x = a(/), t > 0, si ||a'(/)||=- y 

t + 1 

->11-/ 

£’(/) =-z"(-1,-1,—=■) para t > 0 y la torsion t (t) en cadapunto a(/)e C es positiva, 

0 + 0 fit 

determina x (t), a medida que t crece i La curva C se tuerce mas o me nos? justifique. 

Solucion 


de acuerdo a la formula de Frenett-Serreit 




























Funciones Vectoriales de Variable Real 


241 


55) 


B'(t) = -S’(t)x(t) N=\\ a'(t) ||t(0 JV(t) de donde: 


B'U) 

II «'(Oil 


= -r(t)N(i) 


B'(t) 


ll=|x(0|ll^(0ll pero 


I a 1 (Oil 


-♦ B'(t) 

ii m n=i => a—ii_n=| T (o| 

II a'(Oil 

como || a'(01|=—^— y B'(t) = ' 2 (-l,-lA=) 

t +1 ( 1+0 fit 


xto HI ii=ii (-1 -vp) n= p 

1+' fit ]]2t(t + l) 


+0 2 IT 

t + 1) 2 V 2t 




II a'O) 

cuando t crece, x(t) decrece menos. 

Determina la ecuacion del piano osculador y la curvatura para la curva C descrita por la 


“♦ /- 2 1 

funcion vectorial C: /(/) = (ln(f + V1 +1 ,-, ln(l-f-f)) en un punto donde el vector 

1 + f 

tangente tiene la direccion de la recta x-l=y-2 = z-5, tambien hallar la torsion. 

Solution 

/(r) = (ln(/ + Vl + « 2 ,-, ln(l + 0)» derivando /'(0 = ( / * = ,--) 

1 + / Vl + f 0 + 0 l + t 

—* -♦ —* 

el valor de t = r 0 se calcula con la condition que f'(t)//a donde a =(1,1,1) que es la 
x ~ 1 y -1 z -1 


direccion de la recta L : 


1 


1 


1 


como f'(t)//a => /’ (t) x a = 0, entonces 


1 


j * 
1 1 


Vi+j 2 ( i+ o 2 i+r 

l. 1 1 


r 1 1 

= (0,0,0) => (- — , - - - - 


(i+o 2 ’ 1+ ' fiTT'fiTJ (i+o* 

de donde por igualdad se tiene t = 0, como P 0 : 5(0). (p -/(0)) = 0, donde 


) = (0,0,0) 
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1(0) = { (0)J { ,,(0) y 7(0) = (0.0.0) 
ii r(0)*r(0) H 


/'(0 = ( 


1 —> 


Vu7mi+o 2 ’ 1+ ' 

-♦ _/ -1 

/"(') = (- J~777' -r-- —* 

(i+/ 2 r (i+o a+o 


/'(0) = (1,1,1) 
7 "( 0 ) = ( 0 ,- 2 ,- 1 ) 


/'(0)*/"(0) = 


/ j k 

1 1 1 

0 -2 -1 


= (1,1-2) ^ ||7'(0)J"(0)||=V6 


g (0) = ^/’' ( 0)- , 1 ( U ,- 2) 

ll/'(0)x/”(0)|| V6 


P 0 : -j=r (1,1,-2)((x, y, z) - (0,0,0)) = 0 


Pq = x + y - 2z = 0 


ahora calculamos la curvatura A(0) = --'--—^ donde || /'(0) ||= -J3 


II/'(0)|| 3 


V 6 V2V3 V2 

i(0)=—p-j:-p- = - 

(V3) 3 3 V 3 3 


VI 

*( 0 ) =- 

3 


encontrando la torsion x(0) = 


/'(0)-»/"(0)./"'(0) 


-t 


#/'( 0 ) x /"( 0)|| 2 
-2 -1 


/"(O = (- TUT' - 7' -r), denvando 

0 + ' 2 ) 32 0 + 0 0 + 0 
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56) 


- -1 + 2 r 6 2 -> 

/’"«) = (-—•-7--r) => /’"(O)-(-1,6,2) 

(1 + f 2 ) 32 (1 + r ) 1 + r ) 3 




/'(0)-/ M (0)./"'(0) = (1,1 -2). (-1,6,2) = -1 + 6-4 = 1 


7'(0)J"(0),7"'(0) 1 

ii7'(ov7”(0)h 2 6 



2 2 

La curva C es la intersection del cilindro x + y + 2(y-x)=2 con el piano x - 
y - 2z - 2 = 0, determinar la curvatura y torsion, asi como el piano osculador en el punto 
(3,-U). 


Soluci6n 


Sea 


C: + V ^ ^ ° La curva de intersticio de las superficies dadas 

[x~y-2z- 2-0 r 


parametrizando la curva se tiene: x-y-2z-2 = 0 => z = 


x-y-2 


•..( 1 ) 


2 2 2 2 
ademas x + y +2(y-x)-2 = 0, expresamos en la forma (jc — 1) + (>> + 1) =4 


( x-1 = 2cos0 ^ r ^ Jx = l + 2cos0 ^ r ^ 

, ~ n , 0 e [0,27r] => \ ^ n 6 e [0,2;r] ... (2) 

^+l = 2sen6J * L J [v = -1 + 2 sen# L 1 y ' 


! + 2cos0 +1 -2sen0 -2 

reemplazando (2) en (1) se tiene: z =-= cos# - sen0 


—> 

Luego /(0) = (l + 2cos0, -l + 2sen0, cos0-sen0) ademas /(0) = (3,-1,1) =>0=0 
/'(0) = (-2sen0,2cos0,-sen0-cos0) => /'(0) = (0,2-1) 

f"{6) = (-2cos0,-2sen0, sen0-cos0) => /"(0) = (-2,0,-l) 

r 

/’"(0) = (2sen0, -2cos0, cos0 -sen0) => /’"(0) =(0-2,1) 
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/•(0),r (0) = 


i j k 

0 2-1 
-2 0 -1 


= (-2,2,4) => ||7'(0)*/’'(0)||=V24 


/'(0) = (0,2,—1) => || /’(O) ||= calculando la curvatura k(0) = 


II /'(O)*/" (0)|| V24 


n/'(0)ir 


5V5 


. f'(0)xf'(0).r"(0) (-2,2,4). (0-2,1) 0-4 + 4 

calculando la torsion x(0) =-=- ;_ n -=-= 0 


II/'(0V/" (0)11* 


(V24) 2 


24 


para determinarel piano osculador se tiene: P 0 : 2?(0).(p-/(0)) = 0, donde /(0) = (3,-1,1) 


3(0) = 


A0 )*f"(0) 

»7'(o)*7"(o) ii 


~r= (-2,2,4) = -j=- (-1,1,2) 

v24 




|(-l,l,2)[(rj,:)-(Vl ) l)]-0 


•*• Po : x- y-2z = 2 


57) 


El salto de un sapo es descrita por la funcion vectorial /(/) = (/ 2 ,|/|), calcular la longitud 


recorrida en el intervalo -1 £ t £ 1, la curvatura y torsion en (—,—=•) 

2 V2 

Soluclon 


Se debe calcular L = J || /'(/) || dt = 2^ \\f'(t)\\dt 

|(2r,l) para 
[(2f,-l) para t < 0 


-> J (r , r) para r £ 0 -> 

como f(t)mi , derivando se tiene: /*(/) 

[(/ ,-f) pararcO 
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l =£ ii 7' (o ii dt =£ ii r in ii dt +£ ii 7‘ (o ii dt =£ +1 dt + ’ +1 dt 

= ^ |W4? 2 +1 +ln 1 2t+^4t 2 +11]/ 1 + ^[ r '/ 4 < 2 +1 + ln| 2/ + a/4/ 2 +11] j 

= V5+-ln( ^ + 2 ) = V5 + ln(V5 + 2) 

2 V5-2 


-* f(2,0), r > 0 -* -» 1 1 1 

/,,(?) = Um< 0 = * ll/,,(f)ll=2 como /( '° ) = ( ?V? => ‘° = s 


7'(~) = (j2,l) , 7"(-^) = (2,0) 

-n V 2 


-» 1 

r(4o 


como k(~- ) =|| 

\l2 


“ || donde ||/•(-£) || = 

1 ,V2 


a/2 2 +1=a/5 


II /'(- -) II 

m2 


f'(0 = (2t,l) para t>0 => ||/’(O 11 = ^4^ +1 


2f I -> 2 -4/ 

r(0 = ( / ^ ’ T» ) ’ derivando r(0 = j- n 3/2 ’ (A.t 2 -i- n 3/2} 

V4/*+l \4t +1 (4f +1) (4r +1) 


7 ” ( ’-4 ) = ( 7%>-r^ r) entonces &(-L ) = || - — 2 ~ 
^ 3V3 3V6 \J2 || /'(-£) || 

V2 


2 

3 _ 2 


^5 3%/5 


2.50 Ejercicios Propuestos.- 


L- 


1) Calcular a. b , sf a = (2.-4,1) y b = j ,?cosh2f, 2/e )df 

o 


Rpta. 0 
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2) Calcular las siguientes integrates. 

f 

a) J(4sen/ /+3cosr j)dt 

c) J (t,t V2 ,e')dt 


b) J Ue~‘ i+tj 


)dt 


e) 


J (Vf. -Jr 


+ \)dt 


fTT/2 

d) I (senr, cosr, tg t)dt 

"o 


r> , # 

0 J (e y t e )dt 
o 


3) Hallar la funcion vectorial /, continua en el intervalo < 0,+°° > tal que 

—> —> i —> 

/(x) = xe* A+ — f f{t)dt V x > 0, siendo A un vector fijo no nulo. 
x Ji 

Rpta. f(x) = e x (x + l)A-eA 

—> 

4) Una funcion vectorial /, que nunca es cero y tiene derivada continua /’(O* V t, 

—> 

siempre es paralela a su derivada, demostrar que existe un vector constante A y una 

—> —> 

funcion real positiva l|/ tal que /(f) = !//(/) A, V t. 

5) Una funcion vectorial / satisface la ecuacion t /'(/) = + t A V t >0, donde A es 

—> —» —> —» —» 

un vector fijo. Calcular /"(l) y / (3) en funcion de A si f (\)~2A. 


Rpta. /(3) = (6+31n3)A 

—> —) “♦ — 1 —> 

6) Dado un vector V * 0 y una funcion vectorial /, tal que: f(t).V - 1 , V t G R y tal 

—► —> —» 

que el angulo formado por /'(/) y V es constante. Demostrar que /"(?) es ortogonal a 

ray 

7) Sea una curva C descrita por una partfcula movil en R 3 . Dar una demostracion o poner 
un contra ejemplo. 
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a) Si el vector velocidad es constante, la curva es plana. 

b) Si el vector aceleracion es constante, la curva es plana. 

c) Si el vector velocidad es perpendicular al vector aceleracion la curva es plana. 

“► 2 

8) Determine una funcion /: 1 c R -> R que parametrice la curva indicada. 

a) La recta y = 2x, recorrida del tercero al primer cuadrante. 

b) La cuarta parte del circulo x 2 + y 2 = 3 que se encuentra en el segundo cuadrante, 
corrido en sentido antihorario. 

c) El cuadrado |jc| + |>>| = 1 recomdo en sentido antihorario. 

d) El segmento de la curva y - |l - |x|| comprendido entre x = -2 y x = 2 recorrido de 
izquierda a derecha. 

e) El segmento de la curva y = |x 2 - lj comprendido entre x = -2 y x = 2 recorrido de 
derecha a izquierda. 

9) Determine una funcion /: / c R - >R 3 que parametrice la curva indicada. 

a) La parte de la recta y = 2x = 3z que se encuentra en el primer octante, comenzando 
en el origen. 

b) La parte de la recta que resulta de la interseccion de los dos pianos 
x + 2y -z = 0, 3x - y + 5z = 0, correspondiente a z £ 0, comenzando en el origen. 

c) El circulo que resulta de la interseccion del paraboloide z = x 2 + y 2 con el 
piano z = 4 comenzando en el punto (0,2,4) con el sentido de recorrido 
(0,2,4) —>(-2,0,4)—>(0,-2,4)—>(2,0,4)—>(0,2,4). 
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10) Encuentre una representation parametrica de las siguientes curvas dadas. 


. r . 

a) C: t i 

[9y 2 = I6xz 


Rpta. C: <*(/) = (—, 


,2 4f 3/2 


2a 3V2a 


.») 


b) C: x 2 +_y 2 = 9 , z = 0 


Rpta. C: a(f) = (3cos/, 3sen/,0) 


c) C: _y = 3x , z = 0 


Rpta. C: a(0 = (f, 3/ 2 ,0) 


d) C: x 2 = 4y , x 3 = 24z 


- t 2 

Rpta. C: a(t) = (t ,—,—) 
4 24 


e) C: (x-\) 2 +4(y-2) 2 =4 , z = 0 


Rpta. a(/) = (l + 2cos/, 2 + sen/,0) 

i 2 2 2 

o c -| x +y +z =a ( x+y ) 

■ \x + y = a 

-♦ a a 0 

Rpta. C: a (G) = (—(l-cos0), —(l + cos0),““sen0) 
2 2 2 

11) Dadas las siguientes curvas, encontrar su representation parametrica. 


a) [GCMi]x 2 + v 2 -6x-4y+ 12 = 0 , z= 0 


Rpta. / (/) = (3 + cos/, 2 + sen/,0) 


b) x 2 +>' 2 +z 2 =4 , x + y- z = 0 

Rpta. f(Q)= - - (^2 cos0, V2 sen0,^2(sen0+cos0) 

V1 + sen 0 cos 0 

c) y 2 +z 2 =25 , x 2 +y 2 =10 Rpta. /(/) = (±>/l0-/ 2 , t, ± V25-/ 2 ) 

12) Sea a la trayectoria a (/) = (2/, / , In /) definida para t > 0. Encontrar la longitud de 


arco de a entre los puntos (2,1,0) y (4,4,ln2). Rpta. 3 + In 2 
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13) Hallar la longitud de arco de las lineas que se indican. 

—► 

a) f(() = (t cost, tsent.t) , t e [0,2] 

—> 

b) / (0 = ((1 + cos/)cos/, (1 + cosOsen/) , t e [0,2] 

x a a + x a an a 

c) y = arcsen— , z =—ln(-) desde (0,0,0) hasta (—, —, — In 3). 

a 4 a-x 264 

a 1 

Rpta. L = — (1 +— ln3) 

2 2 

—► a-Jl a-J2 a 

d) / (0 = (acosf, asen/,alncos0 desde (0,0,0) hasta (-,-, —ln2) 

2 2 2 

14) Hallar la longitud de arco de las siguientes curvas 


a) f (t) = (2sen 2 r,sen 2r,21n(cost), re[—,— ] 

6 3 


b) = , / e [-1.1] 


15) Hallar la longitud de arco de la curva descnta por / (/) = (2sen 2 1 , sen2/, 21ncos/) 

1 V3 V3 3 V3 1 

desde el punto (—,-, 21n(-)) hasta el punto (—,-, 2 In—). 

2 2 2 2 2 2 


Rpta. 21n(3 + 2V3) 


16) Hallar la longitud del arco de la helice conica C: a (t) = (ae cosr, ae senf.ae ) 
desde el punto 0(0,0,0) hasta el punto A(a,0,a). 

Rpta. L = aV3 


17) Calcular L . para la funcion vectorial definida por: a (t) = (acosf, asenf,c0 en 

a 

K 

2 
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18 ) 


(t cos G 

Encontrar la longitud de la curva definida por f {t)-(\ - j— dO 


f t sen 0 r- 

-=-d0 9 Ayt ) 

4e 


entre t = 1 y f = fj, sabiendo que f (t x ) es el punto donde f'(t x ) es paralelo al 
piano YZ (1 < t x < 2). 


Rpta. 2>/5(^-l) 


19) Una particula se mueve en el piano XY segun la ecuacion x 


e 2t cos3t. 


y 


it 


y = e 


sen 3 1 , encuentre la longitud de la trayectoria desde t = 0 a t = 


it. 


20) Considere la curva descrita por / (/) = (r, acosh(—), a senh(—)) demuestre que la 

a a 

distancia a lo largo de la curva desde (0,a,0) hasta P 0 en la curva es proporcional a la 
distancia de P Q al piano XY. 


21) Sea la funcion r = g(0) con derivada continua en < a,b >. Demuestre que la longitud de 

f> r~ 2 - 1 

la curva es L = J y g +(g’) d6 . 

Q 

22) Sea la elipse descrita por x = a cos t, y = b cos t, t e [0,2 n] 9 0 < b < a. Demostrar que la 

2 / 2 2 

longitud de la elipse es: L = 4a J y 1 - e cos i dt , donde e es la excentricidad de la 

*o 

elipse. 

23) Hallar la longitud de arco de la linea C: x 2 = 3y, 2xy = 9z desde el punto (0,0,0) hasta 
el punto (3,3,2). 

Rpta. L = 5 

24) Hallar la longitud de arco de la linea C: z 2 = 2ax 9 9y 2 = 16xz desde el punto (0,0,0) 

8a 

hasta el punto (2a, —, 2a). 


Rpta. L = 4a 
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25) Encontrar la longitud de arco de las siguientes curvas: 


a) a (/) = (a(( -sen/), 1-cos/), a>0 longitud total 


b) a (/) = (aft-sent), 1-cos/, 4sen—) , te f0,2 tt1 

2 


c) a (/) = (jcos 3 /, a sen 3 /), a>0 longitud total. 


—> t t 

d) a ( t ) = (t-a tgh—, ascch (—)) desde t = -a hasta t = 2a 

a a 


26) Encontrar la longitud de arco de las curvas 


a) a (/) = (/, In sec /,ln(sec t + tg /)), / e [0, —] 

4 


Rpta. V2 ln( 1 + V2) 


b) a (t) = (e cost, e sen/) , / € [0,2] 


c) a (/) = (l, Insec/,3) desde t = 0 a t = — 

4 


Rpta. V2(e 2 -1) 
Rpta. In( 1 -h V 2) 


d) a (/) = (a(cos/ +/sen/), tf(sen/-/cos/)), a > 0 en [0,2;r] 


Rpta. 2 an 

-> r 2 c 2 

e) a(/) = (—cos 3 /,—sen 3 /) en [0,2/r] donde c 2 = a 1 -h 1 , 0<b<a 


Rpta. 


4(a 3 - b 3 ) 
ab 


f) a (/) = (a(senh/-/), a(cosh/-!)), O^t^T, a>0 


Rpta. 2a(cosh—VcoshT-1)-V2aln( 
2 


4l cosh — + Vcosh T 
_2 

1 + V2 


) 
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—> t 

27) Sea C la curva descrita por la funcion vectorial f (r) = a{t - sen/, 1 - cos/, 4sen—)con 

2 

n - 2 — 

a > 0. Hallar la longitud de arco de C desde el punto a( -, 1, 2^2) hasta el punto 

2 

a(n,2,4) 

28) La porcion de una particula en el instante t es: x(t) = 1 - cos t, y(t) = t - sent. Hallar el 
recorrido de la particula entre t = 0 y t = 1. 


29) Halle la longitud de arco de la epicicloide como funcion de <p a lo largo de la curva 

-> r 0 + r r 0 + r 

a (cp) = ((r 0 + r)cos(p - rcos(-), (r 0 + r)sen<p -r scn(- cp)) 

r r 


4r(r n -r) r 0 

Rpta. L- -(1-cos— 0) 

r o 2r 


V 2 

lax - x , z = a ln(-) desde el 

2a-x 

origen de coordenadas hasta el punto (x s y,z). 


Rpta. L = a In 


V 2a + Vx 


^2a -<Jx 


31) Hallar la longitud de arco de la linea C: 4ax = (y + z)" , 4z 2 + 3^ 2 = 3z 2 desde el 


origen de coordenadas hasta el punto (x,y,z). 


Rpta. L = ^2z 


-> ftg/ dx f/senx fr cosx > 7 n 

32) Dado /(/) = ( J _- r. J-J-<&) y g (t) = (\-2t, t 2 ,2e 2( ). 

c igV'l + x 1 x 1 x 

n 1 

0 < t < —. Hallar la longitud de la curva a lo largo de / desde / = / 0 hasta / = — 

2 2 


donde / 0 es el punto en el que g '(/) es paralelo a g (/). 
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33) Calcular la longitud del arco y parametrice la curva en el parametro S donde la curva es 

2 2 2 

dada por las ecuaciones x + y + z = a (x + y) , x + y = a . 


34) Hallar la distancia que recorre una particula que se desplaza sobre la curva 

222 1 V2 1 

C: x +y +z =1 a x+z = 1 desde el punto A(1,0,0) hasta el punto B (—,-,—) 

2 2 2 

V2 

Rpta. L = - n 

4 


35) a) Hallar la representation parametrica de la curva descrita por un punto P de una 
circunferencia de radio a (a > 0) que rueda (sin deslizamiento) sobre una recta. 

b) Hallar la longitud de arco de la curva encontrada en a) 


36) Sea C una curva descrita por la funeion a: [0,l]- >R si a’(0) = (1,2,2) y 

a"(f) = 21 T(t) + ?i{t) N(t) calcular la longitud de la curva. 

10 

Rpta. L = — 

37) Si C es una curva en R l descrita por a{t)~ (f-senf,l-cosr,-4cos—),f e [0,2»r]. 

2 

Hallar la longitud de arco C entre el punto de curvatura maxima y el punto de curvatura 
minima. Rpta. L = 4^2 


38) Sea C una curva de ecuacion vectorial /(f) = (/-sen^,l-cosr,-4sen —),/e [0,2zr]. 

2 

Hallar la longitud del arco C entre el punto de curvatura maxima y el punto de curvatura 
minima. Rpta. L = 4-^2 


39) Sea C una curva de R* cuyas ecuaciones parametricas en coordenadas cilindricas son: 
C: r = /j(f) , 0 = f 2 (t) , 2 - / 3 (f). Demostrar que la longitud de arco de C, desde el 

punto t = a hasta el punto t = b es: L = J ‘J(D r) 2 + r 2 (D f Q) 2 +(D f z) 2 dt 
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2 : 

40) En la ecuacion de la curva y = jc\ hallar la longitud de arco que une los puntos 
A(l,-1) a B(l,l). 


41) Sea g una funcion real derivable en [a,b] y sea C la grafica polar r = g(0). Entonces C 
—> —> —► 

esta descrita por f = g. u sobre [a,b], donde u = (cos0,sen0) pruebe que: 

7 '(0) = g'^+gu' 


42) Un movimiento circular de una barra OA alrededor del punto fijo O, esta defmida por 
la relacion 6 = 0.15/ 2 donde 0 se expresa en radianes y t en segundos. Un bloque B se 

desliza a lo largo de la barra de acuerdo a al relacion, r = 3-0.40/ 2 donde r es la 
distancia al punto fijo O, expresada en pies y t en segundos. Determinar la velocidad 
total y la aceleracidn total del bloque B, despues que la barra OA ha rotado 30®. 

—> — * 

Rpta. H v fl= l.74piestseg , fl a || = IMpiesfseg 2 


43) Sea a = a(u) la funcion vectorial del escalar u donde u a su vez es una funcion escalar 

—^ 

del escalar basico t, suponiendo que a{u) yu = uft) son diferenciabies tantas veces 
como sea necesario. Hallar la expresion para las derivadas de la funcion compuesta: 

da d 2 a 
~dt~' dt 

44) Hallar la tra>ectoria del movimiento para el cual el radio vector del punto mdvil 

d r -* -* -* 

satisface a la condicidn- = a x r , donde a esun vector const ante. 

dt 

Rpta. La trayectoria es una circunferencia cuyo piano es perpendicular al vector a 
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2 2 2 

45) Demostrar que la curva C: jc = l + 3/ + 2f , y = 2-2t + 5t , z~l + t , es plana. 
Hallar el piano en que se encuentra. 


Rpta. P: 2x + 3y + 19z = 27 


x = 3r 4 +/ 2 -3 


46) Averiguar si es plana la curva. C: i y = 3/ + t l +1 Si es plana determinar el piano 

z = , 4 + 2, 3 + r 2 

a que pertenece. Rpta. x + 2y-3z+l=0 

47) Una particula se mueve sobre CaR 3 de tal manera que su aceleracion en cualquier 

—> —► —> —► 

instante t es a sen / + b , siendo a y b vectores constantes, si se parte del punto 
2 

(—,2,2) con velocidad inicial (2,-1,2). 


a) Por diferenciacion calcular aproximadamente la distancia de la particula al origen 
en t = 0.2 seg. 

-> -* 2 

b) Si a = (-2,1,-2) y b = (—,-2,-2) bosqueje a la trayectoria de la particula. 

Rpta. ||/(0.2)||=3 

48) La curva y esta determinado por y (/) = (be ht , be ht cos r, be ht sen t). 

a) Determinar el rango de la curva e identificarlo (graficar). 

b) Halle la longitud de arco desde el punto A(0,0,0) hasta B(b,b,0). 

c) Parametrice la curva respecto a la longitud de arco. 

—► 

49) Consideremos la elipse descrita por la transformacion f(q>) = (a sen <p, p cos (p) con 0 


£ <p ^ 2 ti, demuestre que la longitud de arco de tal elipse es 4a | yl-e 2 sen 2 (p d<p 
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II.- 

1) Sea f(t) = (e' cost, e sen t,e') , P 0 =f(0 ) 

a) Hallar 7(0) , N(0) , #(0) b) Los pianos fundamentales en t = 0. 

^ 

2) Determinar T % N % B,k,z para la curva C descrita por la funcion vectorial 

* 2 2 2 

/(0 = (c cos/, c sen t,d /)en cualquier punto c y d son constantes. 

3) Determinar T y N y B para cada una de las siguientes curva. 

a) /(0 = (cos/,sen/) , /e[0,2;r] b) /(/) = (/ cos/, t sen/,/) 

—» —» 

c) /(/) = (3/ 2 ,2 + 8/ 2 , -5/ 2 ) en t = 0 d) /(/) = (9cos/, 9sen/, 3) 

—> 

4) Dado la funcion vectorial /(/) = (acosG)/,flsenro/); donde a > 0, b > O.Determinar 
T y N y B y k y z , V t. 

-* -t -♦ 

5) Determinar T y N y B y los pianos osculador, normal y rectificante en /(0) para las 
siguientes curvas: 

-> —> 

a ) /(/) = (/-sen, 1-cos/,/) b) /(/) = (/cos/,/sen/,/) 

c) /(/) = (/ 2 ,cos/, sen/) en t= 1 d) /(/) = (/, 1-/, / + / 2 )en (1,0,2) 

2 2 

6) Dada la curva /(/) = (/ +1, 8/, / -3). Hallar el vector tangente unitario en t = 1, 
escriba la ecuacion del piano normal, piano osculador y el piano rectificante en el 

punto /(1). 

7) Hallar la ecuacion de los pianos osculador, normal y rectificante a la curva 
a (/) = (e + \e~ l -1, /) en t = 0. 


Rpta. P N : x-y + z -2 , P R : x + y = 2 , P 0 : x-y-2z = 2 
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8) Sea C una curva de ecuacion vectorial a (/) = (/, In sec/, ln(sec/ + tgO) ■ Hallar los 

—f -> —> 

vectores T,N y B y la ecuacion del piano osculador en el punto en que la curva corta 
al piano YZ. 

Rpta. ?(0) = 4r(l,0,1) , N(0) = (0,1,0) ,i(0) =-^(-1,0,1) , P 0 : *-* = <> 

V 2 V2 

9) Formar las ecuaciones del piano osculador, la normal principal y la binormal de la linea 
x 2 = 2 az, y 2 = 2 bz en un punto cualquiera. 

10) Hallar la ecuacion del piano osculador a la curva x 2 = 4y, jc 3 = 24 z en el punto (6,9,9). 

-* x 

11) Sea C la curva descnta por la funcion vectorial f(t) = a(x-senx, 1-cosx, 4sen—), a 

2 

constante. Hallar la ecuacion de la recta tangente y el piano normal a la curva en el 
piano (2tt,0,0). 


12) Hallar la ecuacion del piano osculador a la curva C descrita por 

Rpta. P 0 : 12x-6y + z-8 = 0 


t 2 , 3 


= P ara t= 2. 


2 2 

13) Dada la funcion vectorial /(/) = (sen/-2, / +2,/ +2sen/-l). Hallar la torsion en 

it n 

cualquier punto y determinar la ecuacion del piano osculador en t = 0, / =~, 


explique su respuesta. 


Rpta. x = 0, P 0 : 2x + y“Z+l = 0 


14) Hallar el vector normal y una ecuacion del piano osculador para cuando 


/(f) = (arcsenf, l, -(l-f) 1/2 ). 
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15) Hallar la intersection del piano XY con el piano normal a la curva 


/(/) = cos/ i + sen/ j +/ k en el punto / = — 

2 


16) Sea la curva C: /(/) = (cosh/, senh/,/). Hallar la ecuacion del piano osculador en el 
punto donde el radio de curvatura es minima. 

—* 

17) Sean C y P la curva y el piano definido por: C: /(/) = (cos4/, sen4/,/) yP: 
x + 4z - 3 = 0. Determine en que punto de la curva, el piano osculador es paralelo a P. 
Hallar tambien la ecuacion del piano osculador. 


Rpta. p( 0,1, y) 


[ o- 


n 

x + 4z = — 
2 


-* 1 + / 1 — / 

18) Si C es una curva con representation parametrica «(/) = (/,-,-). 

t t 

a) Calcular su torsion. 

b) Determinar la ecuacion del piano osculador en el punto t = 1 . 

Rpta. a) x = 0 b) P 0 : x-y + z+ 1 = 0 


19) Determinar las ecuaciones de la recta tangente y del piano normal para la linea dadas en 
los puntos indicados: 


-+ kO aj2 aj2 k 

a) /(0) = (^cos0, asen0,-) en p( -,-,—) 

2 n 2 2 8 


-► / 4 / 3 / 2 

b) /(/) = (—, —, —), en un punto cualquiera ademas demostrar que la tangente en 
4 3 2 


todos los puntos de la curva C forma un mismo angulo con el eje OZ. 
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a^Jl a-Jl k 

x ~~r y ~~r z -~* kz k : 

Rpta. a) L,: - j=- = - j=— = —r— , P N : -J + y-H- 


-a-Jl aV2 

n 


na 4l 


r 3 , 2 


r 6 r 4 t 2 


X - y- - Z”- 

b) — y- ~~ = ~r~ * Pn: rx+t y +z =—+—■ + — 

t t _ 4 3 2 

a 


20) Hallar las ecuaciones de la tangente, del piano normal y el piano osculador de la curva 


a(t) -{tj 7 ,t*) en el punto (2,4,8). 


x-2 y-4 z -8 

Rpta. L, :—-— = —— = —— , P N : x + 4y + 12z = 144 , P 0 : 12x-6y + z-8 = 0 

“• 2 "• 2 

21) Dada la curva a (f) = ((* +1) / ,8r j ,(/ -3) A). Hallar el vector tangente unitario en t 
= 1, escriba la ecuacion del piano normal, piano osculador y piano rectificante en el 

punto a (1). 


22) Hallar los vectores T,N,B , la curvatura k, las ecuaciones de la tangente y la ecuacion 
del piano osculador a las curvas dadas en el punto indicado. 

—» 

a) a{t) = (e cost, e sent, e) , t = 0 

-> t t 

b) a(t) = (2cosh—, 2senh—, 2t) ,t = 0 

2 2 
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23) Formar las ecuaciones de la tangente y del piano normal a la curva x = 


e' sen / 
V2 


i e' cos t . ~ 

y = 1, z - — -j =— en el punto t = 0. 


V2 


Rpta. L — =-— a v = 1 , P N : 2x + 2z --Jl = 0 

11 


24) Dada la ecuacion de la helice C: a (t) = (acost, asenr, V/f 2 - a 2 t). Hallar las 
ecuaciones de los pianos osculador, rectificante y normal en cualquier punto. 

Rpta. P 0 : ^R 1 ~a 2 sen t jr— -Jr 2 -a 2 cos t.y + az = a^R 2 - a 2 1 
P R : cos/.x + sen/.>> = tf 


P N : asent.x-acost.y-\R 2 -a 2 z+(R 2 -a 2 )t = 0 

25) Dada la curva C: x = 6t , y = 3t 2 , z = en el punto t = 1, hallar la curvatura k, 
la torsion x, piano osculador, piano rectificante y el piano normal. 


2 2 

Rpta.fc(l) =— ,r(1) = —,P 0 \x-2y + 2z = 2 ,P ■ 2x-y-2z = 7,P N :2x + 2y + z-19 = 0 
27 27 


26) Sea la curva alabeada C:x = e sen2/ , y-e cos2/ , z = 2e , para el punto 

P(0,l,2). Hallar la curvatura k, los pianos normal rectificante y osculador y las rectas 
tangentes, normal y binormal. 


Rpta. 



2x + >> + 2z = 5 , P R : x - 2_y + 2 = 0 


P 0 : 4x + 2y-5z+8 = 0 



Zz 1 

1 


z-2 x 

—■ l »- - 


y ~ l n T . * 

- a z = 0 , L„. — 

-2 B 4 


7-1 


z — 2 


2 -5 


2 
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27) Formar las ecuaciones del piano osculador, la normal principal y binomial a las lineas 
dadas en los puntos indicados. 


a) 

2 2 

C: y = x , x =z en el punto (1,1,1) 

b) 

2 2 

C: x = 2az , y = 2 bz en un punto cualquiera- 

c) 

C: a(t) = (e ,e~* ,■ -Jit) en el punto (e,e _I ,V2) 


Rpta. 


a) 

x -1 v — 1 z — 1 x -1 y-1 z-1 

P 0 : 6;t-8y-z+3-0, - - , L R : 

6 -8 -1 5 31 26 -22 

b) 

P»: -Jb(x-x 0 )--Ja(y-y 0 )-0, L N : a z - z 0 , 

. *-*o J'-A'o z “ z o 

5 ij2az 0 ^2 bz 0 -( a + b ) 

c) 

1 r— x-e y-l/e z-J.2 

P 0 : x-ey V2z+2-0 , L N \ - 

e N -He e V2 


x-e y-l/e z-Jl 

1 1 -^2 senh 1 


28) Demostrar que la tangente en todos los puntos de la linea forma un mismo angulo con el 
eje OZ y hallar la tangente y el piano normal. 
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c) C: 2x 2 + 3y 2 + z 2 =47 , x 2 + 2y 2 = z, enel punto (-2,1,6) 

d) C: x 3 +z 3 =a 3 , + z 3 = 6 3 , en un punto cualquiera. 

y-%a z-12a 

Rpta. a) L t \ x-6a =- -=- , P N : x + 6 y + 36z = 2706tf 

6 36 


b) L, : 


x 2* 1 y-i Z-2V2 


1 


1 


7- , P N \x +y + Jlz = ?- + 4 

v 2 2 


Jt+2 v -1 2-6 

c) L.\ -=-=- , P N : 27x + 28y + 4z + 2 = 0 

' 27 28 4 * 


, . *-*0 £J[o 

a; 2 2 “ 2 2 * 2 2 ’ r N 


p . £lfo + Zl2^ + £z£°_ 0 

rw. -> + -> -r — V 


2 

>>0 


JVo *0 Z 0 Wo 

29) Mostrar que las tangentes, las normales principales y binormal de la linea 
—> 

a(/) = (e cos/, e sen/, e ) forman angulos constantes con el eje Z. 


30) Mostrar que la linea a (/) = (2/ + 3, 3/-1, / ) tiene entre los puntos un mismo piano 
osculador. Interpretar este hecho desde un punto de vista geometrico. 


Rpta. P 0 : 3 *- 2 y-ll = 0 en todo punto de a (/) 


31) Hallar las ecuaciones de la tangente, de la normal principal y de la binormal en un punto 


/ 


r 3 t 2 


arbitrario de la curva C: x = — ,y = — , z =—, Hallar los puntos en que la 

4 3 2 

tangente a esta curva es paralela al piano x + 3y + 2z - 10 = 0. 

,4 ,, ,< ,1 

x - y — 2 * - y - x - 

p 4 _ 3 _*-t r . 4 3 _ 2 

Rpta L t . — -—-— * —■— * L n . 


/ 


1 


# 3 + 2 / l -/ 4 - 2 / 3 -/* 


Lb : 


,* i J r J 

- — —— «— 

1 -2t i 2 4 3 2 
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32) Hallar las ecuaciones de la tangente, del piano osculador, de la normal principal y de la 

t 2 

binormai de la curva x = t, y = -t, z = — en el punto t = 2. Calcular los cosenos de la 

2 

binormai en este punto. 


x-2 y+ 2 z-2 . x-2 y + 2 z-2 

Rpta. L t . —-— - —;— — —-—, Pq ■ x+y — 0 » : 


1 1 


1 -1 -1 


Ld : 


x-2 y + 2 z-2 

i i T - 


33) Calcular el piano rectificante y el piano normal de la curva C: x = senr, y = * 


sen t 


1 

z = — (t -sent cost) en el punto t = n. 

2 


Rpla. P R : y = 0 , P N : x = 0 


V2 2 

34) Una curva Cen el espacio esta defmidapor: C: x = arctg (s), y =-ln(j +1), z 

2 

= s - arctg s donde s es la longitud de arco. Hallar 

a) Los vectores T,N,B 

b) El radio de la curvatura y el radio de torsion. 

Rpta. 


2 i+42sj+s 2 k -j2s i+{\-s 2 ) j+Jlsk -+ si—Jlsj+k 
a) T =- z -, N = - z - ,B=- 


5 2 + l 


j 2 + 1 


s 2 +1 


V2 2 

b) /? =- (omt+ 1) , p=-( 5 +1) 

2 2 

35) Hallar los pianos osculador, normal y rectificante para la curva determinada por: 
jc 2 +>' 2 +z 2 =6 , x 2 ->' 2 +z 2 =4 en el punto (1,1,2). 


Rpta. P s 2x-z = 0 , P 0 : y -1 = 0 , P R : x + 2z-5 = 0 
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36) Si C esta descrita por f(t) = (cosf,sen t>[\ — |]), re [0,47r ]. Halle todos los puntos de 

71 

C donde tiene un vector tangente paralelo a los pianos coordenados. 

4 3 

37) Sea C una curva descrita por la funcion vectorial f(s ) = (—cos s, 1-senj, -—cos s). 

s s 

Hallar || W(|) +T (|) + B(j) || +k(s) + x(^) 


38) Hallar las ecuaciones de la tangente, ecuacion del piano osculador de la curva 

x 2 +3y 2 = 1, x 2 + 3y 2 +z 2 = 5 en el punto (—,—,2). 

2 2 

1 l 

y-- 

Rpta. L t : —j-*- = —p a z = 2 , P 0 : z - 2 = 0 
3 

39) Dada la curva C: x 2 -lyz = 0 a y + z-*Jlx -1 = 0. 

1 1 1 

a) Hallar la ecuacion del piano osculador en el punto (-—. 

2V2 4 4 

b) Hallar la curvatura y la torsion en dicho punto. 


40) Un punto se mueve en el espacio segun la ecuacion vectorial 
a (/) = (4cosf, 4sen/,4cos0. 

a) Probar que la trayectoria es una elipse y hallar la ecuacion del piano que contiene a . 
dicho elipse. 


b) Probar que el radio de curvatura es 2^21(1 + sen 2 r) 3 2 
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3 

t 2 

41) Hallar el angulo formado por el piano tangente a la curva x = 2t -, y = t , 

3 

t 

z = 2t + — en el punto t = 1, con el piano rectificante, de la misma curva en el punto t 
= 2 . 


Rpta. 6 = arccos(—) = 38 Q 7’ 
91 


42) Formar las ecuaciones de la recta tangente, el piano normal, la binormal, el piano 
osculador, la normal principal y el piano rectificante a las lineas dadas en los puntos 
indicados. 

a) C: x = t 2 , v = 1-f , 2 = / 3 en el punto (1,0,1) 

b) x 2 +y 2 +z 2 - 3 , x" +y 2 = 2 en el punto (1,1,1) 

- VI 4i 

c) C: a(t) = (sen/, cosr, tgO enelpunto(-,—,1) 

2 2 

3 2 2 3 

d) C: a(t) = (t -t -5, 3t +1,2 1 -16) en el punto correspondiente ai valor del 
parametro t = 2. 

Rpta. a) L,: ^-1 = -^-=^—!-. P N : 2x-y + 3z-5 = 0 
x -1 v z -1 

-= — =- , P 0 : 3x + 3v-z-2 = 0 

5 3 3 -1 # 

X-1 v z-1 

-=-=- , P H : 8x- llv + 9z+1 = 0 

8 -11-9 

x- 1 v- 1 

b) —— = —— a z = 1 , P N : x-y = 0 


L B x = l,y=\ , P 0 : 2=1 


L s : 


jc- 1 J>-1 

1 ~ 1 


a z = 1 , P„:x + >'-2 = 0 


I 
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& ^ 


c) L,\ 


x - y — . 

2 5 r-1 


L s \ 


V2 " 

-V2 " 4 ’ 

V2 

V2 

x — 

2 

V 2 

V2 _ 

3V2 1 

V2 

V2 

x- 

2 

'"T *-1 


13 


-3 -4V? 


, P„: -13x + 3>'+4V2r+0 


x+1 y-13 z 

d) L t : -= --»- , P N : 2x + 3.y+6z= 27 

2 3 6 

Jt+1 y-13 z 

L b : -=-= — , P 0 : 6x + 2j>-3z = 20 

6 2 —3 

x+l v -13 z 

I v :-=-= — , P n : 3x-6j' + 2z = -81 

3 —6 2 

43) Escribir las ecuaciones de la tangente y del piano normal a las siguientes curvas. 

2 2 

a) C: z = x +y , y = x en el punto (1,1,2) 

b) C: x 2 + j 2 +z 2 = 25 , x + z = 5 en el punto (2,2^3,3) 


2 2 

44) Hallar la ecuacion del piano normal a la curva z-x -y , y = x enel origen de 

coordenadas. Rpta. P N : x + y = 0 

45) Hallar las ecuaciones de los pianos osculador a las curvas dadas en el punto indicado. 

a) C: x 2 + y 2 +z 2 = 9 , x 2 ->> 2 =3 en el punto (2,1,2) 

b) C: x 2 =4j> , x 3 =24z en el punto (6,9,9) 

222 222 

c) C: x +z = a , y +z =b en cualquier punto a la curva (x 0 ,y 0 ,z 0 ) 
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Rpta. a) 4x - y - z = 9 


b) 9x — 6y + 2z = 18 


v , 2 3 3 3 / 2 , 2 v 3 2,2, 2 , 2 v 

c) b x 0 x-a y 0 y+(a -b )z 0 z = a b (a -b ) 


45) Hallar las ecuaciones del piano osculador a la curva C: x 2 -y 2 +z 2 = l, 
y 2 -2x + z = 0 en el punto (1,1,1) 


46) En que punto del piano XY hara impacto una particula de la cual se sabe que para el 

tiempo t = 0 estaba situada en el punto (0,0,1600) y que su velocidad esta dada por 
—> 

V (0 = (500, 1000, -32f), donde t representa al tiempo. Determinar tambien el radio de 
curvatura o de la trayectoria de la particula cuando t = 5. 


^266740,000 
(1775,600) 3/2 


Rpta. Punto de impacto P(5000, 1000, 0) 


47) Un hombre observa que un insecto se posa en el extremo del minutero de un reloj, de 
radio r, al medio dia y empieza a caminar hacia el centro del reloj con una rapidez V 
constante. Si el reloj funciona normalmente, hallar la curvatura de la trayectoria del 
insecto, observada por el hombre, despues de t segundos. 

48) Determinar las constantes reales a y b de manera que las curvas 
Cj :4x 2 +4 xy + y 2 -10jc -10y +11 = 0 , C 2 :(y + bx-l -b) 2 -a(by-x + l-b) = 0 se 
corta ortogonalmente en (1,1) y tengan la misma curvatura en ese punto. 



49) 


curva. Hallar la torsion de la curva en el punto 


t = 0. 

Demuestre que si R(l) = (/j(0» / 2 (f)* / 3 (f)) es ecuacion vectorial de la curva C y 


k(t) es la curvatura de C, entonces. k(t) = 


II D, W)*P, 2 /?(Q II 

II D, *(0II 3 


50 ) 
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2 2 

51) Sea C la curva descrita por f(t) = (2t ,l-i,3 + 2t ) y P 0 el centra de curvatura de C 


en el punto donde la curvatura es maxima. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por 
P {) paralela al vector curvatura. 


1 25 

Rpta. L = {(-.1,—) + /(-4,0,4) / / e R } 
8 8 


52) Sea C, la curva descrita por la funcion f(x) = (x +1, e 3 x , ln(x 2 + 2x +1) - In 4) y C 2 

la curva descrita por g (x) = (—, 4-J\x\ -1, - In x) . Hallar la torsion de la curva C\ en 

x 

el punto de intersection de estas curvas. 

53) Hallar la curvatura k(rr) y la torsion x (n) para la curva C descrita por: 

-» 4 3 

f(s) = (—coss, 1 - sen .v, —cos 5) siendo s la longitud de arco de curva C sobre que 
s s 

superficie se encuentra la curva C. Rpta. k(7t) = 1, x (tt) = 0,3x + 4z = 0 

54) Hallar la curvatura k y la torsion x de la curva descrita por la funcion 

—> 

/(/) = (a cost, a sent, bt) 

* % j 

55) 'Sean las curvas dadas por: f(t) = (3t-i ,3t ,3 t+t ) teR, 


s bs 


_ 1 2 2 

C 2 : g(s) = (acos—, a sen —,—), c = ya +b , C 3 : h (/) = (a cost, bsent ). Hallar 
c c c 

la suma de los valores de la curvatura total de las curvas. 

->4 3 

56) Sea la curva C definida por: /(/) = (—cos/, 1-sen/, -~cos/) , t > 0. Demuestre que 
C es una circunferencia y encontrar su centro y radio. 


57) Una particula se desplaza en el piano R a lo largo de la curva C de ecuacion 


y = ln(jc + -vjr 2 -l),x£l con rapidez constante -— mts / seg y parte del punto (1,0) en 

3 

el instante t = 0. Hallar la ecuacion de la circunferencia de curvatura de C en el punto 
en que se encuentra la particula despues de haber transcurrido 2 seg. desde su partida. 
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58) Hailar la curvatura k y la torsion x de la curva descrita por 
f(9) = (a cos 9, a sen 9,b 9) en cualquier punto, con a,b constantes. 


59) Hailar el circulo de curvatura de la curva descrita por 
> 

C: f(t) = (cos t + / sen /,sen f -/ cos/), t > 0 en un punto de donde el vector tangente es 


paraielo al eje X. 


, 2 r 3 


60) Sea C una curva de ecuacion vectorial a(t) = (2f, —=r,—). 

V 2 3 


a) Hailar el centro de la circunferencia de curvatura en a (0) 

b) £,Cual de lospuntos p x (0,^2,-jl), p 2 (2-j2,2j2,0 ) y /? 3 (V2,0,0) pertenece a la 
circunferencia de curvatura? 

Rpta. a) C(0,2-/2,0) b) solamente p 2 

1 — 21 [t seQX 

61) Dada la curva parametrizada por a(t) = (-, J e dx, t). Hailar la circunferencia 

2 0 

1 

de curvatura de C en el punto donde la curva intercepta al piano x+y + z = —. 

2 

3 3 #- 

Rpta. C(2,3,- — ), radio /?=-*V6 
2 2 

62) Hailar el radio de curvatura de la curva a(t) = (3t-t 1 2 , 3/ 2 ,3f + / 3 ) en el 
punto (-2,12,14). 

-> s s s 

63) Sea la curva C; y (s) = (—l)(cos(in(~ 7 =r+ 1), sen(ln(" 7 ^+ 1)), 1) donde s es el 

V 3 V3 V3 

parametro de longitud de arco. Determinar, para el punto (1,0,1) e C, las coordenadas 

3 1 

del centro del circulo de curvatura ^estan los puntos p x (1,-) , p 2 (0,2,-1) sobre 

2 4 

1 3 

Rpta. C(-,-*,1) , p x esta 

2 2 


el circulo de curvatura? 
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64) Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la curva C, descrita por 

3 2 

g(t) = (t +6, 3/+ 4, t ) en un punto de interseccion con la curva C 2 descrita por 
f(t) = (t 2 -3, 3*-5, ln(e 4 ' +/-1)). 


65) Hallar el centro de la circunferencia de curvatura y el piano osculador de la curva 

* •> * -» 

C:a(t)&R , teR en a(0) = (0,0,1), si se sabe que ot’(0) = (0,0,2) 

f(l) = ^(9,1-2), 7"(t) es paralela a (-rA-1,/) y a''(t) = 2tT(t)+2N(t). 


Rpta. C(0,2,l) , P 0 : x = 0 

66) Si una curva plana tiene por ecuacion cartesiana, y = f(x), demuestre que el centro de 
curvatura C(m,n) en un punto p(x,y) de la curva es: 


n = x— 


y'd+y' 2 ) 


, m-y+- 


i+y 


67) Probar que, la curvatura y la torsion de la curva alabeada r (t) = e T i+e 1 j + y/2t k 

& 2 

son k--T~ — sec h~t 


68) Demostrar que la torsion dada por la formula r =—(7 , (0-(7 ,, (/)x7 ,M (/)) donde k es 

k 

la curvatura y T es la tangente unitaria. 

69) Dada la curva parametrizada por a(6) = (6 -sen0, l-cos0) 0 < 0 < 2n y sea L la 

n 

recta que pasa por el centro de a circunferencia de curvatura de la curva en 6 = —, en 

3 

la direccion del vector curvatura. Hallar la interseccion de L con el eje X. 


Rpta. (— ,0) 
3 
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70) Si un punto se mueve de manera que los vectores aceleracion y velocidad, siempre tiene 
modulo constante, probar que la curvatura es constante en todos los puntos del camino y 


expresarla en funcion || V || y || a ||. 


Rpta. k = 


v. v 


71) Demostrar que el radio de curvatura de la curva cuyas ecuaciones parametricas son 

x = x(s), y = y (s), z = z (s) es dado por: p = +^- + ~) 2 

as * as as 


72) Hallar el radio de torsion de la tinea a (/) = (cos/, sen l, cosh/) 

2 

cosh t 

Rpta. - 

senhr 

73) Hallar el radio de curvatura de la linea a (/) = (Incos/, Insen/, VI/), (></<-,• 

2 

mostrar que la torsion en cualquier punto suyo es igual a la curvatura en este punto. 

Rpta. p = V2 esc2/ 

74) Demostrar, que si a curvatura de torsion es igual a cero en todo los puntos de una curva, 
esta es una curva plana. 

75) Hallar los puntos donde la espiral r = 0, tiene curvatura maxima, justifique su respuesta. 

Rpta. (0,0,0) 

* / 

76) Si C es una curva descrita por la ecuacion vectorial f(t) = (/ - sen/, 1-cos/, -4cos—), 

2 

/ g [0,2/r]. Hallar el centro de curvatura en el punto donde el radio de curvatura es 
maxima. 


Rpta. C(n,-6,0) 
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77) Una particula se desplaza en el piano R a lo largo de la curva C de ecuacion 

V3 


I 2 V J 

V = ln(x + V x - 1 ), x > 1 , con rapidez constante-mts/seg. y parte el pun to ( 1 ,0) en 

2 

el instante t = 0. Hallar la ecuacion del circulo de curvatura de C en el punto en que se 
encuentra la particula de haber transcurrido 2 seg. despues de su partida. 


2^2 

Rpta. x 1 + (y +-ln(3 + 2>/2)) 2 =81 


78) Demostrar que la curvatura de la curva y = In x, en cualquier punto (x,y) es 

x 2 

Demostrar tambien que la curvatura maxima absoluta es —■= lo cual 

3V3 


(* 2 + l) w 

V2 In 2 

ocurre en el punto (-,-). 

2 2 


79) Sean f > 0 y g > 0 funciones diferenciables arbitrarios de valores reales, definidas 
en IgR, considerese la curva: 

C: F(t) = (\f(t)sentdt, jf(t)costdt, \ g(t)f(t)dt).WdlldX la curvatura y la torsion 
deC. 


80) Sea C la curva descrita por /, demostrar: k =- 


Vii/’(oii 2 ii/ ,, (oii 2 -(.r(o/ , *(0) J 


II/'(Oil 3 


81) Sea r = f(0) es la ecuacion polar, demostrar que su curvatura es dado por la formula. 


k = 


l/ 2 (6)-/(6)/"(e) + 2/' 2 
(/ 2 ( 0 )+/ , 2 ( 0)) 3 ' 2 


82) Si C es una curva en R , descrita por /. Demostrar que: 
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ii /'(on 5 


c) 



iTw-mi 


7ww^> 

HZ’(0-7" (Oil 2 

(?(o-7 , (o)-7" , (o 

ll(?(0-? , (0)-? ,, (0ll 


83) Si La trayectoria de una particula esta definida por x = r 2 -1 , y = 2/ 2 - 1 , 

z = r 2 + 5/, t £ 0 donde t = tiempo, encuentre Los componentes tangencial y normal de 
La aceleracion. 


84) Una particula se mueve en el espacio sobre una curva C de manera que su vector de 

*♦ _ —♦ 

posicion /(/) en cualquier instante satisface la ecuacion /(/). c = e donde c esun 

vector constante y su vector velocidad V(t) forma un angulo constante 0 con c, 
0 £ 0 £ —. HalLar la componente tangencial de la ecuacion en el instante t. 

85) Encontrar las componentes tangencial y normal de la aceleracion en el instante t = 2 

para el movimiento de una particula descrita por la curva 


a(t) = (ln(/ 2 +1), 2arctgf, 2V* 2 +1). 


12 


Rpta. a T - 0 , a H - 


86) Una particula se mueve a lo largo de la curva a(t) = (/ 3 -4/, t 2 +4t, 8/ 2 -3/ 3 ) para 
t = 2, hallar la componente tangencial y la componente normal de la aceleracion. 

Rpta. a T - 16 , a N =2<Jl3 

87) Una particula parte del reposo del punto P(2,2,3) con una aceleracion 

-* -♦ -» -4 

a (0 = 2m' + 4/ j + 31 k calcular despues de un segundo de la partida. 


a) La trayectoria de la partida. 
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b) Las componentes tangencial y normal de la aceleracion. 


c) Las coordenadas del centre de curvatura. 



b) a T = V29 , a N =0 

88) Una particula se mueve sobre la curva x - 3/ 2 , y = 2r 3 , z = 3t, encontrar para t=l. 


a) La curvatura y torsion 


b) Los componentes tangencial y normal de la aceleracion- 


2 

Rpta. a) k = — 


2 

. r = — 

27 


b) ctj* — 12 y 0 y ~ 6 


89) Una particula P desliza sin rozamiento a lo largo de un alambre arrollado en forma de 
helice circular recta. Si tomamos el semieje positivo Z hacia abajo, las coordenadas 
cilindricas de P en el instante t son r = a, z = b0 en donde a y b son constantes positivas. 
Si la particula parte de r = 0, 0 = 0 con velocidad inicial nula y cae por accion de la 
gravedad, la ley de la conservation de la energia nos dice que su velocidad despues de 
haber descendido una distancia vertical Z esta dado por ^2gz 


d6 


a) Calculese la velocidad angular — para 0 = 2k. 

dt 


b) expresese 0 y Z en funcion del tiempo t. 


c) Digase si hay componente de la aceleracion en la direccion de la binormal. 


Rpta. a) W 



d0 JIgOb 



c) Como la aceleracion esta contenida en el piano osculador, nunca existe 
componente de la aceleracion en la direccion de la binormal. 
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r d r dr r 


90) Demostrarque -.—— jc —y = — 

ds ds ds p 


91) Demostrar que la aceleracion a de una particula que se mueve a io largo de una curva 


-> dv -> V 2 -> 


-♦ 


en el espacio con velocidad V viene dada por: a ~—. T+ - N % donde T es el 

dt p 

—> 

vector tangente unitario a la curva, N la normal principal y p es el radio de curvatura. 

-• 

92) Sea f(t) = (cos wt , sen wt, e Awt ); A, w constantes re ales: 

a) Calcular la curvatura y torsion en el punto t = 0. 

b) Calcular el vector normal y binormal en el punto t = 0. 


93) Encontrar la curvatura de la curva C definida 



r 2 

it 71 U 

j;(f) = J sen- du 

o 7 


2 

94) Sea S el solido encerrado por el cilindro parabolico z = 4-y y por el paraboloide 
eliptico z = x 2 +3y 2 y C la curva de interseccion de ambas superficies. Hallar la 
longitud y la curvatura de C. 



a) Calcular T ( t ), N(t) 


b) Evaluar ?(0), N(0) y B( 0) 


c) Hallar los pianos fundamentales en t = 0. 
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96) Calcular la torsion en cualquier punto de la curva, que se obtiene al interceptar las 


superficies. 


\x 2 +y 2 + z 2 = 6 

\x 2 + y 2 -z 


-> . 1 -> J 

97) Sea Q : /(/) = (/',-,Inf) y C 2 : g(/) = (£'"*,—-,ln(t-l)), hallar las ecuaciones 
del piano osculador, normal y rectificante de C x en el punto de intersection de C { y 


98) Sea la curva descrita por f(t) = (cos r, sen r, cosh t) . Hallar la curvatura y torsion para 
cualquier t. 

99) Una particula se mueve en la trayectoria x = e' ,y-e',z = ~Jlt parat = 0, hallar: 

a) La curvatura y torsion de la trayectoria. 

b) Los componentes tangencial y normal de la aceleracion. 

u , , . V2 _ -12 

Rpta. a) k= —, T = — r 

4 4 

b) Qj = 0, <2tf = V2 

—^ —) 

100) Demostrar que si la ecuacion vectorial g(s) esta dado por C: g(j) = (x(j), j>(r), z(j)) , 

donde s es la longitud de arco, entonces la torsion en el punto donde a longitud de arco 

. -> 

es s, esta dado por: 3 (jt) = (P (s))(g' (s)x g" (s)) .g"'(j) , asi: 


3(j)-(* m W 2 +/ , (j) 2 +* m (i) 2 )- 1 


x'(s) y'(s) z'(s) 

*"« /’(*) 
x"’(s) y’"(s) z’"(s ) 


donde P(s) es el radio de 


curvatura. 
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5. FUNCIONES REALES DE VARIABLE VECTORIAL,] 

Pre-Requisitos.- Para la comprensidn adecuada de este capitulo de funciones realcs de 
variable vectorial se requiere de los conocimientos previos de: 

Rcctas y pianos en R*. 

Superficies. 

Calculo diferencial de funciones reales de variable real. 

Objetivos.- 

Definir las derivadas parciales de una funcion de dos 6 mas variables. 

Proporcionar una interpretacion geometric a de las derivadas parciales. 

Discutir el criterio de las derivadas parciales de segundo orden para extremos relativos. 
Utilizar la diferencial total como aproximacion de Az. 

Mostrar la relacion del gradiente con la derivada direccional. 

Mostrar el uso del gradiente para hallar el piano tangente a un superficie. 
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Sea /: / £ R - > R , una funcion real de variable real donde el rango y dominio son 

numeros reales. Ahora veremos funciones cuyo rango son numeros reales, pero el dominio 

sera un sub-conjunto de R f \ es decir, funciones del tipo f:U^R n - >R , llamada 

funcion real de n variables reales 6 bien funciones reales de variable vectorial (a los 
elementos de R n lo veremos como vectores), 6 bien campos cscalares. 


Tenemos pues que una funcion /: U £ R” - >R es una regia quc asocia a cada n-ada 

ordenada de numeros reales (x { , x 2 x„ )g(/, donde el conjunto U cs el dominio de f y su 

^ ■—► 

rango de f es el conjunto dc z g R, para los cuales existe x gU tal que z = f(x) es decir: 

—♦ —♦ 

rango de / = {zg R /z =■ J'(x) y x e (/}, se observa que cada una de estas funciones esta 
constituida por: 

1. Su dominio U £ R n 


2. Una regia que asocia a cada x e U el numero f (x) e R , imagen de x bajo f. 
Esquematicamente se tiene: 



Usaremos indistintamente las notaciones f(x {y x 2 ) o /'(jc) para denotar la imagen 

—* 

bajo f del vector jc = (x ] , jc 2 ,..., jc„ ) e R n . 
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3,2 i)efinicl6nj 

Una funcion real de variable vectorial f 6 de n variables es una correspondencia de un 

conjunto A de vectores de /?”, a un conjunto B de numeros reales y denotaremos por 

—> 

/: A<^R n -l que, para cada vector x=(x x ,x 2 .) e A , existe uno y solo 

—> 

un elemento f(x)eB. 

El valor real de la funcion f se denota por z = /(jc 1 ,x 2 ,...,jc b ) donde las variables 
jCj ,jr 2 ,...,jt n ,se denominan variables independientes de la funcion f y z variable 
dependiente. 


3.1 Dominio y Rango de una Funci6n Real idle Variable Vectorial,] 

Consideremos la funcion /: R n - >R , el dominio de existencia de la funcion f, 

denotaremos por D f , y es el conjunto definido por: 

D r = {x=[x i.Jf 2 .*») s J?" /3 z e /? a z = /(x, ,* 2 „..,*„)} 

al rango de la funcion f denotaremos por R f y es el conjunto definido por: 


R, w 

[ ■ • ft/3 x 


6 R n A I ••• fix)) 

■ 


Ejemplo.- Determinar el dominio y rango de la funcion f(x f y)=^25-x 2 -y 2 

Soiucion 


Como z-f(x,y) => z- ^25-x 2 -y 2 , luego z es real si, 25 -jc 2 -y 2 £0, entonces 
jc 2 + y 2 £25, que representa a una circunferencia y el interior de la misma. 

Luego D f = {(jc, v) e R 2 lx 2 + y 2 £25|, cuya representation grafica es: 
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I 2 2 2 

Ahora determinarcmos el rango, como z = y25 -jc -y entonces z^Oa z = 25- x" - v", 
de dondc x 2 + y 2 = 25-z 2 2 0, V(x,y) € R 2 . 

25 -z £0 => z 2 £ 25 o -5^ z£5, pero eomo z> 0 /. R f = {z e R/0< z^5\ 

Observation.- Sea /: A a R n una funcion con dominio A, deflnamos la graflca de f como el 

sub-conjunto de R n+i denotado por: 

graflca de / = G f = {(x v x 1 ,...,x n , f(x l ,x 2 ,...,x„))l{x x ,x 2 ,...,x n )e d}qR" +1 , para el caso de 
la funcion f \R 2 —> R tal que f(x , v) = ^25 -x 2 - v 2 su grafica es en el espacio R*. 

z = f(x,y) = ^25-x 2 -y 2 , z£0 z 2 = 25 ~* 2 -.y 2 , es decir, para z>0 , * 2 + y 2 + z 2 = 25. 

para y = 0, jc 2 +z 2 =25 es semicircunfercncia en el piano XZ. 
x = 0, v 2 +z"= 25 es semicircunferencia en el piano YZ. 
z = 0, x 2 + y 2 - 25 es semicircunferencia en el piano XY. 
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Observation.- Una manera muy practica de visualizar la grafica de una funcion de n variables es a 
traves de las curvas de nivel, para esto considcremos la funcion f:R 2 ^>R tal 

que z = f(x,y), cuya grafica de esta funcion es una super!]cie en R . Supongamos que la supcrtlcie z 
= f(x,y) sc corla mediante una familia de pianos paralelos al piano coordenado XY, que son de la 
forma z = f(x,y) = k (k = 0, ±1, ±2,..., ±n) cuyas intersecciones son curvas, que al proycctarlo sobre 
el piano XY, liene por ccuacion f(x,y) = k, a cstas curvas se le llaman curvas de nivci de la funcion f 
en k y al conjunto dc curvas de nivel se llama mapeo de contorno. 

En forma similar para el caso f: R } —* R , se obtiencn f(x,y,z) = k llamadas superficies dc nivel. 

Ejemplo.- Sea f \R 2 -> R tal que z = /(*, y) =x 2 + y 2 , hallar las curvas de nivel y hacer la 
grafica de esta supcrficic. 

Solution 

Determinaremos las curvas de nivel, haciendo z = k, es decir x 2 +y 2 - k que son familias de 
circunferencias. 



Definition.- Considercmos dos funciones de n variables f,g: R n —> R , con dominios 
Df y D r , respectivamente, entonces definimos las opcraciones siguientes: 


i) 

ii) 

iii) 


(/ ±g\x) = f(x)±g(x),\/ X eD f±fl = Df n D g 
(f g\x) = f(x).g(x),V x &D r ^ = Df nDp 

( ' )(x) = — ' ' ,VxsD /i( , - D f n D e - {xlg(x) = 0} 
g g(x) 
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Deflnici6n.- Considercmos f\R n - >R y g: R—-—>R dos fund ones con domini os 

Df y D K , respectivamente, entonces definimos la fund on compuesta por: 

(go f)(x) = g(f(x)) = g(f(x\,x 2 .*„)), dondc D gof = {x eD r /f(x)e « r n/) # } 



EJemplo.- Dado g(x) = arc.cos x, y f(x,v)=ijx 2 +y 2 - 16, encontrar la funcion g o f y su 
dominio. 

Solution 

Calculando el dominio de las funciones g y f donde D =[—lj] 
y D r = {(x,y) e R 2 lx 2 + y 2 - 1 6 ^ 0| , calculando la funcion go f es dedr: 

{gof)(x,y) = g[f{x,y)) = arccos^jc 2 + - 16 , calculando el dominio de g o f es decir: 

D gof = {(x,.y) e fl 2 lf(x,y) e. D.} = f(.x,y) e fl 2 l^x 2 +y 2 -16 e [-l,l]j 

= J(x,.v) e R 2 /-l 5 Jx 2 + v 2 - 16 £ 1 j = {(.r, v) e R 2 /0 5 .v 2 + y 2 - 16 s l) 

= |(jr,.v) g fl 2 /16 5 jr 2 + y 2 <17} 
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3.5 Ejereicios Desarrolladosj 


i) 


I lallar y representar graficamente el domimo de las ocho funciones siguientes: 

2- /(jc, v) = ln( jc + y) 

Solucion 

La funcion z = f(x,y) esta bien deflnida, si se cumple, 
x 2 +y > 0, que nos representa la parte del piano por 
cncima de la parabola y = -x . 

Luego D j = j(jt,y) e R 2 / x 2 + y > o| 



2 ) 


z = /(x,y) = 


3) 





Solucldn 

La luncion z=f(x,y) esta bien definida, si 
y-V* >0 a x £ 0, de donde y> >/x a x £ 0, 
que nos representa la parte del piano sobre la rama de la 
parabola y a la derecha del eje Y sin incluirlo. 

Luego: D f = {(jc, v) e R 1 f y > Jx J 


Solucion 


Sea z = f(x,y) = h(x,y) + g(x,y)=\^jx 2 -y 2 \ + \-Jxy\, donde =1 V* 2 I y 

| luego su dominio son: 


= {(Jf,v) e R 2 / x 2 -y 2 £ oj = {(x,^) e R 2 I x'Z y v x £ -.v} 

D g = {(*, v) e R 2 / xv £ o| = {(*, y) e R 2 /(x% 0 a 0) v (i^O a,v$0)| 
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y el dominio de z = f{x,y) es = D h n D t 

D f =\x,y)zR 2 /x£yvxS-y}n j(jc,jv)e/? 2 /(xS?OAy£0)v(x<OAy<0)} 

Df = {(x,y)e/? 2 /(x£yvx£-y)n((x£OAy>0)v(x^OAy^O))} 

Df = ^x,y)eR 2 /(x£yvx£-y)n(x£0Ay£0)v(x£yvx^-y)n(x£ OAy^O)} 
:.Df = j(x,y)efl 2 /(x£yvx£-y)n(x£OAy£0)j 



4) z = /(x,y)=^(x 2 + y 2 -a 2 )(2a 2 -x 2 -y 2 ) , a>0 

Solution 

La f mcion z = f(x,y) esta bien definida si se cumple que (x 2 +y' -a 2 )(2 a 2 -x 2 -y 2 )> 0, 
de donde se tiene: 

(r 2 + y 2 - a 2 £ 0 a 2a 2 -x 2 -y 2 £ o)/(t 2 + y 2 - a 2 £ 0 a 2a 2 -x 2 -y 2 £o) 

(r 2 + y 2 in 2 ax 2 +y 2 £2a 2 )s/(x 2 +y 2 £a 2 ax 2 +y 2 £2a 2 ) 


(a 2 £x 2 +y 2 ax 2 +y 2 £2a 2 )^<f = (a 2 £x 2 +y 2 £2a 2 ) 


:.D f =|(x,y)e/{ 2 /a 2 Sx 2 +y 2 £2a 2 } 
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5 ) 


* = = J 2 * 

\x+y -16 


Soluci6n 


x 2 — V 

La funcion z = f(x,y) esta bien definida si se cumple —r--£ 0, luego la 


x'+y 2 -16 


solution de esta inecuacion se obtiene de la manera siguiente: 


' £0 <=> (x 2 -yZ0AX 2 +y 2 -16>0) v (x 2 -y<0*x 2 +y 2 -16<0) 


x 2 +y 2 -16 


<=> (y<x 2 ax 2 +y 2 >16) v (x 2 £y ax 2 + y 2 <16) 

D f = j(x,^)e R 2 /(y£x 2 ax 2 +y 2 > 16) v (x 2 :£ y ax 2 +y 2 < 16)} 





6) z = /(x,» = arcsen(-) 

X 


SolucI6n 
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y y 

Como z = /(x, y) = arcsen(—) <=> sen z = — , pero como la variation de sen z, esta 

x x 

y 

entre-lyl, se tiene: -1S sen z <, 1 <=> -1 < — ^ 1, desarrollando la inecuacion 

x 


7) 


-1 s—si » -isZa^si =» A Z^Lso 

X XX X X 


Luego D f ={(x,y)e/? 2 / X + ^ ^0 a y * £ 0} 


Si x > o <^> (^ + jc^0ax>0) v (}>+x<0ax<0) 
x 


Si -— -<0 <=> (_y-x^0Ax>0) v (j>-x£0ax<0) 
x 

Graficando la region se tiene: 



z=f(x.y)=\4y*~-i 1 + lVi-* 2 1 


Solution 

Sea z = fl[x,y) = h(x,y) + g(x,y), donde h(x,y)=\Jy* -11 , g(x,y) =|Vl-x 2 | , 
luego sus dominios son: D h = jpc.y) &R 2 / y 2 -l£ o)= |(;c,jk) e/J 2 /.y £lv_y£-lj 
D g = j(x, y) e R 2 /1-x 2 }= j(x, y) e /f 2 /-I £ x £ l}, 
y el dominio de la funcion z = f(x,y) es: 

D f =D h r^D g = j(x,y)e/f 2 /y£lvy£-l}n jpc,y) e R 2 /-I £ x £ l} 


(A) 

(B) 
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8 ) 


9 ) 



r = /(*. y) = 1 /vsenjc 


Solucion 

La funcion z = f(x,y) csta bien definida si se cumple: 

V sen x £ 0 o (v ^ 0 a sen x £ 0) v ( y ^ 0 a sen * ^ 0) 

o (v^O a 2/r n £ * £ (2w+l);r) v (y£0 a (2// -h \)tt £ x <> (2n + 2)tt ) 


D f = {(jr t v) e R~ / (v £ 0 a 2k n £ x £ (2« + l);r) v (v £ 0 a (2 n + l)/r £ x £ (2n + 2)k )} 



Determinar el range de la funcion f(x,y) definida por: 

I 2 2 

2-J-“ * VI ® < * + v ^ ^ 

X + v 

D* 2 + ' ! l .vi I < + y J < 3 

Jx 2 +y 2 - 1 .« 5£x 2 +.v 2 


/(*,.»') = 



















































288 


Eduardo Espinoza Ramos 


Solucion 

Calcularemos el rango en cada region donde f(x,y) esta definida. 

, 2 1 1 

Si 0<x“ + v ^1 => 1 ^ -- -<00 => -00 <-;-- < -1 

x + y * x '+y 

1 2 2 
-orj<2-;-I => -oo< 2 ^ 1 , luego para la region 0<x + v ^1 cl rango es 

x* + y* 

Rf =< -oo,l]. 

Si 1<jc 2 + v 2 <3 => f(x*y) = [|* 2 + v 2 |], entonces redefmiendo la funeion f(x,y) 

considerando el maximo [| |] entero en la region 1 < x 2 + y 2 <3 

11 si l< x 2 + v 2 < 2 

/(jr,y)= j 

I 2 si 2Zx 2 +y 2 <3 

Luego para la region 1 < x 2 + y 2 < 3 el rango es R f = {l.2} 

Si5^;t 2 + v 2 se tiene f(x,y)=^x 2 + y 2 -1 

Luego 2 +y 2 => 4£x 2 +y 2 -1 => 2 Z-fx 2 +_y 2 -1 = f(x,y) 

2 2 2 2 
Luc^o para 5 £ x +y se tiene z ;> 2, por lo tanto para la region 5 £ jc + v el rango es 

/? f = [2,oo > R f = < -oo,l]vj{l,2}u[2,oo > = < -oo,l]u[2,oo > 

10) Sea/:/? 2 - >R una funeion definida por z = f(x % y) =^\ -x 2 - y 2 . Hallar su dominio, 

rango y graflear. 

Solucion 

La funeion z = f(x,y) esta definida si 1-x 2 -y 2 £ 0 => x 2 +y 2 Z\ 

Luego D f = |(jc, v) € R 2 lx 2 +y 2 <, l} Calculando el rango de z = /(x,y) = -x 2 -y 2 : 
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Como x 2 +y 2 £ 1 y V x,yeR, x 2 +y 2 2 0 =$ 0< x 2 +y 2 ^ 1 => -l£-x 2 -y 2 <0 

0< 1-x 2 ~y 2 <1 => 0<^\-x 2 -y 2 <1 => 0 < z < 1 => z e [0,1], de donde 

*/=[ 0 . 1 ]. 

Para graficar: Como z = -\jl-x 2 -_y 2 , z £ 0 de donde x 2 + v 2 + z 2 = 1, se tiene: 
z = 0, jc 2 + v 2 = 1 circunfcrencia en el piano XY. 
y = 0, x 2 +z 2 = 1 semi-circunferencia en el piano XZ. 
x = 0, y 2 +z 2 = 1 semi-circunferencia en el piano YZ. 



11 ) 


V I 2 

Sea z = x /(—), determinar las funciones f y z, si z = y 1 + y . Para x = 1 
x 

So|uci6n 

Como z = -^1 + y 2 para x = 1, entonces z = f(y) = -y/l + >’ 2 


v / j- 

Luego si z = jc /(—) y /(>>) = -y 1 + y , entonces 

x 

v I jx 2 + v 2 x<Jx 2 +y 2 xjx 2 + v 

i ‘ x/ ( 7 , - t rP- x i~v —w 2 —w - 
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I 2 ' 2 

y V* +y 

12) Determinar F(x), s\ F (—)=- , x, y>0. 

* y 

Sglucion 




Como F{~) = 

x y 


x I 1 y 

r= jl-f-- , haciendo u = — 

<->* 

x 


x i 

r~y 


se tiene F(w) = Jl + 2 


r 


+i 


fU) = 




x 2 +1 

kT 


^ , f(x)g(y)-f(y)g(x) 1, 

13) Dada la funcion F(x,y) =-. Hallar F(a, —); en particular, poner 

g(xy)f(xy) a 


f(u) = u\ g(u) = u 2 


Sojucipn 


r( . f(*)g(y)-f(y)g(x) i /( a )g(a) 

F(x,y) = - => F(a, -) =- 

g(xy)f(xy ) a /(l)g(l) 


F(a,-) =- 2 -^-= — 

a (1)(1) 1 a 


v< K al ~ ] 

• • F(a,-) = ■ 


a a 


14) Expresar el volumen z del cono en funcion de su generatriz x y la altura y. 

Solucion 



B 


Por Pitagoras en el A ABC se tiene x 2 =r 2 +y 2 ... (1) 

de donde r 2 =x 2 -y 2 , ademas h = y = altura, el volumen del 


cono es: V = ■ 


r = T(x 2 -y 2 )y = i-(x'y-y J ) 


n r 2 h 


entonces: 


2 ,. 


z = V(x,y)=—{x 2 y-y i ). 
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15) Expresar el area S del triangulo en funcion de sus trcs lados x, y, z. 

Solution 

g El perimetro del triangulo ABC es: 2 p = x + y + z 

x + v + z 

p = —:— 



... (i) 


Luego el area S en funcion del semiperimetro p es: 

C S = Jp(p-x)(p-y)(p-z) ...(2) 


ahora reemplazando (1) en (2) se tiene: 

lx+v + z x+v + z x+ v + z x+v + z 

S = J - 1 -(- : - -x)( -- v)(-;- -Z) 

V 2 2 2 2 


1 


W = S(x, \\Z) = — J(-r+ V+Z)(v + 2-X)(x + 2- v )( x + v-z) 

4 


16) La funcion z =f(x,y), quc satisface identicamente la relation f(mx , my) = m k f(x,y) para 
cualquier m, es llamada funcion homogenea de k-esimo orden, mostrar que la funcion de 

k y 

k-esimo ordcn z = fix, y) siempre puede ser representada en forma z = x F(—) 

x 

So|uc|6n 


Sea m = — . Reemplazando en la funcion f{mx , w) = m* f(x,y), se tiene 

.r 

/(L —)= — /(x, V), de donde f(x y y) = x* f( 1, —). Como /(l, — )depende de—, 
xx x x x 

entonces F(— ) = /(l, —). Luego, f(x,y) = x l 'f(\,—) = x l ‘F(—). 

XX XX 


17) Construir las curvas de nivel de la funcion f(x,y) = 8 - x - 2y . 
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f(x,y) = k, es una curva de nivel para cada k e Z. Luego x 2 -2y = k, entonces 
2 2 *-8 

x = -(2 v + k - 8) =>x = -2(y +-), representa parabolas que son las curvas de nivel. 



18) 


Hallar el dominio, rango y construir las curvas. De nivel, para k = 0 y k = 1, de la funcion 
f(x, y) = sen (y - x). 

So]ucl6n 

Sea z = f(x, y) = sen(y - x) en donde las variables x, y no tienen ninguna restriccion, por lo 
tanto Df = R 2 . Ademas -1 < sen (y - x) ^ 1 => -1 < z < 1, por lo tanto R T = [-l,l], para 

las curvas de nivel se tiene: sen (y - x) = k , de donde para k = 0 se tiene sen(y - x) 
= 0 => y - x = nn por lo tanto las curvas de nivel para k = 0 es un conjunto de rectas y para k 

ft 

= 1 se tiene sen(y - x) = 1 => y- x = — + 2 nn , las curvas de nivel es un conjunto de 
rectas. 
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19) 


Dado /(x, y,z) =yx * I 2 + y 2 -4z-2x , hallar el dorruruo de f, rango y construir la superlleie 
de nivel para k = 0 y k = 1. 

Solution 


ia funeion es bien delinida si x 2 + \> 2 -4z-2x 2 0, 


Sea (o - /( x, v\r) = -^x 2 + >*" -4z-2x, 
luego: Df = {(x, y,z) e /? 3 4 /x 2 + y 2 ^ 4z + 2xj eomo x 2 + y 2 - 4z- 2x £ 0 


'Jx^'+y 2 - 4z —2x^0 => Luego 7 ? / t=[0,to> 


La superficie de nivel son o) = f(x, y, z) = k , k e z. para el caso en que k = 0 se ticne 


I 2 2 2 2 

yx + V — 4z —2x = 0, de donde x +y -4z-2x = 0 completando cuadrado se tiene 


2 2 1 

(x-1) +y = 4(z + —) es un paraboloide elfptico. 

4 


Ahora la superficie de nivel para k = 1 es ^x 2 + y 2 -4z — 2x = 1 entonces 

2 2 2 2 1 
x ♦ i -4z-2x = l de donde (x-1) + v = 4(z+ —) es un paraboloide elfptico. 



Es la superficie de 
nivel para k = 0. 
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l + Jx * 1 +y 2 +Z 1 

20) Hallar las superficies de nivel de la funcion u = ln(- . . . ) 


1 -{x‘+y ! + z 2 


Solucion 


1 + Jx 2 +y 2 +z 2 5 6 

Sea u = c entonces ln(- , . —) = c levantando el logaritmo se tiene: 

\-t[x 7 +y 2 +z : 

1 -Jx'+y'+z 1 


(Ut)Jx’ +/ + .- ! =*-l => Jx 2 +/ + z ! - — =» +/ + r ! = (—) ! 

k +1 £ + 1 

Las superficies de nivel son esferas de centro en el origen. 


I.- Hallar y representar graficamente el dominio de las siguientes funciones: 

1) f(x,y) = Jx-y[y Rpta. D f = {(x,j0 e R 2 ! x't 0, 0, x 2 2 y] 

y-\ 

2) f(x,y) = arcsen(-) Rpta. l-x£y£l+x, x£0 

JC 


3) f(x, y) = ln(xy) 


1 + x £ y £ 1 - x , x<0 
Rpta. I 2 y 3 2 cuadrante sin la frontera 


2 ^ 2 

4) /(x,y) = ln(36-4x 2 -9y 2 ) Rpta. — + — <1 

v f 9 4 

5) f(x y y)-^xyln[y-4x 2 ) Rpta. D f = |(x,y) e R 2 f xy < 0 a >>>4jc 2 } 


6) f(x,y) = Jsen7T^x 2 + y 2 ) Rpta. 2n^x 2 +y 2 £2n + l 
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7) 

8 ) 

9) 

10 ) 

ID 

12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 


X + V 2 2 2 2 

/(*,v) = arcsen(-) + arc sec(x +y ) Rpta. \£x +v <4 


v 

/(x,.v) - arctg( 2 2 ) 

1 + jc v 

Rpta. Z)^ = /? 2 

/(x,_v,x) = Jx + ify+-Jz 

Rpta. Df = {(*, v,z) e /? 3 / jc £ 0, y £ 0, z£ o| 

f(x,y) = Jx + Jxy 

Rpta. Df - |(jc, y) e R 1 ! x'Z 0 f y £ oj 

X 

/(jc, y) - arcsen( ) 

x + v 


Rpta. Df = {(*, v) g /? 2 /y £ 0 a v£ -2xju{(x, v)/y ^ 0 a y£~2;t} 

J 25-x 2 -v 2 
/(*,.v) = - 

X 

Rpta. D f = j(x, t y) e R 1 / x * 0, x 2 + y 2 £ 25j 

f(x,y,z) = (x+y)-Jz-2 

Rpta. Df = |(x, y,z) e /r > 21 


f(x,y,z) = arc sen x + arcsen y + arcsen z 

Rpta. D r = j(x, y,z) e R 2 /-I < x < 1, — l^y^l, — l£z£l} 


/ (x,y) = . Rpta. D f = {(x,y) e R 2 /x 2 + .y 2 < 25} 

\25-x 2 -y 1 

l(x, y, z) = ln(xyz) Rpta. I, III, VI, VIII octantes (excluyendo fronteras) 

fix, y, z) = arcsen x + arcsen y + arctg z 

Rpta. D f = |(x,y,z) e R 3 /|x| ^ 1 , |y| £ l} 

f(x, y) = ln(x In (y - x)) Rpta. y > x + 1 ; x £ 0 

x < y < x + 1 ; x < 0 
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19) /(x,y) = - v* +* 2 y 2 ) 

Rpta. D f = {(x, y)/(K x ^ 1 a x 2 < y < Vxjujfx,^)/* £ 1 a Vx < y < x 2 J 

u{(x, y) f x <0 a _y < jc 2 } 


20) f(x,y)=Jx 2 -4+<j4-y 2 Rpta. D f = {(*,>>) e R 2 l\x\ ^ 2 a |^| <; 2 ) 

21) f(x, y) = In x - In (sen y) 

Rpta. D f = {(*,. y)/x> 0 a 2n n < y < 2(n+ 1)tt n 
ln(x- 2 v) 


<e z 


22) /(x, y) = - 


V v ” 2 * 

23) /(x, y) = arcsen^2 v( 1 -h jc 2 ) — lj 


Rpta. D f = {(x,y)/x-2y> 0 a v- 2 x> 0 } 


Rpta. Parte del piano comprcndido entre la linea v =-- y su asmtota, induyendo 

1 + x 

la frontera. 


24) /(*,>') = arctg(*y/x 2 ->' 2 ) Rpta. Z>y = {(x,v)/x£y v x£-y} 

25) /(x, y) =[| x\]+yj]-y 2 Rpta. D f = {(x,y) €-/? 2 /-\Zy< l) 


26) /(x, y,z) = ^x 2 + v~+z 2 - 4+ln(9-x 2 - y 2 -z 2 ) 

Rpta. = |(x,y,z)/4 ^ x 2 + y 2 +z 2 ^ 9j 


1 


27) /(x,.y) = -j= _ 

Vl-x z -y‘ 


Rpta. .Djr = |(x,y)/x 2 + y 2 < l} 


28) fl[x, y) = arc sen (x + y ) 

Rpta. La banda comprendida entre las rectas paralelas x + y = 1 y x + y = - 1 
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29) f(x.y,z) = Ja -x 2 - y 2 -z Rpta. D r = {(*, y,z)!x 2 +y 2 +z 2 <,a J 


30) f(x, v,z) = arcsen( , ) Rpta. La region del espacio exterior al cono 


'i 


2 , 2 
X + v 


2,2 2 A / 2 T . . / 2 7 

-v +_y -r =0 ; -yx + y < z<^x + y 


31) /(x,v,z) = 


ln( 1 — jc 2 - y 2 -z 2 ) 


2 ' 2 

Rpta. El interior de la esfera x + v + z < 1 , excepto cl origen de coordenadas. 


32) f(x,y) = |V* 2 -.v J | + DVgi 

Til 


33) ./'(*, v) = lWj + 


V * 7 


II.- 


Determinar las curvas de nivel y graflcar las funciones siguientes: 


vi 

1) f (x, v) =- Rpta. Familia de parabolas ky = 

V 


VI 


2 ) 


/(x,.v) = ln 



3) z = Jx 2 -y : 

4) z = y[x)> 

5) z = l-W-|y| 

6) z = ln(x 2 + y) 

7) z = arc sen xy 


Rpta. Familia de rectas que pasan por el origen en el I s 

2k 

y 3 C cuadrante y-e x 
Rpta. Hiperbolas equilateras x 2 -y 2 = k 
Rpta. Hiperbolas equilateras xy = k 
Rpta. Contorno de rombos |x| + = 1 - k 

Rpta. Parabolas y = k-x 2 
Rpta. Hiperbolas xy = k, I k | £ 1 
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8 ) 


2x 


x~ + y 


Rpta. Familia de circunferencias x + y = 2kx 


9) z = e 


Rpta. Familia de circunferencias x 1 +y =ln&,k£l 


10) z = J\00-25x 2 -4y 2 Rpta. Familia de Elipses. 


III.- Hallar las superficies de nivel de las siguientes funciones: 

a) u = x + y + 3z Rpta. Familia de pianos x + y + 3z = k 

b) u = (x 2 +y 2 +z 2 ) 2 Rpta. Familia de esferas x 2 +y 2 +z 2 =k, k>0. 


c) u = 


2 , 2 
x +y 


Rpta. Familia de Paraboloides de revolution x 2 +y 2 =kz 


1+J77/7? 

d) u = ln(—) 
' , / 2 , 2 2 ’ 
1-dx +y + z 


c— 1 

Rpta. Familia de esferas x 2 +y 2 +z 2 = ( -) 2 

c + 1 


e) u = .v/g(sen(jt 2 +y 2 +z 2 )) Rpta. Familia de esferas 


2,22 
i) u = x + y -z 


Rpta. Familia de hiperboloides 


IV. 


1) Expresar el volumen V de una piramide cuadrangular regular en funcion de su altura 
t4 x” y de su arista lateral *y\ 

- X j 2 

Rpta. V = — (y- -x 2 ) 

3 

2) Expresar el area S de la superficie lateral de un tronco de la piramide hexagonal 
regular en funcion de los lados x e y de las bases y de la altura z. 


Rpta. S = 


2 (x+y) I 2 2 

4 z +3 (jc -y) 


'4 


3 
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3) Probar que la funcion z = F(x, y) = xy satisface a la ecuacion: 

F(ax + bu, cy + dv) = ac F(x, y) + be F(u,y) + ad F(x,v) + bd F(u,v). 

4) Probar que la funcion z = F(x, y) = lnx.lny, satisface a la ecuacion: 

F(xy,uv) = F(x,u) + F(x,v) + F(y,u) + F(y,v), x,y,u,v > 0. 

5) Hallar los valores que toma la funcion f(x, y) = 1 + x - y, en los puntos de la parabola 
V = x 2 y construir la grafica de la funcion Ffjc) = f(x y x 2 ) 


lav 

6) Construir las curvas de nivel de la funcion z = arctg(— j 2 -j”),a > 0 

x + v -a 


Rpta. Familia de circunferencias. 


3.7 Conjunto* Abtertos y C«rrado&| 

a) Distancia entre Dos puntos - A la distancia entre los puntos A(x {y x 2 . x n ) y 

B( Vj , v 2 . y n ) de R n % definiremos por: 

-Xi ) 2 + (y 2 -s 2 ) 1 +...+(y„ -x^ 


b) Bola Ablerta en Una bola abierta de centra en el punto a e R n y radio r > 0, 

denotado por B(a,r) es definido por el conjunto: 


B(a,r) = jx e /?" /d(x,a) < rj 


c) Bola Reduclda en R n - Una bola reducida de centra en el punto a e R n y radio r 

> 0, denotado por B'(a y r) es definido por el conjunto: 


B'(a y r) = {* e R n /0 < d(x y a) < /*} = B(a y r)-{a\ 


d) Bola Cerrada en R n 


B(a y r) = {x g R n /d(x y a) £ r}| 
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Observacl6n.- Entenderemos par una vecindad de un punto a e R\ a una bola abierta con centro 
en el punto a. 

Ejemplo.- En el espacio n-dimensional se tiene: 

1.- Para n = 1, se tiene la recta real R. 


4- 


, B(a,r) = {a-r^a + r) 


a - r 


a + r 


-{---1---J- , B(a,r) = \a-r,a + r ] 

a - r 8 a + r 


H- [ —g—-> 

a - r 8 

2.- Para n = 2, se tiene el piano R 

Y _ 


♦ r 

2 


B'(a,r) = (a-r,a + r)-{a\ 


I B(a,r) = {(x,y) a « 2 /(x-a, ) 2 +Cv-a 2 ) 2 <r 2 ) 





£(a,F)«{(x,y) g R 2 /(x-a ,) 2 + (.y-a 2 ) 2 Sr 2 } 



= 2?(a,r)-{a| 
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3.- Para n = 3, se tiene el espacio /? 3 4 . 



B(a,r) = {(x,y,z) e R 3 /(x-a l ) * 1 2 + (y-a 2 ) 2 +(z-a 2 ) 2 <r 2 } 


Un conjunto A a R n e s abierto en /?",si y solo si ,V x g A,3 5 > 0, tal que B(x,5)c A. 
Ejemplos.- 

1) A = <a,b>, intervalo abierto es un conjunto abierto en R. 

2) A={(x,y) g R 2 / x < oj es un conjunto abierto en R 2 . 

3) ,4-((x,.y)e* 2 /j-ao) no es un conjunto abierto. 

4) R n y <f> son conjuntos abiertos en R n . 



Un conjunto A c R n es cerrado en R n , si y solo si, C A es abierto en R n . 
Ejemplos.- 

1) A = [a,b] cz R, es cerrado. 2) A = [a,b> c R , no es cerrado. 

3) A = j(x, v) g R 2 / xy < l}, es cerrado puesto que , CA = R 2 - A es abierto. 

4) A = {(x,y)e R 2 la£xZb a cZyZd}, es un conjunto cerrado. 
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MCI Paolo die Aeu mutation de on Conjunto En 8 a j 

Llamaremos punto de acumulacion de un conjunto A c R n , a un punto p 0 g R n , si toda 
bola reducida B'(p 0 ,r) contiene algunpunto de A; es decir: B' (p 0 ,r)nA * <j), V r>0. 


Ejemplo.- Sea A = \(x,y) g fl“/x<0,>><o}c/? 2 ,el punto (0,0) es un punto de acumulacion de 
A, y ademas cualquier punto de este conjunto es un punto de acumulacion. 


Ml Limite de w* Fttacf&a de Varlas 


Deflnickm.- Sea /; DczR n - >/?, una funcion de n variables definida en un conjunto 

abierto D <z R n y A un punto de acumulacion de D, entonces el limite de la 

—> —> ► 

Funcion /(x) cuando x se aproxima al punto A ( lim f(x) = L), es el numero real L, si y 

x^A 

—> —> 

solo si, paratodo£>0, existe 8 > 0, tal que, si 0<||x-^||<8 entonces \f(x)-L\<e, 
es decir: lim /(x) = Z, <=> Ve>0, 35 > 0 /jj0 <|| x-A ||< 8 => | f(x)-L\< e 

x->A 


Esta definicion en terminos de vecindad es : 

lim f(x)= L <=> V£>0,35>0/Vxefl'(Ai5)cD, => f(x)e B(L,e) 

Z -i ■* 
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3.12 Interpretation Geom&rica del Limile de ana Funcion de Dos Variables! 

Consideremos f\ AczR~ - -> R „ una funcion definida en el conjunto A c R“ y sea 

* 

(a,b) g R un punto de acumulacion de A, por definition de limite se tiene: 

lim f(x,y) = L o V e > 0, 38 > 0/0 < ||(x, v)- < 8 => |/(jc, y)- /J < e 

(x,y)-+(a>b) 

Ademas 0 < J|(jc,jv)-( o,Z?)|| < 8 o\x — a\<8 a \y—b\<5 



Ejemplo.- Demostrar que: lim 3jc + 2y=12 

(.r. v)—>(2,3) 

Solucion 

Se debe demostrar que: V c > 0, 3<S > 0 / 0 < ||(*, v)~(2,3)|| < 8 => |3x + 2 v — 1 2| < c 
para esto se tiene que: 0 <|| (je,y)-(2,3) ||< 5 => |x-2|<5 a | v — 31< 5 ... (1) 

Luego operando en la forma: |3 jc h- 2j)/ — 12| =|3(x-2) + 2(^-3)| ^ 3|x-2| + 2|>>- 3) ... (2) 
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por lo tanto de (1) y (2) se tiene: |3x + 2y-12| S 3\x- 2| + 2|y-3| <38 + 28 =55 =c 

c 

es decir, que es suficiente tomar 8 = — de donde: 


Vc>0, 3S = j/ 0 <|| (jc,y)-(2,3) ||< 5 => \3x + 2y-12\<e 
lo cual demuestra que: lim 3x + 2y=\2 

(jr,,)->(2,3) 

Ejemplo.- Demostrar que: lim x 2 + 2 xy = 3 

3,-1) 


Solucion 

Se debe demostrar que: V £>0,3 8 > 0/0<||(x,y)-(3~l)||<£ => |jc 2 + 2xy-3| < e 
como 0 < ||(jt,y)"(3,-l)|| < 8 => |jc — 3| < <5 a \y + l\<8 

ahora a la expresion |x 2 + 2ry-3| expresamos en terminos de |jc- 3| y \y + l|, esto es: 
|x 2 +2xv-3| =|(jc 2 -9) + 2y(x-3) + 6(y+l)| 

= \(x + 3)(jc - 3) + 2 y(x - 3) + 6 (y +1)| £ \x + 3\\x - 3| + 2|^||jc - 3| + (\y + l| 

Sea |jc - 3| < <Sj = 1 => — 1<jc — 3<1 5 < jc -t- 3 < 7 => |x + 3| < 7 

|y +1| < £. = 1 => -1 < y + 1 < 1 => -2 < y < 0 < 2 => |jv| < 2 

ahora reemplazamos en (1), se tiene: x 2 + 2xy-3 <7<5 2 + 4<5 2 +68 2 =178 2 = c=> 8 2 = 


17 


por lo tanto si escogemos 8=min{ 1,—}, se tiene que |x 2 + 2;ty-3| < e siempre que 
0 < |(x,y) - (3,-l)|| < 8 por lo tanto lim x 2 + 2 xy = 3 

(x,y)^0-\) 
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xv 


Ejemplo.- Si f(x n y) = ——pr, V (x,y) * (0,0), probar que: lim f( x,v) = 0 

|x| + |v| U.v)->( 0 . 0 ) 


Solution 


Se debe demostrar que: Ve > 0, 3 d > 0/ 0<||(x, v)-(0,0)||< 8 => I -0|< e 


H+M 


como 0<|(x, i v)-(0,0)|<5 o|x|<5 a |>j<5 


ahora a la expresion | ; - 01 expresamos en terminos de |x|, I yl, es decir: 

H+M 


V —01 = | ^ I - 1 * 11 * 1 


l*l + M 1*1 + 1 y\ \x\ + \y\ 

por otro lado se tiene |x| £ V* 2+ A H *J* 2 +y 2 

■Jx 2 + v 2 sV*"* +Jv 2 =|x|+|.v| 


W+W Jx 2 +.v 


ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


0 ) 


( 2 ) 


1-^— t| -Jil2L* 

I * I +1 VI I Jr I +1 >■ I ^ + v l V ' 

€ XV 

por lo tanto, si elegimos <5=—, se tiene que: |——— r -0|<£, siempre que 

2 W+W 


0<|(* ,y) - (0,0)| < 5,1° cual demuestra que: lim 


XV 


Or.>)^(0.0)|;c| + jvj 


rr = 0 


2 2 


Ejemplo.- Demostrar que lim x + y =5 

<x,j 0 -+(!. 2 ) 


Soluci6n 


Se debe demostrar que: V e > 0, 3 S > 0/0 <|(x,y)-(l,2)| < S entonces jx 2 + y 2 -5|<£ 
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como 0<|(;t,>')-( 1.2)||<«? «U-1|<<5 a [_v-2|<5 

ahora a la expresion |jt 2 + y 2 -5j expresaremos en terminos de |x - l|, |y —2|, es decir: 

I* 2 + .y 2 - 5| = |(x 2 - 1) + (y 2 - 4)| = |(x + l)(x —1)+( y+2)(y—2)| 

<U + l|U-l|+|^ + 2|f.r-2| ...(1) 

Sea \x -1| < Sy = 1 => -l<x-l<l=>l<x+l<3 =>|jc + l|<3 

\y-2\ < S 2 =1 => -l<.y-2<l=>3<y+2<5 =>|y + 2|<5 
ahora reemplazando en (1) se tiene: 

|x 2 +/-5j<35 2 + 55 2 = 8<5 2 =e => <5 2 =-j- 

por lo tanto, si se escoge S = min {l, —} se tiene que |x 2 + y 2 -5| < e siempre que 

8 

0 < I(jc,jO-(1,2)| < S , lo cual demuestra que: lim x 2 +y 2 = 5 



Si /, g: R n - >R, son funciones tal que: Jim f(x) y lim g(x) existen y si A es 

.r -*■ * A x — > A 

punto de acumulacion de entonces: 

1) lim (f(x)±g(x)) = lim f(x)± lim g(x) 

x -* A x —> A x -> <4 

-4 -4 -4 

2) lim f(x).g(x) = lim f{x). lim g(x) 

x —* A x —> A x -> A 


3) 


-» lim f(x) 

lim = — -—, si lim g(*)*0 

g(*) g(*) *~* A 

x -* A 
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Nota.- La demostracion de estas propiedades es lo mismo que las propiedades correspondientes para 
las funciones reales de variable real. (Ver Analisis Matematico I para Estudiantes de Ciencia 
e Ingenieria). 

3.14 Taoremaj 

Suponiendo que la funcion /: DczR‘ -esta definida en todos los puntos de 

una bola abierta de centro (a,b) excepto posiblemente en (a,b), entonces 

—» 

lim f(x y y) = L <=> V curva a(t)=(x(f), y(t)) que pasa por (a,b), (es decir 

—♦ 

a(r n ) = (x(/ 0 ), yU 0 )) =(a,b)) se tiene: lim f(x,y) = lim f(x(t),y(l)) = L 

/-♦fg 



Nota.- Este teorema es muy util en el sentido: Si encontramos dos curvas a(/) = (j(/), y(t)) y 
P (l) = (x(t), y(t)) que pasan por (a,b), (es decir a(t a ) = (x(t 0 ), y(t 0 )) = (a,b); 
P(t l ) = (x(t l ), y(/ I )) = (a,b)) tales que: lim f(a(l))= L, y lim f(P (t)) = L 2 donde 

/->/„ t-n, 


L, * Lj, entonces lim f(x,y) no existe. 
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\ 


3,15 Tcorcml 

Si la funcion /: R 2 ->/?, tiene limites diferentes cuando (x,y) se aproxima a (x 0 ,v 0 ) a 

traves de dos conjuntos diferentes que tienen a (jc 0 , v 0 )como punto de acumulacion, entonces 
lim f(x 9 y ) no existe 

(x,y)->(x 0 ,y 0 ) 

Demostracidn 

Sean T y S, dos conjuntos diferentes de R 2 que tiene a (x 0 , v 0 ) como punto de acumulacion 
ysean: lim f(x,y)=L l y lim f(x,y) = L 2 . 

(*.vM * 0 ’>o) ( r.V ) (-r 0 , v 0 ) 

Supongamos que lim f (x, v) existe, entonces por el teorema 4.14 se tiene = Z, 2 , 

(.v.v) 

pero por hipotesis tenemos /, * L 2 por lo tanto se tiene una contradiction, por lo tanto. 
lim f(*>y) no existe 


XV 

Ejemplo.- Calcular el limite lim —- j , V (x,y) * (0,0) 

(.r.y)->(0,0) X + V 



Solucjdn 

Sea a (/) = (t,t) => a (/ n ) = (/ (r t 0 ) = (0.0) => /„ = 0 
f 2 I 


lim 


xv 


= hm- 


(M.y)MQO)x 2 -vy 2 t^o2i 2 2 


*y 


2 r 2 


2 — ***** i ~ 

(jrjO-*(0,o> x +y r-*o5f* 5 

5 


* lim 


xv xv 

entonces 3 lim 


2 . 2 


2 2 
(jr,y)—>(0.0) X + V 
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2 2 
x v 

Ejemplo.- Determmar si lim f (*,>’) existe, donde f (x,y) =- 

(T,y)-*( 0 , 0 ) X +y 


Soiucion 


Tomamos dos caminos diferentes que tenga (0,0) como punto de acumulacion. 


S = {(x, v) e R !y = x\ y T ~[(x,y) e. R 1 1 y = Ax\ 


lim f(x, v) = lim —- = lim — = 0 
(a . v) >( 0 . 0 )' a ->o2x‘ a -*o 2 

s 


16 x 16 x' 

lim f(x,y) = lim - lim -= 0 

(,v,v)->(0,0)‘ .v-*0 1 7x7 -r^o 17 

r 


de acuerdo al teorema 4.14, no se puede afirmar que lim /(x v v) = 0 , 

(a,v)-*(0.<» 


es deeir , te nemos que demostrar este If mite. 


lim f(x,y) = 0 O Ve > 0, 3 8 > 0/0< ||(.r, v)-(0,0)|| < S => \f(x,y) -0| < e 

(v,r) >(0.0) 


ademas 0 < |(x,> , )-(0,0)|| < <5 <=> |x| < 3 a | y| < 3 


|/(*>.y)-o| = 


2 2 
X V 


2 t 2 
x +y 


2,2 2 , 

X (x + y ) 


2 . 2 
x +y 


— Ix| 2 < 3 2 


luego tomando se tiene: 


|/O,v)-0| = 


2 2 
x .v 


X + V 


e siempre que 0 <|(*,.v)-(0,0)|<<5 


lim f(x,y) = 0 

(-*, v)—>(0.0) 


por lo tanto queda demostrado que 


















310 


Eduardo Espinoza Ramos 


3.16 Continuidad de ana Funcion de Varias 


A) Definicion de Continuidad para una Funcion de dos Variables. 

Una funcion f de dos variables es continua en un punto de una region abierta 

R si /(x 0 ,y 0 )esta definido y es igual al limite de f(x,y) cuando (x,y) tiende 

a(:c 0 ,>' 0 ),esdecir, si lim f(x y y) = f(x 0 ,y 0 ). 

(*,.?)->( Wo) 

La funcion f es continua en la region abierta R si es continua en todos los puntos de R. 


B) Propiedades de las Funciones Continuas de dos Variabies.- 

Sea k constante, f y g funciones continuas en Ox 0 ,y 0 ), entonces las siguientes 
funciones son continuas en (x 0 ,y 0 ): 


1) k.f 2) f±g 

3) f.g 4) ^con 


Ejemplo.- 


Determinar si f es continua en (0,0) donde: 


f(x,y) 


xy 

w+W 


o 


si (x,y)*(0,0) 
si (*,>') = (0,0) 


Solution 


Primeramente f(0,0) = 0, ahora veremos si se cumple lim f (x, y) = f (0,0) = 0, para 

(*,v)-»(0,0) 

esto calculamos el limite por caminos. 

T: y = x , a(t) = (t,t) 



a ( t o)~( t o> t o) = (0,0) 


l 0 - 0 


r .. |/| 


lim f(x,y) = lim — =lim — = 0 
(jroO —f — *(0,0) /->0 2\t\ t ->0 2 


S: y=3x, = 
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P On ) — (^o*3/ 0 ) — (0,0) => - 0 


3 1 2 


3W 


lint f (x y v) = lim-rr- lim — = 0 
(.r.v)— -*(0.o)‘ ' /-»o4|/| 4 


como lim = lim f(x,v) = 0, entonces demostraremos que efectivamente 

(X,v)— r-»(0.0) (r^)~j-»(0,0) 

lim f (x, v) = 0, para esto V e> 0, 3$ > 0 tal que si 0 <||(x, v) — (0 % 0)J < S entonces 

(x,v)-*(0,0) 

| /(jr,>*)-0| <€ , de donde 0 < |(jr,.y)-(0,0)| <6 o| x | < <5 a| y | < 6 . 


|/(x,.v)-0| = 


XV 


W+LH 


-o 


XV 


w+W 


£ Mb' = <5 2 =e , por lo tanto es suficicnte tomar 


s = , de donde lim f (x,y) = 0= /(0,0), se concluye que es continua en (0,0). 


Ejemplo.- Determinar si la funeion f defmida por: 


f(**y) = 


XV 


2 ' 2 • ( x *y)*t o»°) 

x + y es continua en (0,0) 

0 * (x,y) = (0,0) 

Soiuckm 


Como f(0,0) = 0, f esta defmida en (0,0), ahora veremos si se cumple que 

lim f ( x , v) = f(0fi) = 0, para esto calculamos el limite por caminos. 

(t.rM(o.O) 



T:a (/) = (l,l) => a(/ 0 ) = (/„,/„) = (0,0) => < 0 = 0 

l 2 1 

lim f(x,v)=lim—r ■ — 

(x,y)—f ->( 0 . 0 ) f »<» It 2 

* S .fat) = (l,4i) => P(t 0 ) = (<0.4*0) = (0,0) =>< 0 = 0 


41 2 


lim f(x,y) = lim —r = —, 

(jr,.vF-T-*<°.«) t-+ai7r 1 


= —, como 
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Jim f(x y y)* lim f(x,v) => 3 lim f(x,y) por lo tanto f(x,y) es 

(«.v> -^(0.0) • -_>(0,0) ' (*,>')->(0,0)‘ 

discontinua en (0,0). 

C) Definicidn de contlnuidad para una funcidn de Varias Variables.- 

—> 

Una funcion f de varias variables es continua en un punto a = (a x ,a 2 ) de una 

region abierta D de R n si f(a) = f(a {i a 2 ^-,a„ ) esta definida y es igual al limite de 
f(x x ,x 2% ...,x n ) cuando (x x ,x 2 x n ) tiende a (a {i a 2 a n ),es decir, si 

-« *4 *4 —• 

hm f(x) = f(a), donde x = (x l ,x 2 ,...,x„),a =(a ly a 2 ,...,a n ). 

.r—> a 

La funcion f es continua en la region D si es continua en todos los puntos de D. 

D) Contlnuidad de una Funcidn Compuesta.- 

Si g es continua en (* 0 , y 0 ) y f es continua en g(x n ,y 0 ), entonces la funcion 
compuesta dada por (f o g)(x,y)= f(g(x y y))z s continua en (x (K y 0 )es decir 
Jim f(g(x, V)) = /(g(x 0 ,.y 0 )). 

f I.V)-+( 


Cjemplo.- Consideremos la funcion f definida por : 

I l-COS(x- v) 

I-— , para x * y 2 

f(x,y) = 1 x-y . Probar que f es continua en todo R 

10 , para x = y 


Soluddn 


1-cosz 

Sea f(x,y) = goF(x,y) = g(F(x,y)\ donde F(x t y) = x-y y g(z) = \ z 

[O , z = 0 


F es continua en todo R 2 y g es continua en todo R entonces g o F es continua en todo R 2 . 
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3.17 Ej ercicios Desarroilados] 


Mediante la definition de limite demostrar que: 


1) Lim (x+y)sen—= 0 

(.v,.y)->(0,0) * X 


Soluci6n 


Consideremos f(x, v) = (x + y)sen—, entonces 

lim f(x , v) = 0 <=> V e> 0,3tf > 0/0< \(x, v)-(0,0)|| < <5 => I f(x t y)-0| <i 

(-*\.y>-»(0.0)‘ ' ** 

Ademas 0 < |(jr ,y) — (0,0)|| < S <=> |jc| < S a | vj < 8 entonces 


\f(x, y) - 01 = | (x + v) sen —| x \ | sen — | +1 y | | ?en - | x | +1 y | es decir: 
xxx 


|/(x, v)-0| £ |jr| + | v| <5 + 5 = 25=e 


G € 

5 = — . Lueco si tomamos S =— tenemos 

2 2 


\f(x, v)-o| £|.r| + |v| < 28 = 2(—) =g, siempre que 0 <|(jc, > y)-(0,0)j< 5, lo cual 

1 

demuestra que lim (jc+ v) sen — = 0 

(.t.v)~+{0,0) * X 


2) lim *Jxz -Jy + *Jx = 2 

(.v.y.z)—i>(1,4,9) 


Soluci6n 


Consideremos f(x t y,z) = & - Jy + tJx , entonces 


lim yfxz - <Jy + V* = 2 o V g> 0,35 > 0/0 < |(x,j',z)-(l,4,9)| < S donde 

(.v.y,z)—>(1,4,9) 


4xz -*Jy +4x -2| <e. Como 0<|(.x,j',z)-(l,4,9)||<5 o|x-l| <5|>>-4| <5|r-9| <5 
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se tiene: \Jxz -Jv + V*- 2 | = |Vx(Vz -3) + 4(Vx -\)-{.Jy - 2 )| 


a/jc 4 v _ 4 

| -(z - 9) + —=— (x -1) —'-= -1 y por la desigualdad triangular se tiene: 

Vz+3 V*+1 •yj y + 2 


|/(jf,^,z)-2|^|Vjf 11-7^—11^-91 + 1-4—Hx-ll + l-yJ 11 V-4| ...(1) 

■vZ +3 yjX +1 -y V + 2 


|x -1| < 5j = 1 


0<x<2 

como: 0<Vx<V2 

i < V*+ 1 < V2+1 
1 1 


-1 < Jt -1 < 1 

jcl < V2 < 2 


V2 + 1 -/* + ! 


<1 


'W-i 


K ■ 


|y-4| < 8 2 = 1 => -1 < >'-4 < 1 entonces 3<y<5 
S<fy<S 

•J 3 + 2 < -Jv + 2 < -J5 + 2 


( 2 ) 


— P) 


“7*— < - 7 “- < —f= - <1 =* I ~f= 1 < 1 

V5 + 2 Jy + 2 v3 +2 ^y + 2 

|z-9( <63 = 1 => -1 < z-9 <1 
8 < z < 10 =s> |>/xj < ^2 < 2 
2-J2 < Vz < 'JlO 

2 V 2 + 3<Vz + 3<ViO + 3 


Vl 0 + 3 + 3 2 V 2 + 3 


<1 


Vz + 3 


l<l 


~ (4) 
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reemplazando (2),(3) y (4) en (1) 

|/( JC *> , )“2| < 2S 2 +45 2 + S 2 =G => Luego 35 = min{[^\ . 

3) lim x 2 + v 2 -4x + 2v = -4 

3 .- 1 ) 

Solucion 

Consideremos f(x % v) = x 2 + y“ -4* + 2y, entonces 

lim f(x , v) = -4 <=> V g> 0,35 > 0/0 < ||(x, v)-(3,-l)|| < <5 \f(x, v) + 4| <€ 

(a,>■)-*( 3 ,- 1 ) * * 11 " ** 

ademas 0 <||(jc, y)-(3 -1)|| <8 o|jc-3| < 8 a|v + l| < <5 
|/(.v.v) + 4|= \x 2 + y 1 - 4x + 2 y + 4| = |( jc - 3)(,t +1) + (>•+1 )(>• +1 )| 

^ U + ilk _ 3|+|>'+1||^+1| ...(i) 

ahora acotando las funciones |x +1| y [y +1| se tiene corao 
|jf-3|<5 1 =l=>-l<ar-3<l 

3 < x +1 < 5 => |x +1| < 5 ...(2) 

| y + l| < 8 y ==>|y + l| < 1 ...(3) 

reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene; 

|/(jc, v) + 4| < 5^2 +<$2 =€=> 8 2 *“ por lo tanto 38 = min {\, G } 

6 6 

4) lim yfx-Jv -Jz + Jxv +4xz + Jvz = 7 

(JMM> •(!.<.«) 


Solucion 


Consideremos f(x, \\z) = Jx - yfy -yfz + Jx)> + + fiz , entonces 
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lim f(x,y,z) = 7 o V e> 0,35 >0/0< ||(jc, y,z)~ (1,4,9)11 < S 

=>|/(jc,^,z)-7|<e 

ademas 0 < ||(.*,^,z) -(1,4.9)|| <S <=> \x -1| < S a| y — 4| < £ a |z — 9| < 8 
|/U,.v,z)-7| = |V7-V7-/z + /xv + a/jcz+a/vz-7| 

= |V7(-v/7-l) + Vz(Vx - l) + Vz(-/v-2) + 2(>/z -3) + (Vx-]>| 

< 1^11 ^ - 4 |£||^ - i|+|v^ - 3 j + 2 |vr- 4 + |vr - >| 

51 ^ H-2— II 4~x -11+1 Vz II- -J— \\x-l |+1 11 II y-4 1+ 

V* + l V-v + 1 V>’ + 2 

+ hr^— IU— 9H4 ZL I ~0> 

+3 

ahora acotando a las funciones a/v ,-7 »—. Jz ,—i— -. - 7 -— como: 

VJr + l v»' + 2 vz+3 


jjc — lj < 8j =1 => —1 < jc —1 < 1 


0<x<2 => |-s/jcj <a/2 < 2 

0<-Jx <^Jl 

1<a/x+1< V2+1 

1 1 . 1 1 , , 

- 7 =<-r= <1 => l-p l< 1 

1 + V2 V*-l V*+1 


|.v-4|<S 1 =l => -1 < >* - 4 < 1 


3 < v < 5 

a/ 3 < -/j/< a/5 ^ |a/v| < V5 < 3 

a/3+2<a/.v + 2< V5 + 2 

1 1 1 

< —- < —- <1 * 


a/5 + 2 -Jy+2 a/3 + 2 


-Jv + 2 


I <1 


... ( 2 ) 


( 3 ) 
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|z-9|<5, =1 => -1< z-9< 1 


8 < z < 10 


2\/2 < a/z < V10 < 4 => |Vz|<4 

2^2 +3< Vz+3< VlO+3 


<-J—<—i-<1 => I-7J—|<1 


Vl0+3 Vz+3 2V2+3 


Vz + 3 


ademas |jc —1| < 5 2 * |>’-4|<5 2 * |z-9|<8 2 
reeemplazando (2),(3),(4) y (5) en (1) se tiene: 

|/(*,>\z)-7| < 25 2 + 45 2 + 45 2 +25 2 + 5 2 =g 


de donde =g entonces d' ? =— por lo tanto 3S = min\ 1, — f 

13 13 

5) //m x 2 Jv + v-n/jt = 6 

(jr.r)-»(l,4) 


Solucion 


Consideremos /(jr, y) = jc 2 Jy+vjx , entonces 


<e 


fiiw = 6 <=> V g> 0,3d' > 0/0 < ||(x, v) — (!*4)| < S =>\f(x 9 y)-d * 

(.r.jr)—*(1.4) " " 

Ademas 0 < flu,.v)-(M)|| < S <r>|.r-l|<<5 A|y-4j<d 
| fix, y) - 6| = \x 2 <Jy + y V* - 6j * \x 2 (<Jy - 2)| + 2(x 2 -1)+ y(Jx- 1)+ (y - 4) 


=\x 2 — ( v- 4 ) + 2 (x+ 1 )(z- 1 ) + .v- 7 J— (x-l) + (.y- 4 )| 

Jy+2 V-r + 1 


(4) 


(5) 


S|x| 2 |- 7 J- T ||v-4|+2|x+l||x-l|+| y\\-3— ||x-11+| v-41... (I) 


■y I.V+2 


Vx +1 
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Como \x -11< 5j = 1 => — 1 < jt — 1 < 1 
0<x<2 => |jc) < 2, |x+l|<3 

0 < < V 2 

I < V* +1 < V 2 +1 

1 1 . .. 1 
V2 + 1 yfx + 1 V* + 1 

| V — 41< S, = 1 => -1 < # v - 4 < 1 
3 < y < 5 => |v| < 5 

-75 <Jy<Js t 

j3+2<Jy + 2<Js+i 

1 1 . 1 , . . 1 . 1 

< . — < I —= !< 1 => , |< 1 

a/5 +2 fi + 2 VJ + 2 V? + 2 

: 

como |jc-1|<<5 2 

reemplazando (2), (3), (4) en (1) tenemos: 

|/’(jc. v*) — 6| < 4^2 + 6^ 2 +5^2 + ^2 ~ € de donde 1&>2 =e => <5 2 = — 

por lo tanto 3 <5 =m/>/{ 1,—} 

16 

6) /;m V - * -Jvz = 0 

<jr.v.iWM.U) 

Soluci6n 

Consideremos f(jr, y,z) = J-x -‘Jvz , entonces 

lim /(jr,.y,r) = 0 o Ve> 0,38 >0/0 <||(jc, v,z)-(-1,1,1 )||< 8 

(A\v.z )-»(--1,1,1) 


( 2 ) 


- 0 ) 


(4) 


|/U.J\r)- 0 | <6 
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Ademas 0 <J(,v, 1,1,1 )||< 5 <=> |jc + 1[ < 5 a |^-l| < 8 a |z-l| < 5 

\flx,y.2)-(\*y-x-Jyz -c| = |(V-x~l)-^v(VF-l)-(Vy - 1)| 


— (-x-l)-Jy-fl —(z-l)--J—(v-l)| 
V-x-i Vz + i ^v + i 


<1 __ll. T+ il + l^ V ll_L..|| r -H + l ii.v-ii 

V ■~ x + I V z +1 yjy + I 


1 


1 r- 1 

Ahora acotando las funciones .— — , Jv , —— , — r =— 

V-x + 1 Vz + 1 ^y + 1 

i 

como |x +1| < 8, = 1 => -1 < x+1 < 1 


( 1 ) 


-2 < x < 0 
0 < -x < 2 

0 < -V-x < V 2 

1 < -\/ — x +1 < -\/2 +1 
1 1 


1-7— I<1 

V-X + l 


|.v-l|<8, =1 => — 1 < >• -1 < 1 


( 2 ) 


0<v<2 => \y[y \<^2 <2 

Oc-y/7 < -J2 

0 < -^v +1 < 2 +1 

1 1 , . 1 . . 

-/=—<-p—<1 => l'7=—I<1 

V 2+1 -Jv + l Jv+\ 


< 8,-1 


-1 <r-l < 1 


1 1 
—;=— < — 7 =— < 1 

V 2 + 1 -JZ + 1 


VT+7 


< 1 


- 0 ) 


(4) 
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como |jc + l| < 5 2 , |>’ - 1 | < 5 2 * -1| < 5 2 ••• (5) 

reemplazando (2), (3), (4) y (5) 4 en (1) 

|/(x, y,z)-o| < S 2 + 2 6 2 + 5 2 =£=> 5 2 = ~ P° r 1° tanto 35 = min {l,—} 

* 4 

7) lim Jx -Jv+ <Jz + ‘Jco = 6 

l*.y r^»)“*(l.4,9.16) 

Sojucj6n 

Consideremos f(x y v,z,co) = <Jx - Jv + <Jz + , entonces 

lim J'(x, v, z,co) = 6 o V g> 0,35 > 0/0 < |(a\ v,z,g>)-(1,4,9,16)1 < 5 

(x.y.z, ft))-»(!. 4.9.16) 

como 0 < |(x, p )’,r,ft>)-(l,4,9,16)| <5 <=> \x- l| < 5 a|v-4| <5 a|z-9| < 5 a |rj ~ 16| < 5 
|./(x, v.z.fij)- 6| = |V* - /y + -Jz +J< 0 - 6 ) = |(V* - 1) - (-Jv - 2) + (fz - 3) + (Vft> -4)| 
= | — j— —(x-1)-'-(|/-4)+ r * (z-9) + -pJ—-(«-16)| 


V* +i 


V.V + 2 


Vz + 3 


Vw + 4 
1 


Sl-J—llx-ll + l-J II V—41 +1 -t=J— II2-91 + [--=J— 11 oj — 16j „.(1) 

V* + l v. v + 2 Vz+ 3 V o)+4 


Ahora acotando las funciones 


1 


1 


1 


1 


V* +1 «/y + 2 Vz + 3 Jco+4 


como: 


=i => i 


7T 


x + l 


I<1 


|^-4)<rf, -i => 

|z-9| < S, =1 => l-^J— j|<1 

|ft»-16) <£[ =1 => I^J —1<1 

V<o +4 


( 2 ) 
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II. 


como |x-l|<<5 2 , |>’”4|<<5 2 , |2-9| <S 2 , ko-lfij <S 2 
reemplazando (2), (3) en (1) se tiene. 


... (3) 


I f (x y y y z,(o)~ d < S 2 +S 2 + S 2 h-5 2 =g=> S 2 =— por lo tanto 36 = min {l,—} 

4 4 


xv 


8) lim tttt = 0 * v(x, y ) * (0,0) 

(*.v) ->(0,0) \x\ + j v| 


Solucion 


lim Vr = ° <=> V e>0, 3(5 > 0 / 0 <|| (x, v)-(0,0) ||< S => |- Vr-0|<6 
(r.r)-#(«.o)|x|+|y| |x|+|v| 


Ademas 0 < |u% v) - (0,0)|| < S o \x\ < 6 a|v| < 8 


\SL _o|.| 5 |,.!ljilL s l '' ll|t| ' 1 ' 1 ''" ,|, |<6. 6 

l*l + I.V| l-Tl + l.l'l 1*1 + 1 >'| IJCI + I v I 


Luego tomando 8 = e se tiene | 


xv 


| -r | +1 v | 


l<e 


Siempre que 0 < ||(jc,> , )-( 0,0)| < <5 , con lo que se demuestra que: //w^ f(x,y) = 0 


Calculo de Limites 


1) Calcular el limite lim 


xv 

——- si existe 

2 . , j ’ 


UoO-KO.O) x * +y 

Solucion 


xv 


tomaremos dos camino, si estos limites son iguales, 


Para ver si existe lim 

(jr,v)-*(0.0) X* + v" 

intentamos demostrar y en el caso de ser diferentes dire mo s que no existe el limite. 
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xv xv xv 

lim — -- * lim — -— => 3 Jim — - j 

(x.y) -*( 0 . 0 ) x~ + V~ (Jf,.v)-+(0,0) x +v (j»,y)->(n,n) x + y^ 

T * .V 


x y+ 4x v ~ y 

2) Hallar lim f(x,y) si existe, donde /(x t y) = — 1 —:-t—t— 

(*,>*)->( 0 . 0 ) (x +y ) 


Solucion 


A la funeion f(x,y) expresaremos en la forma 

x 4 + 4x 2 y 2 +y A 


(i + y ) 


(x 2 +y 2 ) 2 


( 1 ) 


A , . 4 2,2 .. 2 , 2, 4 , 2,2 . 2 2,2 

Ademas jr = (* ) <. (* + v );v -(y ) < (jt +v ) 


4 ? ' 4 7 7 1 1 1 7 1 7 7 7 7 7 

x + 4x“y' + v £ (x +y ) + 4(x + y )(x + v )+(x + y )= 6(x +y ) 


( 2 ) 


reemplazando (2) en (1) se tiene 


in . i (X 4 +4.r 2 .y 2 + v 4 ) (x 2 + v 2 ) 2 

|/(.T,.V)|^|.V| - .-r-T-^ 6 |v (—-y- r - = 6 l.v | 

(.r'+v) 2 (Jf + v 2 ) 2 


por lo tanto 0 ^ |/’(x, y)| < dv 1 !, de donde lim 0^ lim \f(x y y)|<: lim 6lyl 

■* * 1 '* 1 (.r.y)^(0,0) (* f y)->(0.0r 1 (r,y) *(0.0) h 1 





















Funciones Reales de Variable Vectorial 


323 


0< Jim l/(x, vi < 0 entonces Jim \f(x, yd = 0, de donde 

( J r^)->(0.0) 1 ' • 1 (.r.v)-K0.0f 1 


4 A 2 S 

x v+4x v+ v 

Jim f(x, v) * lim — : —^-r— = 0 

(r,v)-*(o.o) " ( x . v) ^(o t o) (x'+y’y 


a — x 

3) Demuestre que lim f(x t y) no existe, para la funcion f(x, v) = ln(-) donde x 

(x,v)-+(a,a) a-v 


< a, y < a. 


Solucion 


Para demostrar que no existe lim f(x,y), es suficiente tomar dos lineas que pasan 
por el punto (a,a) y que los limites sean diferentes. 

L, ={(x,v) e R 2 /y = 2x-a]y L 2 ={(x,^) e R 2 !y = 4x-3a} 

a -x 1 

lim f (x,y) = lim ln(--)= lim In — = — In 2 

( x, y) --•( a jj) x— Cl — 2x 4* (2 x—>a 2 

U 


a-x 1 

lim f (x y y) = lim ln(-)= lim In— = -ln4 

( x,y)->(a,a ) x->a tf — 4 x+ 3<2 J (-*a 4 


lim f(x,y)* lim f(x,y)=> 3 lim /(x,v) 

(x.y) ->(a,a) ( x,y)-4(a 7 a) ( x t y)->(a,a) 

U. l 2 


4) Sea f(x, v) = 


xv sen— , x^O 
x 

0 , x = 0 


Determinar lim /(x,y) y verificar dicho limite, mediante la definicion. 

(Jrg0-*<0.0) 


Soluct6n 


Observamos que la funcion esta definida en todo R 2 . Luego tomaremos dos caminos. 
S = {(x,j) g R 2 ix = o} y F = {(x,y) e /? 2 />* = *} 
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2 1 

lim f(x,y) = lim f(0,y) = lim 0 = 0 y lira f(x,y)=limx sen—= 0 
(*o')-ko, 0) ” y->o ,v-»o (jr,y)->(o,o) *->o jc 

(*,.v)eS {x,y)<ET 

por lo tanto intentamos demostrar que el limite existe y vale cero. 

lim f(x,y) = 0 o V e> 0,35 > 0/0 < l(x, y) - (0,0)1 < (5 => \f(x,y)-0\<£ 

(x,y)-+( 0,0) " 


|/(x,y)-0H*J'sen-|=|*ll>'llsen-|£|jc||>'|<5 2 = e 

X X 


Luego tomamos S = vr y asi se tiene que |jcysen — \<c siempre que 

x 

0 < |U,y) - (0,0)|| < S , lo cual demuestra que lim f (x,y) = 0 


4 xy 2 - 3x 3 

5) Comprobar que no existe lim —5 - 5 — 

( 0 , 0 ) x -y 


Solution 


Tomaremos dos caminos que pasen por (0,0) 


S = {(x,y)e R 2 ly = Q) y T= {(x,y)e R 2 / jc = y 2 -y] 


lim -3x 3 _ hm (,y 2 ->■)[(4y 2 -3)(y 2 -y) 2 ] _ Q 

(*,yj^>{ 0 , 0 ) x 2 -y 2 y~>° (y 2 -y) 1 -y 1 


hm 

y->0 


(y- 1)(1 + 6y~3y 2 ) _ 1 

y -2 2 


4xy 2 -3x 3 0 — 3 jc 3 

lim -^--— = lim —^—— - lim - 3x = 0 


(jt^)-^(0,0) X -y- 
s 7 


->o X -0 x->0 


como lim 


4xy 2 -3jc 3 


4xy 2 -3x 3 


2 - 5 — * lim —j - 2 — * entonces 3 lim 


4xy 2 -3x 3 


(x,y)->( 0,0) JC —y (jr,jO“»(0,0) ;c -y 
T S 


(x,y)->(0 ,0) x 2 -y 2 
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6 ) 


Calcular si existe lim f(x,y) donde f(x y y) 
(*. v)~*(3,l) 


x 2 y-6xy-x 2 + 6x-9y-9 
(x-3) 4 +Cv-1) 2 


Solucion 


A la funcion f(x,y) expresaremos en forma factorizada. 


f(x,y) = 


x 2 v - 6 xv - x 2 + 6 x + 9 v - 9 
fjc-3 ) 4 +0 -1 ) 2 


x 2 (i>- l)- 6 x( y -1) + 9(^ -1) 


(x 2 - 6 x + 9)(y-l) (x-3) 2 (,v-l) 

X ' y (x-3 ) 4 +(v-l ) 2 " (x-3) 4 +(v-1 ) 2 



Tomemos dos caminos que pasen por el punto (3,1) 


S= |(x,.v)« K*/y = — 1 


T-{{x,y)e R 2 /y= l + (x-3) 2 } 


X (• 

lim /(x, v) = lim f (x —) = lim -{- 

(*,.y)->(3.1) x->3 3 x->3 (jr-3) 4 I) 2 

s > 


3(x-3) „ 

lim -?-= 0 

*->3 9(x - 3y + 1 


7 ) 


2 2(x-3 ) 4 

lim /(x, v)= lim /(x,l + 2(x-3) J )= lim - 

(x, > .)- r (3.1)- ,V ’ x->3 (x- 3 ) 4 +4(x-3) 


Luego como lim f(x y y)* lim f(x y y)=>3 lim f(x y v) 

(.r,v)^(3,I) (j«.v)-»( 3.1) (r,>)->(3.1) 

r S 


4xy 2 -3x 3 

Comprobar que no existe lim - 5 - 5 — 

Or f y)~>(0,0) x -.V 

Solucion 

Tomaremos dos caminos que pasen por (0,0) 

S = {(x.JTe R 2 f y = 0} y T= {(x y y)e R 1 /x = y 2 ^ y\ 


I K> 
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III. 


lim 


4^ 2 -3x 3 (y 2 -y)(4y 2 -3)(y 2 -y) 2 3(x-3) 


•= lim 


(.r,>>)->(0.0) x 2 -V 2 y-* o 

T 


(y 2 -y) 2 -y 2 


= o 


hm (y-l)(\ + 6y-3y 2 ) 
y-i o y — 2 2 


, 4jny 2 -3jr 3 , 0-3jt’ 

lim ——--— = lim —i-= lim - 3x = 0 

(JT.^)-»(0,0) X -y‘ x->0 x‘-0 x-*0 


4xv 2 -3x 3 4xv 2 -3x 3 4xv 2 -3x 3 

como lim —==-* lim -=—, entonces 3 lim —- 

(x,rt-»(t),o) x -y (x,y)->(o.o) x —y (x.y)-»to.<ti v'-y 


Ejercicios Sobre Continuidad 

1) Anali/ar la continuidad de la funcion 


~(x 2 +y 2 ) 


f(x,y) = ‘' x 2 +y 2 

0 


si (x,y)*( 0 , 0 ) 
si (x,y)*( 0 , 0 ) 


Solucion 


g-(V + fo 2 ) 

») Si (x o >3 / o)^(°> 0 ) => /Uo>>'o) = —i-r = /(*o>>’o) de donde 

*0 +>'o 

lim f(x,y) = /(x 0 ,y 0 ) entonces f(x,y) es continua en /? 2 - {( 0 , 0 )} 

(■MO-K-Wo) 


b) Veamos si f es continua en (0,0). Si (x,y) -» (0,0) x 2 +_y 2 =0 + . 


2 2 e- (x2+ ^ 2) 1 1 

Sea id ~ x + y lim —j- T~ - -- /w — 7 = ~ = +oo 

(x ,>-)-> (0,0) X «->0 + M «—>0 + 0 T 


Luego lim f(x, y) /(0,0) = 0 f no es continua en (0,0) 

0 , 0 ) 
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2) Analizar la continuidad de la funcion 
xjv 


f(x.y) = 


w+M 


si (x,y) * ( 0 , 0 ) 


, si (x, y) = (0,0) 

Soluclon 

Para que la funcion este bien definida, y £ 0 

a) f no es continua en S = {(x, y) £ R 2 / Y < 0 \ 

puesto que si, y < 0 => y por lo tanto 3 f(x, y) 

b) f es continua en T={(x,y) e R 1 /v > 0} puesto que si (x 0 ,yo) entonces 

f ( x n >.^d) = 1—j—j—I y por lo tanto limf(x,y) - f(x n ,y 0 ) 

N + W t*.r)-»<*»-n) 


c) Ahora veremos si f es continua en (0, 0). 

Sea C= {(x, y) e /? 2 / = x, y £ 0} entonces 
xJy Xyfx yfx 

hm -— = lim -= Urn -= 0, ahora demostraremos que 

(jr,v)-t(0.n> |x| + |\'| JT->0 2 |x| x->o 2 


lim f(x,y) = 0 o V e> 0,35 > 0/0<fu,>')-(0,0)f <5 =>|/(*,>')-0| 
0<|(x,>')-(0,0)|<5 =>|x|<5a|_v|<5 

I/(,.v,-0|.i <fcdo„d« 

l*l + l.y| l*l + M 1*1 


| y\<e 2 => 35 =c 2 


<e 


f es continua en ( 0 , 0 ) puesto que lim f(x*y) = 0 , por lo tanto f es 

(**>->( 0 , 0 ) 

continua en {(x, y) e R 1 / v > 0} 
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3) Anaiizar la continuidad de la funcion 


/(*, v) = 


xcos 


Syjx 2 + v 


2 2 

sen x 


i T~~T 2 + v 2 

■yx + v x + .' 


si (x, v) * (0,0) 
si (x,y) = ( 0 , 0 ) 


Solucion 


a) Para (x 0 ,_v 0 ) * (0,0) => f{x n ,y n ) = 


KqCOS^Xq 


2 2 2 
+ v 0 sen Xq 


& 


2 +v 




//w f(x 9 y)= lim 


xcos 


s^/x 2 + 


2 2 

y sen x 


(*jo-k*d.j'o) * 2 + .v z 


x 0 COsV^TV sen *0 




-/(Wo) 


Luego, como lim /(x,y) =/(x 0 ,v 0 ), entonces f es cominua en todo 


/? - {( 0 , 0 )}, ahora analizaremos si es continua en ( 0 , 0 ). 


Sea S = {(x, y) e R' / y = 0 ) 


V 2 2 2 i| 2 

x +y sen x xcosjxj sen x 

nm - -- -j-r = -*—5— 

(jr,v)-+( 0 , 0 ) y x 2 + y 2 X + >>* *-»(> |xj X 


10 ji x > 0 

= ] por lo tanto 3 lim f(x,y) y luego la funcion f(x,y) es 

[-2 si X<0 (jr,>‘)->(0.0) 

discontinua en ( 0 , 0 ) 


4) 


Si /(x,y) = 



0 , 


si (x,j>)* ( 0 , 0 ) 

. Determinar si f es continua en (0,0) 

si (x>y) = ( 0 , 0 ) 
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Solucion 


La funcion f(x, y) es continua en (0, 0) si y solo si hm f (x, y) = /'(0.0) = 0, por lo 

(V0')~>(0.0)‘ 

tanto, calcularemos el limite de la funeion f(x, y) 


jrv 

lint - = f (0,0) -0, para que sea continua, para esto tomaremos dos 

(*->■) Jx 2 + v 2 

caminos diferentes. 


Sea S = {(x, y) € R 2 / y = 2x} y T = {(x, y) € R“ / y =5x} 


xy x(2x) 2x 

hm I m hm —- ^. ==■ = hm —= = 0 

2 + * _# 0 Vx 2 +4x 2 

xv 5x~ 5x 

//m . = lim ■■ ■ ■ . - ==r = hm —= ■ 0 

(jr.y) ♦<CMI)^ jr * + y 2 i *«VT 2 ^25jr 2 jt -»ll y 26 


ahora para decir quc hm f(x % y) = 0; debcmos dcmostrarlo, es decir: 

(r.v)->(0.0)* 


V e> 0,3<5 > 0/ 0 <|(x, y) -(0,0)|| < (5 =>|/(jc,>)- 0| <€ 
Ademas 0 < |(JC v y)-(0,0)| <(5 «|x| < £ a| v| <<5 


l/(*,,v>-0H 


XV 


- 0 |= 


IXII.VI I,v| 


/* 2 + v J 


h . „2 
•g x + > 


r <* 


Luego tomamos <5 =e, tal que lim 


xv 


(A.V) ♦(« «) + v 


0 => /(x, v) es continua en (0,0). 


5) Dada la funcion f defimda por: /(x, y) = 


4xv 


> i * 

(X + V ) 


•«' (*, v) * (0,0) 


0 , 


«' (x,.V) = (0,0) 


Determinar el conjunto de puntos donde f es continua. 
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Solution 


4x {) Vj) 

Si (* 0 .v 0 ) *(0,0)=> f(x 0 ,y 0 ) = — — -, cntonccs 

(*(>+>’<)) 


A * 

4 vv 


lim f(x y y)= lim 

<jr,v)-+(.v n ,0‘ (j».y)-»(.v 0 .v 0 ) (JC* + V* )“ (* 0 * + V ( >” ) 


4 W „ . 

7 , . _,2 =/IV.) 


Luego como //m /(*, v) = /(* 0 v 0 ), la funcion f(x,y) es continua V (x,y)^(0,0). 

!».»*) *(*«.» . ) 


Ahora veremos si es continua en (0,0), es decir que veremos que si 

lim f(x^y) — f ( 0 , 0 ) = 0 para esto tomaremos dos caminos que pasen por ( 0 , 0 ). 

U.v) »(*»'>*,) 


Sea S = {(x,y) e R 2 /y = x}y T~ {(*,}>) g R 2 /y - oj 

4 * 5 4x(0) 

lim = lim —— = lim 4x = 0 y lim f(x,y) = /iw — j -f = M m 0 = 0 

(*.v) -•( ) *~>0 x x-*0 (^,>>)->(.Vn ,y o ) JT->0 (jc +0) -t->0 

X T 


Luego demostraremos que lim f(x,y) = 0 

(.t.y)->(0,0) 


V e> 0,35 > 0 / 0 < ||(jc, y)- ( 0 , 0 )|J < <5 => | f(x,y) - 0 ||<e 


Ademas 0<||(x,_y)-(0,0)j<<5 <=>|x|<5 a |yj < 8. 


I/U.^-OH 


4 xy A 

(x~ + y 2 ) 7 


4|at||v 4 | ^ 4|jc||x 2 +,y 2 | 2 
(x + y 2 ) : (x 2 +.v 2 ) 2 


= 4|x|<c 


por lo tanto |x|<—, luego tomamos 8 =— de tal manera que |—:— - , . - 0 |<e, 
4 4 (.f+y )‘ 

siempre que 0 < |(x,y) — (0,0)|| < 8 lo cual demuestra que 

lim f (x,.y) = /( 0 , 0 ) = 0 y por lo tanto f(x,y) es continua en todo R 2 . 

(x,>.)-►( 0,0) 
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6) Dada la funcion f definida por: 


/U,v) = 


XV 


2 6 
* + V 


, si (at, v)* (0,0) 


. Determinar si f es continua en (0,0). 


0 , si (x, v) = (0,0) 


Solucion 


Para que f(x,y) sea continua en (0,0) debe cumplir: 


i) (0,0) g D f , o que este definida en (0,0) es decir f(0,0) = 0, existe. 


II) Que 3 lim f(x,y) y para esto primeros tomaremos dos caminos 

(jr.v)-><0.0) 

S = {(at, y) € R 2 lx = 0} y T= {(at, y) g R 2 /x = y 3 } 


0 v 1 

lim f(x,y)= lint— = lint 0 = 0 y lim f(x f y)= lim — -jj-» — 

(.v.j)-*(0.0) y-*Qy v-*0 (V.r)->(0.0) v -+0 y + y 2 

S * T 


por lo tanlo coino lim f(x 9 y)* lim f(x,y) 

(jr.v)-»<0.0)' * (jr. ( v)-»((),()) 

5 T 


entonccs 3 lim f(x,y) , luego f(x,y) no es continua cn (0,0). 

(.r.vM(U.O) 


7) Dada la funcion f definida por: 


/(at, v) = 


2 

X V 


V + x 


, si (ac,.v) *(0,0) 


Determinar si f es continua en (0,0). 


0 , si (*,y) = ( 0 , 0 ) 


Solucion 

Para que f sea continua en (0,0) oe cumplir: 
i) Que f(0,0) = 0 existe. es c. r (0,0) g D f 
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li) 3 lim f(x % y)\ para esto tomamos dos caminos que pasan por (0,0) tales 
(*.>■)—»( 0 , 0 ) 


como: 


S = |(jc, v) e R 2 /y = o} y T = {(*, y) e R 2 /y = x 2 j 


lim / (*, v) = lim ^ = lim = 0 
jr-»«0 + JT 4 ' X 

x 4 1 

lim / (-V, v) = lim — - - = — 

(v.i) -—->(0.0) x *n.x +jr 2 


por lo tanto como lim /(*, v) * lim f(x y v) 


(^.V)—j-*(0,0) 


(x.v) r -->(0.0) 


entonces 3 lim f (*, y) , luego f(x,y) no es continua en (0,0). 

( r.r) ->(0.0) 


f * 2 

\x -v 


,- , .tf v * JT 

8 ) Dada la fimcion f definida por: f(x % y) = l x-y . Analizar la continuidad 


x + y , si v = x 


en todo su dominio. 


Sol u cion 


La funcion dada f(x,y) tiene su dominio en todo R analizaremos la continuidad en la 
'orma siguiente: 

2 2 
x -y 

I) Si y*x => f{x,y)~ - = x + y analizando la continuidad en la region 

x-y 

y * x se tiene si (x {)% y {) ) es un punto de la region y * x, entonces 
lim f(x.y) = JT 0 + y () = f(x 0 ,y 0 ) entonces f(x,y) es continua en la 

(*,v)->(.r 0 .y„) 

region y * x. 


ii) Ahora analizaremos la continuidad en todo los puntos sobre la recta y = x, sea 
(x 0 ,.y 0 ) puntos sobre la recta y = x. 
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lim f(x,y)= lint x + y= lim x + x = 2x 0 . 

(*.;y)-K*o*y 0 ) (-r.y)—>(JT 0 .y 0 ) 

Luego para jc 0 ^ 0, 3 lim f(x,y), por lo tanto f(x,y) no es continua en 

(jc,y)->(x 0 ,> 0 ) 

y = x, x * 0 para x = 0, lim f(x,y) = /(0,0) = 0, lo cual demostraremos, 

(jr.y)-»(0.0) 


es decir, V £ > 0, 3 S>0, tal que, 0 < |(x,y)-(0,0)|| < S => |/(*,y)-0j < £ 


ademas 0 < j |( x , y )-( 0 , 0 ) j | < <5 => | jc | < a |>’|<8 

|/(jc,y)~o| = |jc + .y| ^|x| + |y| <8+5 = e =><5= —. Luego tomamos 5 = — 

tal que, |/(jc,y)-0| <£, siempre que 0< |(x,y)-(0,0)| <S , lo cual 
demuestra que lim /(x,y) = 0, entonces la funcidn f es continua en (0,0), 

(x,y)->(0,0) 

por lo tanto diremos que la funcion es continua en todos ios puntos en que y = x y 
en el origen. 

f(x,y) es continua en todo R 2 


9) Dada la funcion f definida por: 


f(x,y) = 


2 xy 2 2 

— , si 0< x + y <1 


x + y 
1 


2 2 , 
, si x + y =1 


x" + y , si x~ + y~ > 1 6 (x,y) = (0,0) 


estudiar la continuidad de la funcion f sobre su dominio. 

Solucion 


De acuerdo a la definition de la funcion su dominio es todo (x,y) de R . 
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2 2 2XV 

Analizando para la region Q<x + y <1 => /(x,v) = —;-r es funcion racional, 

jr + v~ 

entonces es continua en la region Ocaf’ + y 2 < I. Ahora analizaremos en la region 

i •) > y 

x~ + y“ > 1, es decir la parte exterior a la circunfereneia aT + v“ = 1 y como ia funcion 


f(x,v) = x 2 + v 2 es polinomica, es continua en todo su dominio, en particular en la 


2 2 , 

region .r + v >1. 


2 2 

Ahora analizaremos !« continuidad en la circunfereneia x + y - 1, es decir, veremos 
si existe el limite en cualquier punto (x 0 , v 0 ) sobre la circunfereneia, o sea x l + \\ s = 1, 
para esto consideremos dos caminos S = g R 2 lx 2 + y 2 > lj, si nos acercamos al 

punto (x 0y y 0 ) a traves del conjunto S = e R 2 / jc 2 + y 2 > lj y sea 

T = {(x,y) e R 2 /6^yt 2 + y 2 < lj y si nos acercamos al punto (x 0 , v 0 ) a traves de este 
conjunto T — |(x,_y) € R !0 < x 2 +y~ < lj 


lim f(x y y)= lim 

< j. .»• .y.) 


2 2 2 2 . 
X + v = X 0 + v 0 = 1 


...( 1 ) 


lim 

(x-y)—f^(*n*yn) 


/(*,V) = 


lim 


2-TV 2 2x, 2 Vo 2x a (\-xl ) 


<'.*-> r +(x a .y n )x +y A -Vo+.Vn x 0 +(l-x n ) 


( 2 ) 


y por lo tanto de (1) y (2) se concluye que 3 lim /(*, v), luego la funcion f(x,y) 

p..rH^O>b) 


no es continua sobre la circunfereneia. Analizando la continuidad en (0,0), sc tiene: 


i) f(0,0) = 0, la funcion esta bien definida. 

li) Ahora veremos si 3 lim f{x % y)* para esto tomaremos dos caminos diferentes 
(.r.y)->(0.0) 

f i 2 ) 

que pasan por (0,0) sea, S = j(.r, y) g R~/x ~ v j entonces: 
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2 v i 2 ) 

lim f(x,v)= lim — - j = 1 y sea T = j(x, v) e R / v = Of, entonces 

<*. r )—^->(0.0) ' >*-»«v + y 

2 *( 0 ) 0 

lim f(x 9 y) = lim — -= lim — = 0. Por lo tanto como 

(x.v)—^r-»(0,0) x->0X* +0 x-»0x" 


lim f(x,v)* lim f(x,v) 

(r.v)—^->(0.0) (r.y)-—-♦(0.0) 


entonces 3 lim /(*,>*), luego la funcion f(x,y) no es continua en (0,0), por 

lo tanto la funcion es discontinua en la circunl'erencia x 2 + y 2 = 1 y en el origen 

( 0 , 0 ). 


10) Dada la funcion f definida por: 


12 vx 

J X + “4- 2 ’ si (*».V) * (0,0) 

f(x y v) = i x +y . Determinar si f es continua en (0,0) 

0 , si (jc.v) = (0,0) 


Solucidn 


La funcion f(x,y) es continua en (0,0) si lim / (jc, y) =/*(0,0), para esto 

(x.v)—»(0.0) 

consideremos S = | (jc, v) g R 2 / y = mx | una famiiia de rcctas que pasan por el punto 
(0,0), entonces: 


2 yX 2 

lim /(x,y) = lim (x +—^- y)- lim(x +— -— y) 

(x. >’)——> ( 0 . 0 ) ( r , v .)__*( 0 . 0 ) x + y X ~>o x +m~x 


2 

2 mx 

= lim (x H—j-r) = 0 

x >0 X +W 


para decir que 3 //« /*(x,y) = 0, debemos demostrar dicho limite, es decir: 


Vc > 0, 35 >0/0<|(jc,y)-(0.0)|<5 


\f(x,y)-t\<c 
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ademas 0 < ||(x, y) — (0,0)j| < 5 => |jc| < 8 a \}\<8 


x + y ‘ x + v x + y 

ademas se tiene (jT-|y|) 2 £0 => x* +y 2 £ 2|>|x| 2 


(1) 


I 1 


1 1 


2|y|U| 2 x 4 +y 2 


es decir —z -r- < 


4 2 — 12*1 


X + v 


4*1 H 


... ( 2 ) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 


WW 


|/(*»V)-0|< |x| 2 +—/- ,| y l <\x\ 2 + --— |x| 2 <e 

x + y* 2 2 


\ 2 e , /2e 

entonces m < J — = d . Luego tomamos 8 =j— tal que: 

V 3 V 3 


j/(x,y)-o|^-|:r | 2 <—€ = <e 
2 2 3 


siempre que 0 < ||(x,y) - (0,0)| < S , lo cual demuestra que lim /(x t y) = 0 

(jr,y)-K0,0) 


La funcion f(x,y) es continua en (0,0) 


11) Analizar lacontinuidad de la funcion /(*,y) = [ | x 2 -x+y |] 

Solucl6n 


f(x 9 y) = \x 2 -x + y\\=[\(x-l-) 2 +(y-^-)|], cuando se tiene (x-^) 2 + y-\ = k , 

k e z, la funcion no es continua, para esto tomamos un punto en la parabola 
1 2 1 

(x—) + y —~k yconsideremos una curva Cjen el interior de la parabola, es decir: 

2 4 
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(x —-) 2 + v —^ <k => [|(jt--) + (y- — )|] = ^“I porlotanto 
2*4 2*4 


lim f(x y y) = k -1 ... (1) 

{x % y)->(x n ,y n ) 


en forma similar tomaremos la curva C 2 en el exterior de la parabola, es decir en 


(x-V+.v~>* => = * 

2 4 2 4 


porlotanto lim f(x 9 y) = k •-(2) 


de (1) y (2) se tiene que: lim f(x t y)* lim /(x,y) entonces 

*0w*> (x t y)—^(K nf y 0 ) 

3 lim f{x y y) por lo tanto la funcion f(x,y) es continua en la region 
(x,,y)-»(*o .>’0) 


R 2 -{(jc, v) e R 2 lx 2 -x + y = *}, graficamente seria: 




Mediante la definition de limite demostrar 


1) lim x 2 +2x-y = 4 

(x.y)^(2A) 

lim x 2 +y 2 = 2 
(x,y) MU) 


que: 

2 ) 


lim 3x 2 -4v*=-4 
11 .>)-♦( 2.-21 

lim x 2 - y 2 +2x-4v = 10 


3) 


4) 
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5) lim x 1 +y 2 -4jc+j> = 4 

3.-1) 


6) lim 2x 2 - \ 2 = -1 
<*,y)->(2.3) 


7) lim x + 2x- y = 4 

(jr.y)->(2,4) 


8) lim x 2 + y 2 — 2x + 2y = 2 

(.r..y)->(U) 


9) /z>w e lnx -e tav + 4x-8y = 3 

(a.^)-»(2.1) 


10) lim ^v 2 -x 2 = yf5 

(x,y)^>( 2,3) 


11) /z>w V* + y v + = 3 

(*.)-►(!, 1.1) 


12) lim V- v - % /yz = 0 

(.ir.y.z)—►(-1,1,1) 


13) lim Jxz-*fv+<J~x = 2 

(*.>’*>-►(1,4,9) 


14) /z'm 


- 3 3 
2jc - v 


(x,>■)—►( 0,0) X 2 + V 2 


-T" = 0 


15) lim x 2 Jy + v^x = 6 

(x,y)-»(l,4) 


16) //m ^-x<J-y = J 


(t.vH(-l-l) 


Jxv + 5v 2 

17) /z/w --= 2 

(x,y )-»(!.1) * + 2v 


18) lim 


(x,y)~>(0,0) y 2 (x 1 + V 2 ) 


= 0 


19) lim x 2 j> 2 -y 2 z 2 -Wz = -17 20) lim 


2 xz-v 4 


(x.vs) —>(—3.1.4) 


(x,y.2)->(3 -2,1) yz + X~ 1 1 


21) lim y/xyz-* 6 

(x,y .*)-►( 1.4.9) 


22 ) hm 


= -l 


x z-y 


23) lim -Jx -Jy-4z+Jxy + Jyz = 4 

(x,y,z)->(l,4,9) 

24) lim x 2 + lJxy + z 2 + 2jc = 13 

(x,y,r)->(-4,-i,l) 


25) lim 2x y + z + Vz + 1 +*Jy-2 =25 

(x,>•*)-►( 1,6,3) 


26) lim (xvzt) 113 -(vzf) 13 + / 1 3 = 1 

(r.y,z ,/)—>(!,1,1,1) 
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II. 


x 2 y 2 z 2 - 9 yz 3 - «/y +1 

27) lim —- '-p -*-= 0 

f.vj) *(3.1.1) yz+x 

v 2 -Jx + zx 2 - v-Jz 

28) lim - : - = 3 

(.v.v j)->( 1.-2,4) 3z + 4v 

29) lim xyz -2xz- Jlxy - -Jiyz+2-Jlx - ■/ 6v + 2-/3z = -2-J6 

30) lim .rv = 1 

(jr.v)-*(0.0) 


Calcular los siguientes limites si existen: 


1) 


lim 


1 1 
+ \r 


(j:,>)->(0.0) + y 2 + 1 _ , 

V 77 TT -1 

2) lim j-j— 

( ,r *> , ) — ^(o,o) x + y 


3) 


lim 


sen xy 


(x,y)-+(0,2) X 


4) 


lim 


/ 3 3. 

sen(x + y ) 


()—»(0.0) X 2 +y 2 


5) Am 

U,.y)->(0.0) 


cos orv - cos(sen 2xy) 
— 

x y 


i 

V I 


6) Am (l + x 2 y 2 )e * * y 

(x,y)->( 0.0) 


7) 


Am 


Jxy-2 +x 3 v 3 -8 


(jr..y)-»(2.I) J x 2 y 2 — 4 


3 xv 

x v + sen(-) 

8) Am i — 

<v.v)->(1.2) y v 2 X- C 0 s2tT X 


Rpta. 2 

Rpta. 0 

Rpta. 2 

Rpta. 0 

3 

Rpta. — 

2 

Rpta. 1 

1 

Rpta. — 

2 

Rp “- 7T 
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2 2 1 

9) lim (x +v )sen(—) 

(jr.jr)-»(0.0) ‘ xy 


2 2 
X v 

10) lim — - j 

(x,y)^(0,0) X +y 


11) lim 


x + y 


(x,y)-»(oo,oc) X -by 


12) lim (1 + -)" 

(x t y)^(co,k) X 


13) 


lim 


2 2 
X -V 


(x,y)M 0.0) X + V 

I 


x J + v 2 


14) lim 


(-**■.>’) —►(0,0) x 4 + y 4 


15) 


16) 


17) 


lim 


l-cos(Jt fc + v ) 


(x 2 +y 2 )x 2 y* 


lim 


1 -cos(sen4xv) 


(x,»’)->( 0 , 0 ) sen (sen3jcy) 

1 -cos(senh(jt + v)) 


lim 


(x.y)-*W)) sen~ (senh(2x + 2y)) 

cos(sen(x -by))- cos(x + y) 


18) lim 

(x, v)—>(0,0) 


19) lim 


(x+y) 

x + ln(l + xy) 


20) lim 


(x t y)-+( 2,0) 1 + x + y 

arcsen(xy - 2) 


(x,^)->(2,i) arctg(3xy- 6) 


Rpta. 0 

Rpta. 3 

Rpta. 0 
Rpta. e k 

Rpta. 3 

Rpta. 0 

Rpta. 3 


8 

Rpta. — 

9 


Rpta. — 

8 


Rpta. 0 


2 

Rpta. — 


Rpta. — 

3 
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21 ) lim 


x 4 +3xV+2xy 3 


(,.>•)-»( o.o) ( X 2 +y 2 ) 2 


22 ) lim 


xv - 2x - v + 2 


(c..v)->(U) jc‘+ y* -2 jc-4v + 5 


1 1 

23) lim (*+ y)sen—sen— 
(.v.y)-*( 0 . 0 ) x v 


24) lim 


(A.y)->( 0 . 0 ) xy+ v 


25) lim 


x + v + z 


(r. v)—►(0.0) X + Z 


26) 


1 I 
lim —(- 


1 


TT> 

(r.y)-KO.O) X)> 1 - XV 1 + Xy + JT V 


27) 


lim 


x 1 z +2 


U.v.z)-*(tMU») X 2 + y 2 + Z 2 


28) /i>w 


4 4 

scn(x + v ) 


(Jr,y)->(0.0) X 2 + y 2 


29) 


lim 


x + y-z 


( v.>.r)-»(i.2.3) 5„r 2 + y 2 -z 2 


2 V 

30) lim x sen — 

(jr.y)-»(4.jr) X 


31) 


lim 


n 1 3 3 

,ryzsen(— + z ) + x'vz 
2 ' 


(.r.y.z)->(0.0.0) Inf 1 + X}>Z) 


Jx 2 + v 2 -1 x 2 +xy 2 
32) //m (—- 5 -+—- 

(x,v)—>( 0 , 0 ) X +>> -1 X + V 


32 x y 

2 3 -) 33) lim (x +y )sen—cos— 

(x,y)-*(0,0) y X 


34) lim 


xV 


(X.VM(O.O) X • y 


Rpta. | 


35) 


lim 


sen 3 (jcy - z 2 ) 


(«v\*>-*<o.o.o> (x : y 2 -z 4 )' 


Rpta. 


36) lim 


-.2 2 
3x v 


(v.y>->( 0 . 0 ) + 


37) lim 


xv 


(x.r)-KO.0) x 2 + y 6 
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III. 


Probiemas sobre continuidad 

1) Determinar si f es continua en (0,0), donde: 
X + v 


f(x*y) 


- y , v/ u, v) * 10,0) 

x +y~ 


0 , si (Jf,v) = (0,0) 


Rpta. Discontinuidad en (0,0) 


2) Determinar si la funcion f es continua 6 no, donde; 


f(x,y) = 


sen (x- y) 


w+H 

0 


para 


m+H*° 


Rpta. Continua en todo R 


, para (x,.y) = (0,0) 


3) Averiguar si es continua la funcion: f (x, v) = 

* 

Rpta. Es continua en todo R~ 




2 .2 2 . , 
y , si x + y £ 1 


2 2 . 

, SI X + V > I 


4) Determinar si f es ccntinua en (0,0), donde 


f(x,y) = 


xv 


, === . •«' (x, v) * (0,0) 
V* +>•* 

0 , si (x,v) = (0,0) 


5) 

Determinar si f es continua en (0,0), donde /(*, v) = i 

W+M 

, xi (x,y)*(0,0) 



0 

, xi (x, v) = (0,0) 



x 2 y 2 

, xi (x,v) * (0,0) 

6 ) 

Determinar si f es continua en (0,0), donde f(x,y) = ‘ 

3 3 

x +y 



0 

, si (x,y) = (0,0) 
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7) Determinar si la funcion f es continua en todo R donde: 


f(x,y) = 


sen(xv) 


*y 


, para (x % y)*(Qfl) 


i , para x = 0 v y = 0 


8 ) Analizar la continuidad de la funcion 


2 —5—r > si 


f{x,y,z) =n x + y + z 

0 , si (x,y t z) = (0,0,0) 


9) Sea: /(x,y,z)- 


2 2 2 
.V + V + Z +71 
3-3 sen(---) 


/ 2 2 2 v 2 
(x + v +z ) 

3 

8 


, (x f v f z)* (0,0,0) 
, (*, v,z) = (0,0,0) 


Analizar la continuidad de f en el punto (0,0). 


10) Estudiar la continuidad de la funcion en todo R 


f(x*y) = 


xy 


, (*,> 0 *( 0 , 0 ) 


V * 2+ >' 2 

0 , (x,y) = (0,0) 


11) Analizar la continuidad de la Funcion f en (0,0) donde: 


f(x,y) = 


j 2 2 2 

xcosyx +v sen x 


I 2 , 2 

V* +.V 


2 2 ’ V ' V) * (0,0) 

X + v 


0 


, si (x,y) = (0,0) 
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12) Analizar la continuidad de la funcion f en (0,0) donde: 


x v 

JT + .V+— 7 - 7 . si (x,v)^(0,0) 

/ = ) X + V 

0 , .VI (at, v) = (0,0) 


13) 


Datemmr la rogiiodediaeonftimndid, u f {x % v > = > 


2 2 


AT V 

1 


X + v 


2 1 


1 


2 - 


1 


2 


r 


2 

+.y 


14) 


Estudiar !a continuidad de la funcion 


/(*,*)-■ 



./at 


2 



15) Dada la funcion f definida por: 


/(*,V) = 


2xv‘ 2 2 

—i-7, .vi 0 < x ‘ + y <1 

x^ +y 

. .22. 

1 , si x + # v = 1 

x 2 + v 2 , .w x 2 + v‘>l d (jc, v) = (0,0) 


16) Determinar la region de continuidad de la funcion f definida por: 


n v J 4 2 

/(jc,y)=ix + y 


si (x, vi *( 0 , 0 ) 


si (x, v)*( 0 , 0 ) 

•vi (Af,^) = (0,0) 

si 0< x 2 + y 2 £ 1 

, 1 v a : 2 + v 2 < 3 

5 / 5 £ x + y 


0 


• •« (jc,v)«(0,0) 
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17) Detcrminar la region de continuidad de la funcion f definida por: 


v-x 

1 


sen(v-jc) 2 

, si y* x 


si y = x 


18) Determinar los puntos donde la funcion dada es discontinuidad y la region donde la 
funcion es continua. 


/<*..»’)=• 


sen(ln3 ') 


In 3 


J ) | j 

• si f + j1* 0 

-1 , si |x + _y| = 0 


19) Si: f(x,y) = 


tg(3x-3.v) 


\3x\+\3y\ 

-1 


(x,y) * ( 0 , 0 ) 
(x,y) = ( 0 , 0 ) 


Analizar si la funcion f es continua 6 no en el punto (0,0). 

20) Analizar la continuidad de la funci^ n f(x,y) en el punto (0,0) donde: 


f(x,y) = 


-i 2 2 

2x v 


-sen;r - 


(X -XV+1) 


SI X * - v 


X + v 


0 , si x = -y 

21) Analizar la continuidad de la funcion f(x,y) si: 


/(x, y) = 


3 3 3 3 

sen* cosy + cosx .senv 


x + y~ 
0 


, .V/ (x, v) * ( 0 , 0 ) 
, si (x,y) = ( 0 , 0 ) 


22) Estudiar la continuidad de la funcion en todo R 


f(*,y) 


x 2 y 2 


\x 2 \ + \y\ 3 


, si (x,y) *( 0 , 0 ) 
, si (x, v) = ( 0 , 0 ) 
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23) Sea la funcion: f(*,y) = 


sen(xv) 


V* 2 •'V 


, (x,y) *■ (0,0) 


0 , (x,y) = (0,0) 


Analizar la continuidad de f en el punto (0,0) 


24) Sea: f(x,y) = 


2(y+i) „ 2 „ 

^-— , si x * 0 , v , v + x ^ 0 


x (l~.v ) 
(■■+l)x 
V* + v+1 


, .vi 0 < v + x , <3 x = 0 


^En que puntos sobre el eje Y, es f continua? 


^En que puntos sobre la parabola y+ x = 0, f continua? 


xv 


25) Es la funcion: /(x,y,z,w) = 1 x 2 + y 2 +r 2 + w 2 


, « (x, 

, .VI (x. 


Continua en el ongen?. Justifique su respuesta. 


26) Determinar los puntos en los que la funcion es continua 


f{*,y) = 


sen (x—y) 


w+H 

0 


, si |xj+|.y|*0 

, si X = V = 0 


27) Analizar la continuidad de la funcion 


/ (*..V) = 


XVi 


1 1 

sen— y. sen— , (x,_y)*(0,0) 


x 2 + v 2 \ x v 


v,z,u) *(0,0,0,0) 
y,z,u) = (0,0,0,0) 


0 


, si (x, v) = (0,0) 
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28) Analizar la continuidad de la funcion g(x,y) en (0,0) donde: 


g(x,y) = 


{Jixy ) 2 

X 3 + y 3 

tg(-tf) 


si (x,v)*( 0 , 0 ) 
si (x y y) = ( 0 , 0 ) 


29) Estudiar la continuidad de la funcion /(*, v) - ■ 


I 


2 7 VC ? ™ 

COS-h COS “ - 

2 2 


30) Analizar si la funcion /( x , y) = 


0 . 0 , 

x + jr 

1 5/ (ac,^) = (0,0) 


Es continua en (0,0) £es continua en todo /? ? 


31) Demostrar que la funcion f(x , 7 ) = 


2 2 

x + y 


■» (x.^fO.O) 

\x\+\y\ 

0 si (x, >>) = ( 0 , 0 ) 


Es continua en el punto (0,0). 

1 -cos(sen4xy) 


si sen z (sen3xy) * ( 0 , 0 ) 


32) Sea /(x,jy) = * 

^f(x,y) es continua en ( 0 , 0 )? Justifique su respuesta. 


sen (sen3xy) 

0 si (jc, # y) = (0,0) 


3-20 Derivadas i 


Para las funciones de una variable /: / £ R - > R , definidas en el intervalo abierto I de R, 

se ha definido la derivada de f en x Q g /, denotado por f'(x r 0 ) como el valor del limite 

/(x 0 +Ar)-/(x 0 ) 


f'(x 0 )= lim 
Ar-»0 


Ax 


cuando este limite existe. 
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Si f'(x 0 ) existe, su valor nos da la pendiente de la recta tangente de la grafica de la 
funcion y = f(x) en el punto (jc 0 ,/(jc 0 )) por lo tanto las funciones importantes a estudiar 
son las funciones diferenciables por darnos informacion a partir de su derivada, el simple 
hecho que /"' (jc 0 ) existe nos habla del comportamiento suave de la grafica de la funcion 
alrededor del punto (.r 0 ,/(jc 0 )), el signo de / f Tx 0 ) nos habla del crecimiento y/o 
decrecimiento de las funciones alrededor de un punto etc. por lo tanto el concepto de 
diferenciabilidad tambien es importante para funciones de varias variables. 

Luego a continuation trataremos de las derivadas parciales. 

3.21 Definicidnl 

Consideremos la funcion f-.DczR - >R t de dos variables definida en un conjunto 

abierto Dc R 2 y entonces las primeras derivadas parciales de f se define: 


i) La derivada parcial de f con respecto a x, es la funcion denotada por D x f, tal que su 
valor en el punto (x,y) € D esta dado por: 


■' - * • &£ 


siempre y cuando exista el limite. 

ii) La derivada parcial de f con respecto a y, es la funcion denotada por D 2 f, tal que su 
valor en el punto (x,y) € D esta dado por: 




siempre y cuando exista el limite 


Ejemplo.- 


Calcular D x f(x % y) y D 2 f(x,y) si f(x,y) =2x 2 y + xy 2 + x-5y 


Solucion 
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DJ(x,y)= Urn 


A*->0 


f(x + Ax,y)-f(x,y) 
Ax 


(2(x + Ax)~ y + (x+Ax)y‘ + (x +Ax)-5y)-(2x‘ v+xv' + x-5y) 
lim - : - 1 - ; - 11 - 1 — 

Ajt->o Ax 


1 2 

4xy.Ax + 2(Ax) + y Ax + Ax 2 2 

■ lim ---= lim 4xy + 2Ax+y + 1 = 4xy + _y +1 

a*->o Ax Ax—►o 


DJ(x,y) = 4xy+y +1 
En forma similar que D 2 f(x,y) = 2x 2 +2xy-5 

Observaci6n.- La definition de derivada parcial dada indica que si z = flXy), entonces para calcular 
Dj f(x>y) consideramos que y es constante y derivamos con respecto a x, en forma 
similar para calcular D 2 f(x,y) consideramos que x es constante y derivamos con respecto a y. 


Ejemplo.- Calcular Dj/(x,y) y D 2 f(x y y) para f(x,y) = Sx-3x 2 y 2 + 3x 3 y 


Solucidn 


Para calcular D l f(x i y) consideramos a y como constante es decir: 


D l f(x,y) = 5-6xy+9xy 


para calcular D 2 f{x,y) consideramos a x como constante es decir: 


D 2 f(x,y) = -6x 2 y + 3x\ 


Observacidn.- A1 proceso de encontrar una derivada parcial se llama diferenciacion parcial. 
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3.12 Notacion para las 


Si z = f(x,y) es una funcion de dos variables, entonces las derivadas parciales D x f (x,y) y 
D 1 /(x,y), se denotan. 


df (jc.y) dz 

D x f(x,y) =-= f x (x,y) = — = z x , derivada parcial de f con respecto a x. 

8x dx 


df(x,y) dz 

D 2 /(x, v) =-= / (x,y) - — = z„ , derivada parcial de f con respecto a y. 

dy dy 


Las primeras derivadas parciales evaluadas en el punto p(a,b) se denotan por: 



df(x,y) df(x,y) 

Ejemplo.- J allar-.--- y evaluar en el punto p(l. In 2) para la funcion 


dx dy 


J\x,y) = xe 


2 

x y 


Solucion 


df(X,y) dy „ 2 dy 

df (x,y) 

- = e +2x ye 

ck 

dx 

„ => ' 


df(x,y) 3 y, 

df(x,y) 

Sy 

dy 


= e ln2 +21n2e' a2 =2 + 41n2 


P(Un2) 


In 2 ~ 

-e =2 


/ > (I,ln2) 
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El concepto de derivada parcial para funciones de dos variables puede extenderse para 
funciones de tres o mas variables en una forma natural. 


Si w = f(x,y,z) es una funcion de tres variables, entonces se tiene tres denvadas parciales, los 
cuales se obtienen considerando cada vez dos de las variables constanles, es decir: 


Para definir la derivada parcial de w con respecto a x, consideramos que y, z son constantes, 

dw /(x + Ax, y,z)-/(x, \>yZ) 

o sea. — = J x \X*y,z) = - 

3c aa—> o Ax 


Para definir la derivada parcial de w con respecto a y, consideramos que x, z son constantes, 

Av f(x,y + Ay,z)-f(x,y,z) 

osea. — = f Y (x,y,z)= Um - 

dy Av->0 Av 


Para definir la derivada parcial de w con respecto a z, consideramos que x e y son constantes, 

dw f(x, v,z+Az)-f(x,y,z) 

osea. — = / Z (x,y,z) = hm - 

dz Az->o Az 


En general si /: D<^R n - >R es una funcion definida en el conjunto abierto D<^R n , 

dr df 

entonces hay n derivadas parciales -, --, con respecto a la primera, segunda, 

3c j 3c 2 3c ti 

tercera,..., n-esima variable y denotaremos por: 


df{x x ,x 2 ,... y x n ) 

3c { 


lim 

Ar, -*0 


/(x I ,x 2 ,...,x- + Ax.,-..,x M )-/(x 1 ,x 2 ,...,x ft ) 
Ax- 



donde i = 1,2,3.n 


Para hallar las derivadas parciales con respecto a una de las variables consideramos las otras 
como constante y denvamos con respecto a la variable indicada. 
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dw f\y dw 222 

Ejemplo.- Hallar —, —, — donde w = xz - 1 - vx + zv 

dx dy dz 

Solution 

t 1 ' flw i dw 2 

w = xz +yx +zy* => — = z‘ + 2xy> , — = x‘+2yz , — = 2xz + y 

(lx d\> dz 


<Y(x,v) (T(x 9 v) 2 2 

Ejemplo.- Hallar ---, --- donde / (x,y) = ln (jc + y + jc y) 


(lx 


A 


f(x,y) = ln(x 2 + v 2 + xy) 


Solution 

df(x,v) 2x + y 


dx 


2 2 

x + v + xy 


df(x,v) 2 v + x 


d* 


2 2 

x +y 


Ejemplo.- Hallar D x f(Ofi) y D 2 /(0,0) si existen, donde: 


2 

:-r , si (x,y) * (0,0) 


f(x,y)=\x' +y 

0 , si (x,y) = (0 ,0) 


Solution 


aplicando la definition de derivada. 


, /(0 + Ax,0)-/(0,0) f(Axfl)-f(0fl) 

D { j (0,0) = hm -= hm - 

Xx +0 Ax' A.r—>0 Ax 


Ar.(0) 


-o 


, urn -to, —.0 

4v->0 AX 4r *0 Av 


„ , /(0.0+Av)-/(0,0) /(0,Av)-/(0,0) 

D 1 j (0,0) = lim -= lim - 

Ay—»0 Al> Ay-*<> Al> 


0 . Av 

0+Av 2 

= lim - 

Ay ->0 Ay 


0 

lim — = 0 

4>->0 Av 
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Ejemplo.- Hallar D x f{0,y) y D 2 f(xfi) si existen, donde: 


1 xv(x' - y ) 


f(x>y) = ] 


2 , 2 
x + y 


si (x,v)*(0,0) 
si (x,y) = (0,0) 


Solution 


a) Si y * 0 entonces, por definicion se tiene. 


_ f /(O + Ax ,y)-/(0,v) /(Ay, y)-/ (0, v) 

Dj/(0, y) = lim -= lim - 

A.r-*o Ay a*-m> Ac 


= //m - 

A.v->0 


Axy.( Ac 2 - y 2 ) 
Ac 2 +j' 2 


-0 


At 


■= lim 


v(Ax 2 - v 2 ) y(0- # y 2 ) 


„ a 2 2 

A.r-*0 AC + V 


0+ v 


■-.V 


AAx.O)-A0,0) 

Si y = 0 , Dj/(0,0)= /im -= 0 como£>j/(0,^) =-v si y * 0 y 

A *-»0 Av 

Dj/(0 t 0) = 0 entonces se tiene D h f(0 y y) = -y para todo y. 


b) Si x * 0, entonces por definicion se tiene: 


D 2 /(x, 0)= lim 

Ay->0 


f(x,Ay)-f(xfi) 

Ay 


= lim 

Ay—>0 


Ay.x.(x‘ -Ay ) 

2 A 2 

x +Ay 


Ay 


0x(x 2 -0) 
x 2 +0 


Ay.x(x 2 -Ay 2 ) x(x 2 -Ay 2 ) x(x 2 -0) 

= lim - 2 -2 = - 2 -2— = -2- = * 

Ay-»o Ay(x + Ay ) a>->o x +Ay x +0 


A0,Ay)- A0,0) 

Si x = 0 , Z) 2 /(0,0)= lim-= 0 comoD 2 /(x,0) = x para x * 0 y 

Ay— >0 Ay 

D 2 /’(0,0) = 0 entonces: Z) 2 /(x t 0) = x para todo x. 
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j3.24 Isterpretacion G^ometrka fle las Derivadas pareiales de Mia FuncliSn del 


Dos Variat 


Sea /: DczR~ - > R , una funcion definida en un conjunto abierto D c R\ cuya grafica 

es la supcrficie G f = |(x,v\/(x, y)) e R*fz- /(x, v) , V(x, v) e d| c /?\ 


Si (*o». v o) € entonces la derivada parcial de f con respecto a x en el punto (x M , v„) por 
definicion es: 


'TUo^o) /(*» + Ax,.v 0 ) - / (x 0 ,y w ) 

-= litti - 

/3r Ar->o Ax 

en donde y = y 0 se mantiene como una constantc, pero y-y n es un piano paralelo al piano 

coordenada XZ que pasa por el punto Q(x 0 ,y 0 fi) e D y que a* interceptar a la 

-+ 

superficie z = f(x,y) se obtiene una curva a que pasa por el punto (* 0t y 0 ,/(x ot y 0 )) e G f 
ahora calculando la pendiente de la recta secante L s que pasa por P 0 y P en el piano y =* y 0 , 
es decir: 


ml, = 


/(x 0 +Ax,y Q )-/(x Q ,y 0 ) 
Ar 


de donde la pendiente de la recta tangente L { es: 

fix n + Ax, Vo) - /(x 0 , v 0 ) ^ (x 0 ,y 0 > 


mL t * //>w 

A.r ->0 


Ax 


A 


. ^i«A) 

Lucgo - cs la pendiente dc la recta tangente L f a la curva a cn e! punto 

m 


Entonces la ecuacion de la recta tangente L f sera: 
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Expresado en forma simetrica se tiene: L f : 


X-X n 


— = WTx ~ A • y = ' Vo 

dx 


de donde el vector direccion de L t es: 


-* df (* ft * v o ) 

a L t * (1,0,-), En la misma forma, para la derivada parcial de f(x,y) con rcspecto 

dx 

a yen el punto (x 0 ,v 0 ). 


#(Wo> /(■*(,. V 0 + Av)-/(X 0 ,V 0 ) 

■ = Um -= n\i. 


dy Av ~>0 


Ay 


<f(x 0 ,v 0 ) 

Luego - 1 —es la pendiente de la recta tangenle L t ' a la curva /3 en el punto 

dy 

df (*Q y Vq ) 

V 0 ,/(x 0 ,jy o )), en defmicion--— a x = x 0 se mantiene como una constante, 

dy 

pero x = x () es un piano paralelo al piano coordenado YZ, Lugo la ecuacion de la recta 


tangente L t 1 sera: 


V=z-z 0 = 


<T(Wo) 

dx 


(,V-V 0 ) A X = Xq 


Expresado en forma simetrica se tiene: L/: 


V-Vn z-z n 


.. 1 ~ •» 0 


1 ~ |(Wi) A *" x ° 


de donde su vector direccion de L.' es: a L, '= (0,1,-) 

dv 


f(x,y) = 


rrrri ■ 

13* | +13 v | 

-1 , (x, v) = (0,0) 
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Considcremos la ecuacion de una superficie z = f(x,y), el piano tangente a la superficie en el 
punto P 0 (x Q ,y 0 ,z Q ) es determinado por las rectas tangentes L t y L t \ cuyo vector normal es: 


N = a L* r a i = 


» j * 

#■(* 0 >- v o) 


0 1 


1 0 


dy 


dx 


/T^O'-l'p) «y(*Q..VQ) 






- 1 ) 


Luego la ecuacion del piano tangente a la superficie z = flXy) en el punto y 0 ,z 0 ) es 

—> 

dado por: P T : N.((x,y,z)-(x 0 ,y 0 ,z 0 )) = 0 

„ /f(x n ,y 0 ) ST(x 0 ,y 0 ) 

P T - (-;-,--- ,-l).(x-x 0 , y-y n , z-z 0 ) = 0 


(lx 


dv 


<f{ x n>yo), , df(x n ,v n ) 


T- 


dx 


-(*-* 0 ) + - 


dv 


(y-y 0 )-(z-z 0 ) = 0 


Ejemplo.- Encontrar la ecuacion del piano tangente a la superficie z= 3x + y" + 2 en el punto 
(-1,2,9). 

Solution 


-* dz 

Calculando el vector normal N = (— 

dx 


dz 

p dy 


z = 3x 2 + y 2 +2 => 


dz dz 

— = 6x — 

dx dx 


dz 

— = 2y 

A> 


— 

* 


•-D 

? 

= -6 

= 4 


N » (-6.4.-1) 


P T : (-1,2,9)) = 0, ecuacion del piano. 

P T \ (—6,4,— 1). (a:h- 1, v-2, z-9) = 0, de donde /. P T : 6x-4y+r+5=G 
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Ejemplo.- Hallar la ecuacion del piano tangente a la superficie z = ^\-x 2 —y 2 en el punto 

P 0 (a,h 9 c) donde c = yl\-a^ - b 2 . 

Solucion 

-a a 

p, Vi -a 2 c 

-b b 

/. yll-a 2 -b 2 a 



a 

dz 

I 7 

di ^ 

l\-x 2 -y 1 A 

z-^\-x - y => i 

dz 

-v A 



t\-r 2 -v 2 ^ 


La ecuacion del piano es: 



dz 

(x-a)+ — 

d\ 


( y-b)- (z-c)« 0, de donde 


a b 

P T : ~ — (x-a)- — (y-b)-(z~c) = 0 P T : a(x-a) + b(y-b) + c(z-c) = 0 

c c 


Ejemplo.- Encontrar los puntos de la superficie z = xy(l - x - y) donde el punto tangente es 
paralelo al piano coordenado XY. 


Solucion 

Como el piano tangente debe ser paralelo al piano coordenado XY entonces la normal del 
piano tangente es un multiplo de (0,0,1) por lo tanto: 


dz 

— = v(l-2x-.y) = 0 
dx 

resolviendo el sistema se tiene. 

dz 

— = x(l-x-2y) = 0 

dy 


los puntos (0,0),(—, —), (1,0) y (0,1), por lo tanto se tiene cuatro pianos tangentes 

1 1 1 

horizontales a la superficie en los puntos. (0,0,0), (—, —, —), (1,0,0), (0,1,0) 

3 3 27 
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3.26 Ecuacidn de la Recta Tangente a la intersecci6n die Dos Superficies Sal 

jug* Panto DadoJ 

Consideremos las ecuaciones de dos superficies z = f(x,y) y z = g(x,y) de tal manera que se 
cortan en una curva C. 


La recta tangente a la interseccion de las dos superficies en el punto P 0 de la curva C, es por 
definicion la recta de interseccion de los pianos tangentes a z = f(x,y) y z = g(x,y) en el 
punto P {) . 


Para hallar la ecuacion de la recta tangente a la interseccion de dos superficies en cl punto 
Jo(Wo* z o>' se determina e l vector normal al piano tangente a la superficie z = f(x,y) en el 
punto P 0 . 


■* 'T(* 0 •>'<»> 



- #(*<,. 

i +- 

dv 


>+(-!)* 


y el vector normal al piano tangente a la superficie z = g(x,y) en el punto P {) , 


• 4?(Wo> * 

v m -| +-/ + , I) A 


dx 


dv 


La recta de interseccion de estos pianos tangentes es perpendicular a sus normales ju y v y 
—» —> —> —> 
como los vectores /u y v no son paralelos, entonces el vector /i x ves perpendicular a ^ 

> —> —> —> 

y v de donde w = fj x v = (a,bx) luego la recta de interseccion de los pianos tangentes es: 

L x~xq m y-y 0 _ 

a _ b _ c 


Ejemplo.- Hallar la ecuacidn de la recta tangente a la interseccion de las dos superficies 
z = x"+2y 2 , z = 2x 2 -3^ + 1 en el punto (2,1,6). 

Solution 


calculando las normales a cada una de las superficies 
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, - 1) = (4,4,-1) y v = (— ,-I) = (8-6-1) 

8y p 


ahora calculamos el vector direction de la recta tangente: 


a = fj x v - 4 4 -1 =-2(5,2,28) 


8 -6 -I 


Luego la ecuacion de la recta es: L t : 


x-2 y — 1 z-6 


5 2 28 


3.27 Dcrivada Parcial de Orden SuporiorJ 


En forma similar que las derivadas ordinarias, es posible hallar derivadas parciales de una 
funcion de Varias Variables de segundo, tercer ordenes y superiores, siempre y cuando tales 
derivadas existen. 

A las derivadas parciales de orden superior denotamos por el orden de su derivada. 

Por ejemplo hay cuatro derivadas parciales de segundo orden de z = flXy): 


l 2 Derivar dos veces con respecto a x. 



2 2 Derivar dos veces con respecto a y. 



3 2 Derivar primero con respecto a x y a continuacion con respecto a y. 


dy dx dydx ' 


8 8f d l f 

—(—) = — 


8 8f 


4 s Derivar primero con respecto a y y a continuacion con respecto a x. 
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El 3 2 y 4 2 caso se conoce como derivadas parciales cruzadas. 

Se debe observar que hay dos tipos de notacion para las derivadas parciales cruzadas. 


orden es de derecha a izquierda indica que primero se deriva con respecto a 

dy ck dydx 
x. 

(f y )x - f yx , orden es de izquierda a derecha indica que primero se deriva con respecto a y. 

pffinicionj 

Si /: D<z.R n - >R es una funcion definida en un conjunto abierto Da R n , entonces la 

derivada parcial de f con respecto a la i-esima componente (i = l,2,3...n) es: 


... f(x l ,x 2 ,...,x i + Ax i ,...,x n )-f(x l ,x 2 ,...,x n ) 

D t f(x l ,x 2 ,...,x n )= lim - 

Ax, ->Q Ax. 


Si D i f : Dc R n -> R, es una funcion definida en un conjunto abierto D(^R n , entonces 

la derivada parcial de D i f con respecto a la j-esima variable se le llama derivada parcial de 
segundo orden y denotaremos por: 


D i (D i f(x ] ,x . x „)) = DjJiXy, x 2 ..... x n ) = 


^ /(x l ,x 2 ,... t x„) 
dx j dx i 


L*2. X n) 


donde i = l,2,....,n y j = 1,2,....,n. 


Si Dj-f : Da R n -► R , es una funcion definida en un conjunto abierto D c R n , entonces 

la derivada parcial de D»f con respecto a la k-esima componente se le llama derivada 
parcial de tercer orden de f y denotaremos por: 


D i (D ji f(x l ,x 2 ,...,x„)) = D iji f(x l ,x 2 ,...,x„) = 


<3. x .„) 

dx k dxjdxi 


= fx,y, 


donde i = 1,2,....,n , j = l,2,....,n. y k = 1,2,3....,n 
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En esta misma forma se puede hallar las derivadas parciales de orden superior si es que 
existe. 


Ejemplo.- Hallar 


d'z 


d~z 


d'z 


d'z 


dx~ dy' dydx dxdy 


si z = x 4 -3>x 2 y 1 +y 4 


Solution 


z = jc 4 -3x 2 y 2 + y 4 => — = 4x 3 - 6xy 2 ; -—— = \2x 2 - 6y 2 ; - 

dx dx dydx 


= -\2xy 


dz 2 3 ^ Z 2 2 d 2 * 

— = -6* y + 4y ; — r = -6* +12y ; -= -I2xy 

dy dy 2 dxdy 


3.29 DefinicionJ 


La funcion /: R 
decir, si: 


/?, se llama funcion armonica, si verifica la ecuacion de Laplace, es 


<? 2 /U.y) <? 2 /(*..v) 

the 2 + dy 2 


= 0 


3 3 

Ejemplo.- Probar que la funcion f (x,y) = x y- xy es armonica 

Solution 


f(x, y) = x*y-xy 3 


df (x, y) 
dx 

df{x, y) 
dy 


= 3x 1 y-y i 
= x 3 —3 xy 2 


d : fix,y) 
dx 2 


= 6xy 


d 2 fix, y) 

ay 2 


= -6xy 


<? Z /(*,y) d;jix,y) 
dx 2 dy 2 


por lo tanto la funcion f(x,y) es armonica. 
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3.30 Teorema.- (I gu aid ad de las Derivadas Parciales Cruzadas)J 


2 df df d^f d~f 

Si f : DqR - >R y es una funcion continua para lo cual —, —, -,- son 

dx dy dydx dxdy 

continuas en la region abierta Dc R 2 , entonees para cada (x,y) e D se cumple. 


d 2 f{*. y) » 


Pemostracion 

Sea h(x,y) = f y (x,y ), V (x,y) e D, entonees si y 0 es una constante cualquiera tal que 
(jc,>’ 0 )£ D 

Tenemos f(x,y) = f(x,y 0 )+f(x,y)-f(x,y 0 ) = f(x,y 0 ) + \ h(x,t)dt. 

[ y 

Luego derivando con respecto a x se tiene: f M (jc, y) = f t (x. y 0 ) + J h x ( x,t)dt 

*0 

derivando ahora con respecto a y, para lo cual usamos el teorema fundamental del calculo, se 


tiene f„(x,y) = h x (x 7 y) = f (x 7 y) 


d f(x,y ) d'f(x y y) 
d\*k dxdy 


Observacion.- Una consecuencia de este teorema es que se puede intercambiar el orden de la 
derivacion de una funcion de varias variables. 

Si por ejemplo: /: R 2 - >R y es una funcion que tiene derivadas parciales de orden superior 

2 

continuas en algun conjunto abierto de R , entonees: 


fm = A 21 = /ii 2 ’ /2211 = /2121 = fun y asf sucesivamente. 


Observacion. 


La igualdad 


d~f{x,y) 

dydx 


d~f(x,y) 

dxdy 


puede ser falsa si las derivadas mixtas no son 


continuas. 
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Ejemplo.- Sea z = ln(x 2 +y 2 ), Hallar las segundas derivadas pare i ales 


Soluddn 


z = ln(jr +y )=> — = — - - 

c* x +y 


■ A h 

fy x 2 +y 2 


d 2 z 2(y 2 -x 2 ) d 2 z 2(x l -y 2 ) 
dx 2 (x 2 + y 2 ) 2 dy 2 (x 2 + y 2 ) 2 


d 2 z _ ^ 4xv d l z __ 4xy 

(x 2 +y 2 ) 2 ' dxdy (x 2 + v 2 ) 2 



Los inercmentos de la funcion y = fl[x) y de la variable x se ha definido por: 

Ax = dx Ay = f(x + Ax) - fl[x) 

tambien se ha definido el diferencial de la funcion y = f(x) por dy = f'(x)dx y en forma 
similar daremos los conceptos de incremento y diferencial para las funciones de dos o mas 
variables. 


DeflnlcMn.- Consideremos la funcion /: R* - >R tai que z = ffx,y), entonces el 

incremento de la funcion f en el punto (* 0 *V 0 ) e D f que denotaremos por 
bf (x 0 ,y 0 ) esta expresado por: 

|4A* 0 ,.yo) = /(*o+Ax. Vo+Av)-/(^o..yo) 

para el caso de las funciones /: R -► R tal que w = f][x,y,z), el incremento de la funcion f 

en el punto (x 0 ,,v 0 ,z 0 ) e D f es: 

[4A* 0 ..yo.*o) = /(- r o + A *> Ta + Av. ^ 0 + ^)-/(-yQ..yo. *p) 


donde Ax = dx , Ay = dy , Az = dz 





























364 


Eduardo Espinoza Ramos 


13.32 Funrioaes Piferaidablk* 


Definicion.- La funcion /: DaR~ - >R es diferenciable en el punto (* 0 ,v 0 ) si 


existen 


#(wo> 


A 


* 


de manera que todo vector {Ax, Ay) tal 


^ ^(Wo* <fOW> 0 ) 

Que (wr 0 , > y 0 ) + {A^,Ay) e D se tiene: A/(x n , v 0 ) =-Ax +-Av + ^Ar + ^Av 

<3r 


donde ambos € { y e 2 -> 0 cuando (Ax,Ay) —> (0,0) y diremos que f es diferenciable en la 
region D si es diferenciable en todo punto de Da R 2 . 


(3.33Twrm»» (Condicidii I 


para 


Si f es una funcion de x e y, con f,f x , f } continuas en una regidn abiemZ) a R 2 , entonces 
f es diferenciable en D. 

Dcmostracion 

Sea S: z= f(x,y) la ecuacion de una superficie donde f 9 f x9 f y son continuas en (x,y). 
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Sean A, B y C puntos de la superficie como se muestra en la figura; del grafico veremos la 
variation de la funcion f desde el punto A hasta el punto C que es dado por. 

Az = f(x+Ax, y + Ay)-f(x,y) 

= [f(x + Ax,y)-f(x,y)\ + [f(x + Ax , y + Ay)-f(x + Ax,y)]= Azj + Az 2 

Entre A y B, y es constante mientras que x van a, por lo tanto por el teorema del valor medio, 
hay un valor x { entre x y x + Ax tal que A z x - /(x + Ax, y)- f(x, v) = f x (x j ,y)Ar ... (1) 

En forma similar, entre B y C se fija x, mientras que y varia, luego un valor y { , entre y, y, y + 
Ay tal que Az 2 = f(x + Ax,y + Ay)-/(x + Ax, y) = / v (x+ Ax.Vj )Ay ... (2) 


Luego de (1) y (2) se tiene: Az = AZj + Az 2 = f x (x { ,y )Ax + f v (x+ Ax, v x )Ay 

Si definimos e { y e 2 por e x = /,(x p y)-/ r (*,y) y e 2 = f y (x+ Ax\y x )-f y (x,y) se 

deduce que: Az = Az t + Az 2 = +/*(*,.)')] Ax+ |s 2 + / v (x,.y )]av 

= /,(x,y)Ax + f yt (x,y)Ay + e { Ax + e 2 Ay 

Entonces por la continuidad de f x y de f y, ademas, x <> x x <> x+ Ax e y <> v { ^ y + Ay, se 
sigue que e l —> 0 y e 2 —> 0, cuando Ax ->0 , Ay —> 0 en consecuencia por definition se 
tiene que fes diferenciable. 


2 

Si /: D<^R - >R es una funcion diferenciable en un punto entonces f es 

continua en P 0 (;c 0 ,y 0 ). 

Demostracl6n 

Como f es diferenciable en P {) (x 0 ,y 0 ) entonces 




v(*o>yo) 

-Ar +- 

A A 


Ay+ £,Ar + £ 2 Ay 
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donde ambos e { y e 2 -» 0, cuando (Ax, Ay) -> (0,0) sin embargo, por definicion, sabemos 
que A/'(x 0 , v 0 ) viene dado por: 


¥(X()kVo) = /(*,, + Ax, y n + Ay)- f(x 0 ,y 0 ) 


Luego haciendo x = ;r 0 + Ar, y = v 0 + Av, obtenemos 


f(x,y)-f(x 0 ,y 0 ) = 




dx 


-At 


dy 


Ay + £ l Ax + E 2 Av 


&(x 0 ,.v 0 ), . 3f{x 0 ,y 0 ) / 

—:—(*-* 0 )+—:—(.v-^o) +£ i(*-*o) +£ 2 0'-.>’o) 


ax 


dy 


ahora tomando limite cuando (x,y) -> (Jq’-Vo) 

se tiene: lim (/(x,j)-/(x 0 ,.y 0 )) = 0, de donde lim f(x,y) = f(x 0 ,y 0 ) lo 

(X ,y )->( x 0 ._y 0 ) ( X,y)^( x 0 ,y 0 ) 

cual significa que f es continua en (x 0 >y 0 ). 

Observation.- Si una funcion /: R - >R es continua en un punto, esto no implica que f sea 

diferenciable en este punto. 

Ejemplo.- Demostrar que la funcion / (x,y) = ijx* + y* es continua en (0,0) pero no es 

diferenciable en (0,0). 

Soluclon 

I) f(0,0) = 0 , U) 3 lim f{x,y)= lim ^/x 3 +y 3 =0 

(jr.v)->( 0.0) (x.>«)->(0,0) 

ill) lim f (x,y) = /(0,0) = 0 

(x,v)-*(0.0) 

por lo tanto f es continua en (0,0), por otro lado 

ff~(*,.y) x 2 y_ 

& V (* 2+ /) 2 * -- ’ V (^ 3 +/) 2 

no existe en (0,0), luego f no es diferenciable en (0,0). 
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3.35 Differencial leial w Aproxhnacidn 


Deflnici6n.- Si /: R 1 - >R es una funcion difcrenciable en (x,y) e R 2 entonces la 

diferencial total de f es la funcion df(x,y) que es expresado por: 


x, y) df(x,y) 

df(x,y)= — dx 4 ' — dy 


dx 


dv 


donde Ax = dx , Ay = dy. 

En forma similar para la funcion /: R 3 -> R , donde f es diferenciable en (x,y,z) e R 3 

entonces la diferencial total es la funcion df(x,y ? z) que es expresado por: 


Jr , v df(x,y,z) df(x,y,z) &(x,y,z) 
df(x,y,z) = - dx + - dy+ - dz 


dx 


dy 


dz 


ahora haremos una comparacion entre Afl(x,y) y df(x,y) para esto se tiene: 

Si f : Dcz R 2 - >R es una funcion diferenciable en el punto rJ\x q , _y 0 ) e D, entonces 


, <T(Wo> , . ^(Wo) , 

4/ (x a ,y n ) = - Ax + - A_y + £,Ax + £ 2 Ay 


dx 


dy 


- ( 1 ) 


donde e x y e 2 —> 0, cuando (Ax,Ay) —> (0,0) 


,,, . ^(Wo) . 'f(Wo) 

dj (x 0 ,.y 0 ) =---Ax +---Ay 

dx dy 


( 2 ) 


Luego de (1) y (2) se tiene: 


Af(x 0j y 0 )zdf(x 0t y 0 ) (s aproximadamente igual) 


pero como A/"(x 0 , y 0 ) = /(x„ + Ax, y 0 + 4K)-/(jr 0 ,y 0 ) 


df(x 0 ,y 0 ) = -Ax+-- 


dx 


dy 


Ay, entonces 
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f( , , , , . ,, ...^(Wo) , , ^Wo) , 

j(x n +Ax, v 0 +a*') - /( *o . yo ) s —r— a * + —:— A y 

ax av 


,, . „ ,, •fUo-.vo). ft( x o>y 0 ). 

f(x 0 + Ax, y 0 + Ay)s f (x 0 ,y 0 )+ ---Ax +-;-Ay 


A 


* 


En forma similar para el caso de la funcion f: DczR - > R se tiene 

/(*„ + Ax,.y 0 +Av, z 0 + Az) a /(x 0 ,^ 0 ,z 0 ) + ^ + ( J_^ Z o^o) Ay + ff(Wo.Zo) ^ 

A i\ ft 

Af df Af df 

Ademas, tambien se tiene: error relativo « — ^ —, error porcentual = 100— £ 100— 

/ / / / 


EJemplo.- Hallar el valor aproximado de ^/(5.02) 2 +(11.97) 2 


Solucion 

Sea z =-Jx 2 +y 2 , x = 5 , y = 12 , Ax =0.02 , Ay =-0.03 


.... . <f(Wo). <f(Wo). 

/(x n + Ar,y 0 + Ay)s/(x 0 ,y 0 ) +-3-Ar +-;-Ay 


A 


A 


z =^/x 2 +y : 


& 


* ^pTy 2 

dz y 


ft -Jx'+y 2 


ft (5,12) 5 


A 13 
ft(5,l2) 12 


13 


#■(5,12) <^(5,12) 

/ (5 + 0.02, 12 - 0.03) * / (5,12) +-AA-—1 (0.02) + J -~—- (-0.03) 


dx 


ft 


J( 5+0.02) 2 +(12-0.03) 2 = V25+144 +—(0.02)-—(0.03) 

13 13 


/- 5 -r 1.0-0.36 0.64 

V(5.02) + (11.97)' s 13 +-=13+-= 13.05 

13 13 


a/(502) 3 


+ (11.97) s 13.05 
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3.36 Derivation de ia Funcion 


Teorema (Regia de La Cadena).- 

Sea f:R 2 - > R una funcion dada por z = f(x,y), donde f es una funcion diferenciable de 

x e y. Si x = g(t) e y = h(t) siendo gy h funciones derivables de t, entonces z es una 


ftincion derivable de t y 


dz 

dz 

dx 

dz 

d 2_ 

dt ' 

dx 

dt 1 

dy 

dt 


Demostracldn 

Hacemos un diagrama para la regia de la cadena de una variable independiente. 



como g y h son funciones derivables de t, sabemos que Ax y Ay tiende a cero, 
cuando At —► 0, y como f es una funcion diferenciable de x e y. 


dz dz 

Az = Af(x,y) = — Ax + — Ay + £, Ax + e. Ay 
dx dy 


donde y e 2 0, cuando (Ax, Ay) (0,0) 
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Luego para At * 0, tenemos 


Az dz Ax dz Ay Ax Ay 

At dx A/ dy A/ At 7 At 


dz Az dz dx dz dy dx d\ 8z dx dz dy 

de donde se deduce que: —= lim — = —.—+—.—+0(—) + 0(—) = —.— +—.— 
dt to At dx dt dy dt dt dt dx dt dy dt 


dz dz dx dz dy 
dt dx dt dv dt 


dz 2 2 f 

EJemplo.-- Hallar — siz = jr+y,x = e , y-e 
dt 


Soluci6n 



dz 

dt 


dz dx dz dy . . i, . i# 

—.— + —.— = 2xe + 2 y(-e ) = 2e - 2e ~ 
dx dt dy dt 



-2e 


21 


Observacfbn.- 



La regia de la cadena del teorema puede extenderse a un numero cualquiera de 
variables, si cada x ( es funcion derivable de una sola variable t entonces para 
w = f(x l tenemos: 


dw 

(%V 

*L. 

dw 


dw 

±JL 

dt 

A, 

dt 

dx 2 

dt 

K..+’ ■ ", 

dt 


Observaci6n.- Si f:D c R 2 - >R es una funcion tal que z - f(x,y) es diferenciable en x e y . 

donde y = cp(x), entonces la derivada total de z respecto a x es calculado 
mediante la expresion siguiente: 

dz dz dz dy 
dx dx dy dx 
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la ie La Cadeita: Dos Variables 


Sea /: R 2 -- > R una funcion dada por z = f(x,y), donde f es una funcion diferenciable de 

dx dx d\> dz dz 

x e y si x = g(s,t) ey = h(s,t) donde —, —, —, — existen todas, entonces — y — 

ds dl ds dl ds dl 

dz dz dx dz dy dz dz dx dz dy 

existen y estan dadas por: — = —.—+—...(1) — = —.—+—...(2) 

ds dx ds d\> ds dl dx dl dy dt 


Demostraci6n 


Demostraremos la parte (l), la demostracion de la parte (2) es semejante: 

si sc mantiene a t fijo y s cambia en cantidad As, entonces Ax = g(s + As,t) - g(s,t). 

Ay = h(s + As,t) - h(s,t) como f es diferenciable, entonces: 
dz dz 

A z =— Ax +— Ay + E x Ax + E 2 Ay ...(a) donde e l —> 0 , e 2 -> 0 cuando (Ax,Ay)->(0,0) 
dx dy 

ademas, pedimos que e x - 0 , e 2 = 0 cuando Ax = Ay = 0 ponemos como requisito para 

que £ ] y e 2 que son funciones de Ax y Ay sean continuas en (Ax,Ay) = (0,0), ahora a (a) 

Az dz Ax dz Av Ax Ay 

dividimos entre As * 0, tenemos — = —. — +—— + E l —+ — 

As dx As c\> As As As 

tomando limites en ambos lados cuando As se aproxima a cero, obtenemos 

Az dz Ax dz Av Ax Ay 

lim — = — lim — + — lim — : -+ lim e { lim —+ lim e 2 lim — 

Av dx a* -*o Av dy a*->o Av Aj ->o Aj~*o Av Aj-->o Aj->o Av 


Az f{x + 6s % y)-f(x*y) df{x,y) dz 

tenemos hm — = lim -=-= — 

Av Aj->o Av ds ds 

Ax g(.v + AM)-g(s,0 <%(s,0 dx 

hm —= lim ---= — 

Aj-»o Av Aj->o Av ds ds 

Ay h(s + As,t)-h(s,t) dh(s,t) dy 

lim — = lim -=-= — 

Av A5—>o Av d> ds 
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dx dv 

como —, — existen y g, h son continuas con respecto a la variable S, por tanto, tenemos. 

ds db 

Urn Ax = lim g(s+Asj)-g(s,t) = g(s,t)-g(s,t) = 0 

As— >0 >0 

lim A y = lim h(s+ As,t)-h(s,t) = h(s,t)-h(s,t) = 0 

As— >0 Aj—>0 

por lo tanto cuando As se aproxima a cero Ax, Ay se aproxima a cero, entonces lim e x = 0, 

As -»0 

dz dz dx dz dv 

lim s 2 =0. Luego — = —.— +—+ — 
rk dx ds dy ds 


haremos un diagrama para la regia de la cadena de dos variables independientes 



dz dz , s +1 / + l 

Ejemplo.- Hallar —, — si z = x + y t x m - . v = - 

ik A i s 


Solucitip 



dz 

ds 


dz dx dz dy 
dx ds dy ds 


1 r + 1 


2x.- + 2 y( - -) 

t s 


2(j+ 1) 2(f + l) : 


dz_ 

a 


dz dx dz dy j+1 1 2(j+ 1)' 2(r + 1) 

—.- 1 - i- = 2x.( - T~)+2y— =-j 5 

dx dt dy dt t 1 s f 3 s 2 
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3J3 Teorema (Regia De La Cadena General).! 


Supongamos que /: Dcz/?”->7? es una funcion diferenciable en (*j,x 2 ) tal que 

w = f(x { ,x 2 ) y que cada es una funcion de m variables v { , y 2 »-*.v w es decir 

V i = 1,2,3,...,n 


Supongamos que cada derivada parcial ——, i = 1,2,3 

dXj 

es una funcion de y 1 ,y 2 ,...,y m ; y 


.,n , j = l,2,...m existen, entonces u 



La demostracion de este teorema es una extension del teorema anterior. 


Ejemplo.- 


Si z = f(x,y) donde x = r cos 0 , y = r sen 0; probar que: 


dz t dz j dz ^ 1 dz j 

(—> + <—) =<—) +—<—> 
dx dv dr r dO 


Solucion 


2 



mediante la regia de la cadena se tiene: 
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dz dz dx dz dv dx dy 

— = —.—+—.—, como — = cos0, — = sen# , entonces se tiene: 
dr 3c dr dy dr dr dr 


dz dz dz 

— = cos0 —+ sen0 —, elevando al cuadrado se tiene: 
dr 3c dy 


(—) 2 = cos 2 0(—) 2 + 2cos0sen0— — + sen 2 0(—) 2 
dr dx dx dy dy 


dz dz 3c dz dv dx rV 

— = —.—+-, como — = -rsen0, —^ = rcos0 , entonces sc tiene: 

d6 3c dG dy dO dO dO 


dz dz dz 

— = -rsen0— + rcos0— , dividiendo entre r. 

dO dx dy 


1 dz " dz dz 

-= - sen 0 — + cos0 —, elevando al cuadrado se tiene 

r dO dx dv 


1 dz * 2 dz y dz dz 7 dz 7 

— (—y =sen 0 (—) -2sen0cos0—.— + cos 0(—) 
r dO dx dx dy dv 


sumando (1) y (2) se tiene: 

dz j 1 dz dz ii i dz 7 

(—) +—(-) = (sen 0+cos 0)(—) + (sen 0+cos 0)(—) 

dr r dO dx dy 


dz 7 dz i dz 2 l dz 2 

•• V +( x> - ( x> + ~ ( ^ 

3c dy dr r dO 


~<d 


~( 2 ) 


fr J!» Pettyada ImpKcjoJ 

Una de las aplicaciones de la regia de la cadena es en la determination de la derivada de una 
funcion definida implicitamente. 

Supongamos que x e y estan relacionados mediante la ecuacion F(x,y) = 0, donde se supone 
que y = f(x) es una funcion derivable en x. 
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dy 

Para hallar — usaremos la regia de la cadcna: z = F(x,y) = F(x,f(x)) 
dx 



fiz fiF fix fiF fi\> dz n fiF fiF fiv n 

— = — + como— = 0 entonces- h —. =0 . 

fix fix fix fii> fix dx fix fiy fix 


fiF 


fiF 


dy ^ 

Si — * 0 de donde — = —rr- 
dy dx £L 

dy 

Un procedimiento analogo puede usarse para hallar las derivadas parciales de funciones de 
varias variables definidas implicitamente. 

Defmicion.- Sea F: De R -► /?, una funcion definida en el conjunto abierto 

Dc R 2 . Se dice que laecuacion F(x,y,z) = 0, define z implicitamente como 
una funcion de x e y, cuando existe una funcion F: U c R 2 -> R , definida en un conjunto 

abierto U c R 2 , tal que F(x,y,z) = 0 o z = f(x,y), V(x,y) e U. 

EJemplo.-.- La ecuacion x 2 +4 y 2 +z^ =25, representa implicitamente a las funciones. 


: = f(x,y) = j25-x 2 -4y 2 , z =* g(x^y)'- —^25-x 2 -4y 2 

3.4fr Teorcmaj 


Si la ecuacion F(x,y,z) = 0, define a z = f(x,y) implicitamente como funcion diferenciable 
de x e y, entonces: 



fiF 

fiF 


fiz 

fix 

Jk. 

fiF 

fiz (\ 

y ’ 

fiF 

— *0 
fiz 


fiz 

fiz 
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Pemostracion 


Sea w = F(x,y,z) = 0, y Z = f(x,y) entonccs su diagrama es: 



aplicando la regia de la cadena se tiene: 


dw dw dx dw dz dw 

— = —.— + —.—, como — = 0 
dx dx dx dz dy dx 


dF dF dz , dz 

— +—.— = o dedonde — 
dx dz dy dy 


dF 

dx 

dF 

dz 


dw 

dw dy dw dz 

dw 

— = 

+ . , 

como — = 0 , entonces 

dy 

dv dy dz dv 

dy 


dF 


dF 

dF 

dz 


dz 

dy 

— 

+—. 

— = 0 

de donde 

— = - 


dy 

dz 

dy 


d,’ 

dF 






dz 



dF 


dF 



dz 

dx 

dz 

dy 



dx 

dF 

dy 

dF 

% 



dz 


dz 



Este teorema puede extenderse a funciones diferenciables definidas implicitamente con un 
numero cualquiera de variables. 
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[3.41 Teorema He La Fundoa Implicitaj 


Sea F: U c R n ] - >R, una funcion con dcrivadas parciales continuas hasta el orden 

k > 1, definida en el conjunto abierto U, si un punto x = (x’j ,*' 2 . y x' n t x' n+{ ) e U es tal 


> r?F(x) A n +i 

quc F(x) = 0 y —-* 0, entonces se tienc: 


A 


•♦i 


A, 


dF(x) 

A t 

-V- Vi = 1,2,3,...,n 

<F< x) 

Afft | 


donde la funcion x„ +l = f(x) = f(x ] ,x 2 esta definida implicitamente por la 

—► 

ecuacion: F(x t ,x 2 . x„ ,x„ +1 ) = 0 <=> x n+l = f(x) 


Ejemplo.-.- 


dz dz 

Hallar —, — 

dx r\ 


donde: x cos y + y cos z + z cos x = l 


Solucl6n 


Sea F(x,y,z) = x cos y + y cos z + z cos x - 1, calculando las dcrivadas parciales 

dF dF dF 

— = cosx-zseny, — = -xseny + cosz, — = -ysenz+cosx 


dx 

dF 

dy 

dz 

A 


cos y-zsenx 

z sen x-cos v 

A~ 

dF ~ 

dz 

-ysenz + cosx 

cosx- y senz 


dF 



dz 

dv 

Jtseny+ cosz 

xsen v -cosz 

dy~ 

dF 

dz 

-ysenz+cosjc 

cosx-jysenz 
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1. Hallar las primeras derivadas parciales de las siguientes funciones. 

ri 2 

dx + y -x 
1) z = in(-n====-) 




+ x 


Solucion 


i 


2 , 2 

* +y -x t n—T 


nr 


z = ln(-====-) = ln(y,t‘ + v -x)-ln(y* + .v +*) 

yx + y~ +x 


-1 


A ^ Jx 2 +y 2 ^ 


2 , 2 
JC + V 


:+l 


^ <Jx 2 +y 2 -x <Jx 2 +y 2 +x 


V* ! +.v ! V'Vv 






dz 


J*'+y 2 V'Vv 


y 1 

r(- 


A ; I 2 2 / 2 ' 2* 12 2 K (~2~ T / 2 2 

- V X + . v “ r V X + . v + * V X +V V X + V “ :r V X +V +X 

2* 


* .4 


2 2 
x + y 


2) z = f(x,y) = { dt 

X 

[y sen r , f 

= J e af = -J 


Solucl6n 


scnr , I" sen r . 

z = I e at =-] e at => — = -e 

y 8k 


^ sen x _seny 


dy 


3) ft) = (x 2 + y 2 + z 2 ) 1 n y /jc 2 + >> 2 + z 2 


Solucion 


2 2 2 


/ 2 2 2 v t /"~2 2 7 *’ + .V + * f , 2 2 2 , 

g> = (x + y + z )lny;t + y + z =--- \n(x +y + z ) 


3* i ^ 
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day 2 2 

— = xln(x +v 

r* 


dto 2 ? 

— = yln(x + y 

d\> 


C(0 

dz 


, ,2 2 

= zln(x + v 


+ * ) + 


+ z ) + 


+ *“)+■ 


2 2 
X + v 

2 

+ Z 

2jc 

2 


2 2 2 

X + v + z 

x J + v 2 

2 

+ Z 

2 v 

2 


*2 2 2 
X + y + z 

2 2 

1 

2z 

X + y 

+ z~ 


(CO 2 2 2 

. -= x + xln(x + v +z ) 


fXO 2 2 2 

.. —= y+yln(x + v + z ) 


2 2 2 

. — = z + zln(x +v + z ) 

A 


4) z = /(a\ y) = * cos(x-y) 


Solucion 


, + r d r , + v 

z = e cos(x-y) => —= e cos(x-y)-e sen(x-y) 
dx 

dz 

— -e 4v cos(x- y) + e 4+l sen(x-y) 
rTy 


JTV7 3XV 

5) co = f(x,y,z) = e +arctg(—) 

z 


Soiuci6n 


3 xv <7<y 3vz 2 ^ 3xz 2 

co = e ' + arctg( j-) => — =vzg^-t- 4 2 2 , — = xze + — ~TT 

2 «r z +9* ay z +9x y 


dco m 6 xyz 
— = X >’ e + A ~2 2 

dz z +9x v 


6) z = arctg(ln(xv)) 


Solucion 


ft 


1 dz 


I 


z = arctg(ln(xv)) => — =-,-= - , , - 2 2 

dx l + liT(xv) x(l + lnxv) d f 1 + ln (xv) v( 1 -h In xv) 


7) 


Si z = J 


scnidi. Hallar z r -z 


Solution 
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f' . f* . fa fa 

: = I sent dt = - I sen i dt => — = z, =-senx , — = z v 

■ ' fa fa 


z M - z % , = - sen x - sen y 


2 2 2 ^ 2 
8) Si w = jcz + >a +zy , probarque—+— + — = (x + y+z) 

dx dy dz 


Solucion 


2,2 2 
u = xz + yx + zy 


du 2 

— — z + 2xy 

<2r 

^ 2 

— = x + 2>>z sumando se tiene: 

^ 2 

— = 2xz+v 

& 


du (hi (hi 2 2 2 2 

— +—+— = x +y + z + 2(xy + ;cz+>'z) = (x + y+z) 
dx dy dz 


du du du 

— +— + — = (x + y + z)* 

dx dy dz 


9) Calcular 




si 


IV 2 f 2 

w = J cosr dt , v = J senr dt 


Solucion 


fv 2 f- 2 
u = J cos t dt = -J cos ? 


dt => M, = -cosjc , u v = cos v 


fv 2 f x 2 

u = J sen t dt - - J sen t dt 


v r = -senx , v = sen^ 


a V. 


X X 


u , V, 


y y 



2 2 
-cos* -senx 

2 2 
cos>> sen>> 


2 2 2 2 
= cosx sen>> + senx cosy 


sen v 


2 


sen(* 2 -y 2 ) 
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II. 


dz dz 22 

1 ) Demostrar que x-h y— = 2, si z = ln(x + y + xy) 

dx ' dy 


Solucidn 


22 & 2x+y 

z - ln(x + v + xv ) => — = —j- j — 


dz 2y+ x 


. x * * n ~ 2 2 

rzr x +j> +xy 0' x + y + xy 


A ^ 2x 2 +xy 2y 2 +xy 2(x 2 +j> 2 +xy) A 

+^—=-^—;—+——r^=—2“^i ——= 2 x ~ + y 

ox dy x +y +xy x+y +xy x + y +xy ax 


dz dz 

2) Demostrar que x —+ y — = xv + z si z = xy + xe 

r3r dy 


vix 


Solucion 


z = xy + xe 


V/Jr 


(lz y,. y y/M y/jr 

— = y + e K -* — = x + e 

dx x ' dy 


^ ^ yix yix yix v/x 

x — + y—-xy + xe -ye + xy + ye -xy + xy + xe -xy + z 

dx dy 

dz dz 

x —+ y— = xy + z 
dx ’ dy 

dz dz 

3) Demostrar que, z = f(x+ay), donde fes unafuneion diferenciable, entonces — -a —. 

dy dx 


Solucion 


Sea z = f(u) donde u = x + ay 

z = f(u)- 


► X 

-y 


dz dz du dz dz dz du dz 

— =-= — = /'(«) , — =- = a — = af'(u) 

3c du 3c du dv du dy du 


j 
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dz dz dz dz 

a — = af'(u) y — = af'(u) entonces — = a — 

dx dy dv dx 


4) Si i = f(u) F(v), donde u = x + y, v = y/x y ambas son funciones arbitrarias, 'temuestrc 
dz dz 

que: x — + y — = uf\u)F(v) 

dx dy 

Solution 



dz dz 

aplicando la regia de la cadena para — — se tiene: 

a dy 


dz dz du dz dv ^ ^ ^ ^ JL 

^ a. ^ 4r x 2 


dx du dx dv dx' 


A 


dz 

dz y 

dz 

dz 

dz 

V dz 

dx 

du x 2 

' dv ** 

X ~dx~ 

x du' 

x dv 

II 

<£!«• 

dz du 

du dv 

dz dv 
dv dy 

II 

1 - 
’ 


2 

X 


( 1 ) 


dz dz 1 dz 

■ .. 3 C 11 ~ -— ■■ 

dv du X (\ 


dz dz v dz 

dv du x 


( 2 ) 


sumando (1) y (2) se tiene; 


dzdzdzvdzdzydz dz 

x —+ y— = x --- +y —+-= /'(mJFXv) = (x+yj —, de donde se tiene: 

dx dvduxdvduxdv du 


dz 

— = f'(u)F(v) 
du 


dz dz dz 

por lo tanto x —+ v— = (* + y )— = u f'(u)F(y) 
dx dy du 


dz dz 

,\ x — + y — = u f'{u)F{v) 
dx dy 
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5) La sustitucion x = e\ y = e transforms f(x,y) en g(s,t); siendo g(s,t) = f{e\e ), si se 
sabe que f satisface la ecuacion en denvadas pareiales. 


2*7 2*7 a „ , . *7 *7 „ 

x ——+y —- + x— +v— = 0, demostrar que ——+—r- = 0 

rV~ rV dr 


Solucion 


9 (s,t) = f(x.y) 



dgdfckdf s A s 

— --* x — donde x = e => — = e = x 

ds dx ds dx ds 


df_ ^—*X->S 

dx y-»t 


d 2 g A df d A A A d 2 f A df 2 d 2 f 

d> ds dx ds dx ds dx dx ds dx dx 


*7 A 2 *7 


A A A 


dg df dy df' , dy , 

— --= y— donde y - e => — = e = y 

dt dy di dy dt 


*7 W <? & df rdf 

—Y =-+ .t—(—)-.v — + .»'—(—> 

dt A A’ A dy dy A dy 


dy 



s a_ d A_A = *7 

A dd dy dy A ^ dy 2 


d 


2 

g 


A 


2 


A 

y—+y 

A 


2 


*7 


— (i) 


por lo tanto 


( 2 ) 
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sumando (1) y (2) se tiene; 


d 2 g d 2 g 2 d\r 2 d\f dr nr 

—rr + — = * r*+V —+ .T— + V — = 0 

ft 2 a 2 dx 1 ' dv' dx ' dv 


a 2 ,2 

—+—= 0 

dx 7 + a 2 


2 7 2 ^ 

6 ) Dado F(x+v + z,x + y~+z ) = 0, probar que: (y-x) + (y-z )— + (z-x) 

dx 


Soluckm 


F(x+y+z, x 2 +y 2 +z 2 ) = F(u,v) donde u = x+y + z, v = x 2 +y 2 +z 2 


F(u,v) 



dz dz 

se debe calcular las derivadas parciales —, — por derivation implicita, es decir: 

dx dy 


dF_ 

j@L 

dF 

dz 


dz_ 

dy 


dF_ 

dy 

dF 

dz 


dF 

dF^~ 

dz 


dF dv 

dF 

dF 

dF 

dF du dF dv 

-_ 

— 

+ 2x — 

- — 

-+ ■ 

dv dx 

chi 

dv 

dy 

du dy dv dy 

dF dv 

dF 

dF 





* 2 X — 



dv dz 

du 

dv 



dF 

dF 


dF 

dF dF 

— +2x 

— 


— 

— + 2 y— 

du 

dv 

dz 

dy 

du dv 


dF dF ■ *. 
—+2z— V 
a* dv 


8F_ 

dz 


dF dF 

—+ 2z— 
du dv 


dF dF 

= — + 2y— 
du dv 


Ha* 
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. . , , dz dz 

(y-x) + (y-z)~ + (z-x)— = 
ox oy 


?L + 2x — ^L + 2y— 

= (y- x) + (y - -^)] + (Z- *)[-( > — t- )] 


dF „ 8 F 
— + 2 z — 
du dv 


dF . aF 
— +2z— 
du dv 


dF „ 5F rV „ 3F 

— + 2 x — — + 2 y — 

= (.v-jr)+(* - yH^r -'!. )«(I-rx-^- &) 


dF „ ap 

— + 2z— 
aw <9v 


ST 1 nF 
— + 2z- - 
du dv 


= (y-x)+ 


dF dF 

(z-y + x-z)- - + ( 2 x(z-y) + 2 v(x- z)) — 


du 


dv 


dF . rlF 
— + 2 z — 
du dv 


= (y-x) + 


, aF „ , 3F 
(*- V)— + 2z(x- v) 


aF „ aF 

-+2 Z- 


aF ^ aF 

du dv 


— = (y-x) + (x- y)-%jp -J^=r = y - x + y - y = 0 

— + 2z — 

a« av 


, , az , az „ 

(v-x) + (y-z) — + (z-x) — = 0 

OX Cy 


-7, o■ 3^,.^ ~ a« a« aco . 3 r/ y z v 

7) Si g) = x /(—,—) Demostrar que: x-hy— + z— = 3x /(—,—) 

xx ax ay az x x 


Solution 


Sea o> = x 1 f(——) = x 1 f(u,v), u = - , v = — 

XX XX 


o)= x’fltu.v) zr— 


=3, V(». V) «> 2^ ^ t ^ ^ , 3, V(». V) - xv 

dx du dx dv dx du dv 
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dco 

x - 

8x 


3x\f (u,v)-x 2 y 


ff'(n.v) 

du 


2 

-x z - 


dco _ 3 df(u y v) du _ 2 ^(w,v) 

^ ^ du 

dco ^3 df(u,v)dv _*2 v ) 

A 4 rV 


2 ^T(w,v) 
entonces v — = x y - 

fly du 


dco 2 tf( u y v ) 

entonces z— = x z - 

dz flv 


sumando (1), (2) y (3) se tiene: 


dco dco dco i 3 

x - + y -+ z - = 3xf(u,v) = 3x /(w,v) 

dx dy dz 


(i) 


.. ( 2 ) 

... ( 3 ) 


8 ) Dado z = u(x,y)e ax+bv 


s 2 u d 2 z dz dz 

-= 0. Hallar ay b. tal que-- —-—+z = 0 

ckdy flxcS? dx dy 


Solucl6n 


z = u(x,y)e" +by 


dz_ 

dx 


e 


ax+by 


du 

— + au(x,y)e 
dx 


ax+by 


ax+by 

= e 


du dz 

(— + au(x,y)),— = e 
dx dy 


ax+by 


—+bu(x,y)e ax+by , 

dy 


^ ax+by 

— = e 

% 


(— +bu(x,y)) 
fly 


^ ^ ax+by ( ^ , , .. ax+by d U flu 

- = ae (— +bu(x y y)) + e (- + b —) 

dxfly fly dxfly dx 


fl z du d u du 

-= e (a — + abu(x, v) +- 1 -b —) 

dxfly dy dxfly dx 


pero como 


d 2 u 

flxflv 


■ = 0 , entonces se tiene: 


d z 


■= e ax+hv (a — + abu(x y y)+b —) 
dxfly fly * dx 


du 


du 


d 2 z dz dz 

como-+ z = 0 , entonces reemplazamos 

dxfli / dx dy 
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e ttX+by (a — + abu(x,y)+b—)-e m * iy (— + au(x, y) - 
dy dx dx 


-e ax+by (—+bu(x,y))+u(x,y)e ttX+by = 0 
dy 


e ax+by [{a-\) 


-+(b-l) — (ab-a-b-\)u(x,y)] = 0 
dy ox 


de donde 


du du 

(a-l)— + (b-\) — (ab-a-b- 
dy ox 


l)u(x,y) = 0 por igualdad 


a -1 = 0 
b- 1 = 0 

l ab-a—b- 1 = 0 


a = 1 
b = 1 


9) Demostrar que la funcion z = e y <j>(ye y ) satisface a la ecuacion. 


2 7 dz dz 

(x - y ") — + xy — = xvz 
dx dy 

Soluci6n 


Sea z - e v 0 {ye 21 ) = e v 0 ( u) donde 


u= ye 


2jr 


0(u) 


X 


y 


M* 

d<j)(u) d<f>(u) du du x 

aplicando la regia de la cadena se tiene: -=-, donde — = — e y 

dx du dx dx y 


d<f)(u) 

dx 


x 2v' . 

——= -e - <j> (u) 
du dx y 


d(j>{u) 

dy 


d(j>(u) du du 

-, donde — 

du dy dy 
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d<f>(u) d(j)(u) du 2 2 X 2v 2 

-ZU- = ^-L — = (e 2 > -re 2v )*•(«) 

dy du d\> v 


v A v d<p(u) x 2 2 

como z-e <f>(u ), entonces: — = e - = —.e .e y <l>’(u) 

dx dx y 


dz 


V <^(W> 


— = e v ${u) + e y —— = e' <t>(u) + e r (e 2 -—re~ y )0'(w) 
dv dy y* 


— = e'</>(u)+e*e 2y <f>'(u)- — e y e 2 ' <l>'(u) 
fy y 


js 3 v _ — 

2 7 & X e 2v 2 r 2v 2 

(*+/)— =-e 2> Muj-xyete 2 * +\u) 

dx v 


A 


/h i (u \— 


xy — = xye y $(u) + xye y e^ y (t>'(u) - e y e* y ^'( w ) 

dy y 


sumando (1) y (2) se tiene: 


2 2 dz dz v 2 v 2 

(x ) — + xy— = xye <p(u) = xye (p(y.e y ) = xyz 
dx ' dv 


2 2 

(x -.V )-1-*v— = xyz 

dx ’ A 


( 1 ) 


( 2 ) 


dz dz 

10) Calcular el valor de la expresion E = a — + b — si <f>(cx- za, cy-bz) = 0. 

dx dy 

Solucl6n 


Sea (o = <t>(cx-az, cy-bz) = 0(w,v), donde u = cx - az , v = cy - bz, ademas 

du du dv dv 

dx dz dy dz 
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como la funcion <|> es implicita entonces 



dco 


dco 



dz 


dz 

dy 



dx 

dco ' 

& 

dco 




dz 


dz 





dco 

dco 

dco 


Luego calculando- 


, -, se 

tiene mediante regia de la cadena. 



dx 

dv 

dz 

dco 

dco du 

dco 

dco 

dco dv 

dco 






c 

dx 

du dx 

du 

dy 

dv dy 

dv 


dco 

dco du 

dco dv dco 

dco 




b - 

dz 

du dz 

dv dz du 

dv 


dco 

dco 

dco 

dz 


c - 

du 

c - 

du 

dx 

dC0 

dco dco 

-a - — b - a 

dco dco 

— + />- 


dz 

du dv 

du dv 


dco 

dco 

dco 

dz 

d\> 

c - 

dv 

c - 

dv 

dy 

da 

dco dco 

-a b a 

dco dco 

+ b 


dz 

du dv 

du dv 


a 


dz dz 
—+b— 

dx dy 


dco 

dco 

dco dco 

ac — 

be — 

c(a — + b — 

. +- 

dv 

du dv 


dco dco + dco dco dco d<D 


a — + b — a -+ 6- a -t -b - 

du dv du dv du dv 


dz 

a —+ 


b 


dx 


11) Si z = f(x + y, x - y) y f es una funcion que tiene derivadas parciales continuas, 

dz dz df 2 df 2 

Demostrar que: —.— = (—) - (—) 

dx dv du dv 


^ 1 ^ 
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12 ) 


Soluckm 


Si z = f(x + y, x - y) = f(u,v) donde u = x + y, v = x - y. 



aplicando la regia de la cadena 

dz df du df A df df dt df df 

— = —.— + —.— = — + — cntonces — = —+ — 

*dx du dx dv dx du dv dx du dv 


du_ M fL 

dy du dy dv dy du dv dy du dv 


..( 1 ) 

( 2 ) 


multiplicando (1) y (2) se tiene: 


dz dz df df df df df 2 df 2 

7-7’ ( 7 + 7 ) - ( 7T , = ( 7 , ‘- ( 7 ) ' 

cx dy du dv cti dv at dv 


dco 


Si (0 = f(x,y,z) = x 2 +y 2 -z , x = e cos/, y = e r sent, z = e . calcular: — 

dr 

d(D 

y T 


Solucion 


<0 = f(x,y,z) 



r 

t 

r 

t 

t 


aplicando la regia de la cadena se tiene 


dco dco dx dco dy dx r dy r 

— = —.—+—.— donde — = e cos t ,— = e sen t 
dr dx dr dy dr dr dr 


OQj r r ir 2 Ir 2 2 ' 

-= 2xe senr + 2ye sen/ = 2e cos t + 2e sen t ; -= 2e 

dr dr 








❖ \& 


Funciones Reales de Variable Vectorial 


391 


dco dco dx cod dv dco dz dr r dv r dzz t 

-=-.—+-.—+-.— , donde — = -e sen / ,— = e cos t ,-= e 

dt dx dt dv dt dz dt dl dl dl 


OCO r r t 2r 2 r 2 l 2 / 

— = 2x(-e sent) + 2ye cost - 2ze = -2e senrcosr + 2e sen/cosr-2e = -2e 

dt 


13) Demostrar que la funcion z, determinada por la ecuacion F(x - az, y - bz) = 0, donde F 

dz dz 

es una funcion diferenciable cualquiera de dos argumentos, satisface: a — +b — = 1. 

dx dy 

Solucion 


Como F(x - az, y - bz) = F(u,v) = 0 donde u = x -az , v = y - bz 

du dv du dv 

de donde — =1 , — =1 , — =-a , — = -b 

dx dy dz dz 


F(u,v) 



aplicando la regia de la cadena se tiene: 


dF 

dF du 

dF 

dF dF dv 

dF 


dx 

du dx 

du 

dy dv dy 

dv 


dF 

dF du 

dF dv 

dF dF 



—* 3* 






dz 

du dz 

dv dz 

du dv 




dF 

dF 

dF 


dF 

dz 


du_ _ 

du 

dz 

entonces — = 

& 

du 

dx " 

dF 

dF 

dF dF 
—a. — b 

dF dF 

a -1 -b — 

du dv 


dz 

dz 

du dv 



dF dF 


dF " 

dF 

dF 

entonces * 

— 

-a —- 

b — 

dz 

di 

dv 

du dv 


-( 1 ) 


( 2 ) 
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14 ) 


multiplicando (1) y (2) por a y b respectivamente 


dF 

a *_ 

h * 

b dF 
dv 


dx n^F .dF ' 
du dv 

dy 

dF . 

a — + b 
du 

dF 


dv 

dF 


b *L 

dF .dF 
a — + b — 
du dv 

dz , dz fly 

a — + b — = —_ u . 

r=- + - 

dv 


dx 


du dv 


du 


dv 


a — + /? — 
du dv 


i dz .dz t 

= 1 a — +b —=1 

dx d\> 


Si z = /(x,.v)> x = q>(r,s), y= y/(r,s) 


hallar formulas para —~ 
dr 2 ds 2 


Solucktn 



aplicando la regia de la cadena se tiene: 


dz dz dx dz dy .. . 

— =—.— + —. — , a esta expresion denvamos con respecto a r, se tiene. 

dr dx dr dy dr 


d .dz d .dz dx dzdy 
— (—) = — (—.— + —.—), efectuando 
dr dr dr dx dr dv dr 


d 2 z _dz d 2 x + fir d dz + dz + & 

dr 2 dx dr 2 + dr dr ebr dr 2 dy dr dr dy 


~( 1 ) 
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15) 


aplicando la regia de la cadena para caicuiar 

dz d dz d dz d dz dx d dz dy 

(—) y — ( —) se tiene: — (—) = v — ( —)—+—(—) — 
dx dr dy dr dx dx dx dr dy dx dr 


dz d~z dxx d z dy 
dx dx~ dr dydx 9rr 


... ( 2 ) 


dz d dz dx d dz dy 

dy dx dy dr dy dy drr 


d dz d 1 z dx d 2 y dy 

—(—)= —— 4 .— 

dr dx dxdy dr dry dr 


... O) 


reemplazando (2), (3) en (1) se tiene: 

d 2 z d 2 x dz dx d 2 z dx d 2 z dy d 2 y dz dy ,d 2 z dx d 2 z O' 

dr 2 dr 2 dx dr dx 2 dr dydx dr dr 2 dy dr dxdy dr dry 2 dr 

d 2 z _ d 2 z dx t d 2 z d> 2 ( 2 ^ 2 z dx dy ^ d 2 x dz ^ d 2 y dz 

dr 2 dr 2 dr dy 2 dr dydx’ dr' dr * dr 2 dx* dr 2 dy 

d z 

en forma similar para el caso de-se tiene. 

dx 


d 2 z 


d 2 z (dc ^2 f d L z ^dy ^ 2 | ^ d l z dx dy_ + d L x dz + d l y dz 
ds 2 dx 1 ds J dy 2 & dydx ds ds ds 2 dx ds 2 dy 


Si f es una funcion diferenciabie de x e y, ademas u = f(x,y), x-rcosO, 

du du sen# du du du cos# du 

y = r sen#, muestre que. —= cos#-.— , — = sen# — +-.— 

dx dr r dQ dy dr r d6 

Soluciftn 


u = f(x,y) 



I 
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aplicando la regia de la cadena se tiene: 


du du dx 3i dy dx dy 

— = —.—+ —.—, donde — = cos# ,— = sen0 
dr dx dr dy dr dr dr 


du du du 

— = cos0 —+ sen 0 — 
dr dx dy 


.-( 1 ) 


du du dx du dy 

— = —.— + —.—, donde tenemos que: 

de dx de dy de 


dx dy du du du 

— = -rsenfl ,— = rcosfl— = -rsen0.— +rcos0— 

de de de dx dy 


( 2 ) 


de (1) y (2) se tiene el siguiente sistema: 


du du du 

cos G —+ r sen 0 — = — 


chi du 
dy~ dO 



dx 

dy 

du 

-r sen 6 — + r cos 0 
dx 


du 

dr 

sen0 

du 

du 

dd 

rcosfl 

dx 

COS0 

senfl 


-rsenfl 

rcosfl 


du du 

despejando — y — se tiene 
dx dy 


du du 

rcosG —-rsenO — 
dr de 


entonces 


du du sen 6 du 

— * cos#-- 

dx _ dr r de 


du 

dy 


cos# 

du 

dr 

-r sen 6 

du 

de 

cos 0 

sen 0 

-rsenO 

rcosO 


cki chi 

cos# — + r sen G — 
dO _ dr 


entonces 


du cos 6 

du 

du 

— -- 

+ sen@ 

— 

dy r 

de 

dr 
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16) 


du dv 

Si f y g son diferenciables de x e y, u = f(x,y), v= g(x,y) tales que—=—y 

dx dy 

du dv du 1 dv dv 1 du 

— = -—, entonces si x = rcosfl , y rsen 6 , muestra que: — =-y — =- 

dy dx fr r dO dr r dO 


Soluclon 


u = f(x,y) 


mediante la regia de la cadena se tiene: 

du dt dx du d\> dx dy 

— =-+-—, donde — = cos0 t — = sen# 

dr dx dr dy dr dr dr 


du du du 

— = cosO.— + sen 6 — 
dr dx dy 


( 1 ) 


du dd dx du dy dx dy 

— = —. — +-, donde — = -r sen 6 ,-= r cos 0 

dO dx dO dy dG dO dOr 


du du du 

— = ~r sen 0 — + r cos 0 — 
dO dx dy 


( 2 ) 


Luego de (1) y (2) se tiene: 


di du du 

— = cos 0 -h sen 6 — 

dr dx dy 

du du du 

— = -r sen 6 — r cos 6 — 

dG dx d\’ 


(a) 


v = g(x,y) 








396 


Eduardo Espinoza Ramos 


mediante la regia de la cadena se tiene: 


A A A A A A A A A A 

— = — ,dondc —= cos0 f - = sen0; — =cos0—+ sen G — 

dr A dr A dr A A A A dy 


... ( 3 ) 


A AAA A 

-= —.-+—, donde tenemos que: 

dG A dO dy dO 


— = -rsen0,-^- = rcos0; — = -rsen0 — + rcos0 — 
dG dG dG A A 


( 4 ) 


Luego de (3) y (4) se tiene el sistema 


A A A 

— = cos0 —+ sen0 — 

A A dy 

A A A 

— = -rsen0 —+ — 

dG A dy 


(P) 


A AAA 

Como — = -—,— = —, entonces se tiene: 

A AAA 

A A A A A 

— = -sen0(-—) + rcos0— = r(cos0—+ sen0—) 

dG A A A A 

A A A 1 A 

-= r —, por lo tanto se tiene: — = —.— 

dG dr A r dG 

A „A n A n A n, A^ A 

— = -r sen G — + r cos G — - -r sen G — + r cos Q (-) — = 

dG A A A A dG 


/ a A n A^ A 

- -ncos0— + sen0 ) = -r— 
A A A 


A 1 A 

por lo tanto: — -- 

A r dG 


y z 

17) La ecuacion /(—,—) = 0, define a z implicitamente como funcion de x e y, sea esa 
x x 

A A 

funcion z = g(x,y). Demuestre que: jc—+ — ~ g(x y y). 

A A 
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Dcmostraci6n 


V 2 y z 

Sea co = /(—,—) = f(u y v) donde u = — ,v = — 

XX XX 



den dco du dco dv 

aplicando la regia de la cadena se tiene: -=-.— h -.—, donde 

3x du dx dv dx 


du 

V 

dv z 





dx 

2 

X 

~ F 
dx x 





dco 

1 

dco 

dco 




-= 

2 

r(v—+z- 

—) 




dx 

X 

A 

dv 




dco 

dco 

du 

du 

1 

dco 

1 dco 

-= 

-. 

—, donde 

— = 

— 

entonces — = 

— 


du 

dy 

dy 

X 

& 

x du 

dco 

dco 

dv 

dv 

1 

dco 

1 dco 

- =: 

-. 

—, donde 

— = 

— 

entonces -= 

— 

dz 

dv 

dz 

dz 

X 

dz 

x dv 


dz 

dx 


dco 

-A 

dco 

dz 


1 dco dco 

x 2 *' V du+ Z dv 1/ dco, dco. 1 dz dco dco x 

■ a, -O' 


x dv 


dv 


dz 

dy 


dco 

3l 

dco 

dz 


1 dco 
x du 
1 dco 


dco 


dco 


v - = ..du 




X ^ ^ 

sumando (1) y (2) se tiene 




- ( 2 ) 



dco 


dz dz 

dco dco 1 ^ 

dz 

—+ y — 

dx dy 


x — 

dx 


dv dv 



dz 
' dy 


Hit- 
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18) Si z = ~(£(ca + >')+y/(ax-y)), mostrar que—- = —- (y —) 

y * dx y* dy fa 


Solucion 


z = —(<5(ar + v) + \j/(ax- y))= — (<5 (u)+y/(v)) donde u = ax + y % v-ax-y. 

y y 


1 

z = —(S(u)+ ^(v)), u = ax + y y v = ax - v 

y 



y 


y 


dz dz fa dz fa 


fa fa fa 

.—, donde — = a ,— = a 

dx dx dx 


dx fa dx fa dx 


dz 


dz 1 


como z = —(8(u)+ i//(v)) => — = —S f (u), — = — y/'(v). 
_y ^ ^ 


fay fay 



dx v 



y 


y 


aplicando la regia de la cadena se tiene: 




8 dz a 9 fa fa 
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d 2 * * S z a 1 

—Y=—(S'(u)+v'(v) ...( 1 ) 

dx y 


aplicando la regia de la cadena en el diagrama (*) 

~ =— 7 - ( 6 (w) + v|/( v)) + - - [^- ( 8 («)+V(v))^-+-|- ( 8 (m) + v(v))~] 
ay y 1 y du ay dv ay 


— - j(S{u)+\f/(v)) + — (S'(u)-y/'{v)) y 2 —= -S(u)- y(v) +y(8'(u)~ i//'(v)) 

dy y y dy 


du eh’ 

+y(S"(u )- v"(v )—) = -8 '(u)+ y/'(v) + S '(«)- vr'( v ) + v(5 "(u) + i/r'(v) 

dy dy 


d 2 dz 

—(V —) = y(8”(u) + y/*(v)) 
ds> dy 


ad 2 dz a 

2—( y —) =— n ( u ) + v'V)) ••• ( 2 ) 

v dy dy y 


d z a* d 2 d z 

de ( 1 ) y ( 2 ) se tiene: —- = —5 - (y -) 

dx v dy dy 


2 dz dz 

19) Siz = f(x ,jtseny,jc + y), HaLlar—,— 

dx dy 


Soiucl6n 


S iz = f(x 2 , xseny, x + y)=f (w,v,r) don de u = x 2 , v = xseny , t = x + y 


z = f(u,v,t) 


aplicando la regia de la cadena se tiene: 

dz dz du dz dv dz di du dv 

— _—— +— — +—. —, donde — = 2x . — = sen y, 

dx du dx dv dx dl dx dx dx 


dl 

dx 
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dz dz dz dz 

— *2x— + seny—+— 

dx du dv dt 

dz dz dv dz dt dv dt 

— -——+—.— f donde — = xcos^ , —=1 

dy dv dy dt dy dy dy 


dz dz dz 

— = xcos y.—+— 
dy dv dt 


20) Una funcion es definida por una ecuacion de la forma co = xv f( 


*+y 


) probar que 


xv 

2 dco 2 dco 

satisface a la ecuacion. x-v - =G(x,y)co y encontrar G(x,y). 

dx ' dy 

Soluci6n 


Sea co = xy /(-) = u /(—), donde u = xy , v = x + y. 

xy u 



aplicando la regia de la cadena se tiene: 


dco dco du dco dv du dv 

dx du dx dv dx dx dx 

entonces 

a* |§* 

II 

dco dco 

du dv 

2 dco ? dco 2 dto 

x - =x“v-+x — 

dx du dv 





dco dco du dco dv 

du dv 

dco 

dco 

dco 


-=-.— +-.—, donde— = x,— entonces -- x-+- 

dy du dy dv dy dy dy du dv 


> dco 2 dco 2 dco 
y — = xy —+ v — 
dy du dv 


... (1) 


... (2) 


restando ( 1 ) y ( 2 ) se tiene: 
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2 do 2 2 2 d 0 > 2 2 do do do 

x —- v — = (x y-xy ) — + (x -y )—= xy(x-y) — + (x-y)(x + y )— 
dx dv du dv du dv 


do 

du 


do , ^do. 

-r-+(x+y)—] 
ou dv 

... ( 3 ) 

do v 

-=/'(-) 

... ( 4 ) 


u u u ov 


reemplazando (4) en (3) se tiene: 

X 2 = (X-y)[u(f (-) — /'(-)) +v/ (~)] = ( X -y)uf(-) = G(x,y )(0 

ox dy u u u u u 

de donde g(x,y) =x - y. 


d 2 z d 2 z 


21) Dada la funcion z = f(x t y), x-e‘ cosv, y = e senv. Calcular— 

dx' dy~ 


Solucion 


Mediante el resultado del ejercicio (14) se tiene. 


2 u l isv 2 d 2 z dx dy dz d 2 x dz d 2 y 

_ 2 = - 2 (~) + « 2 + —■“ 


d 2 z d 2 z dx 2 d 2 z dv 


du 1 dx 2 du 1 dv 2 du dydx du chi dx chi 2 dy chi 2 


... 0 ) 


* 

dx L 

x - e cosv 

= e cosv 
du 

=> « 

=> • 

dy „ 

y - e sen v 

— = e sen v 
du 


d 2 x 


du 

d 2 y 


■ = e cos v 




■ e sen v 


... ( 2 ) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 

,2 


d 2 z 


du * 


* 2 u 2 d^Z 2 3 2 Z 2 u d* 2 u dz dz 

— = e (cos v—r + sen v—r) + e sen2v-+e (cosv — + senv—) ... 




& 


dydx 


dx 


dy 


-2 
d z 

en la misma forma para —t-, es decir: 

dv 
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d 2 z d 2 z dx 2 d‘ z fy i ^ ^ z ^ ^ ^ x ^ ** 2 y 

dv 2 dx 2 dv dy 2 dv dydx dv dv dx dv 2 dy dv 2 


... ( 4 ) 


u 

dx u 

x-e cosv 

— = -e senv 
dv 

, => 

dv u 

\y = e u senv 

— = e cos v 
dv 


d 2 x „ 

, = -e cos v 
dv 2 

d 2 y 

—x = -e sen v 
dv 2 


...( 5 ) 


reemplazando (S) en (4) se tiene: 

d 2 z 2 « 2 d z 2 d z 2u d 2 z dz dz 

—T = e (sen v—r-+cos v— r) + e sen 2 v- -e (cosv—+senv—) ...(6) 

dv dx fly" <fydc dx dy 

sumando (3) y ( 6 ) se tiene: 


d 2 z d 2 z 2 u z d 2 z 
—T +—T = e (— r+ — r)> dedonde 
du 2 dv 2 dx 2 dy 2 


d 2 z d 2 z _ lu d 2 z d 2 z 

~7T + ~TT = e (TT + TT^ 
i x dy dt d> 


du du x-y 

22) Aplicando la regia de la cadena, hallar — y — si u =-, x = tg s , y = tg t, 

ds dl 1 + xy 

n n 

cuando s = — , t = — 

4 4 

Soluddn 


Mediante el diagrama se tiene: 



y mediante la regia de la cadena. 


du du dx du -(l+j/)‘ dx 2 n 

— = —.—, donde — =-—, — = sec s , cuando s = t= —, se tiene: x=l, y= 1 

ds dx ds dx (1 + xy) ds 4 


du dx du du dx 1 du 

Luego —=1 ,— = 2, entonces — = —.— = —(2) = 1 —=1 

dx ds ds dx ds 2 ds 
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du du dv du -(l*x)‘ du 2 K 

— = —.—, de donde— -r,— = sec t cuando s= t = —, se tiene: x=l, y=i 

d dy dt dy (l + *y)‘ dt 4 

du 1 d’ di du dy 1 du 

Luego — = — . — = 2 entonces — = —.— = (—)(2) = -l; . — = -1 

dy 2 dt dt dy dt 2 dt 

dco do) 22 x+1 y+1 

23) Aplicando la regia de la cadena, hallar— y —si co = u + v , u -- , v - - , 

dx dy y x 


cuando x = 1 ; y = 2 . 


Solucldn 



aplicando la regia de la cadena se tiene: 

dco dco du dco dr dco du 1 dco dr y +1 

— = —.—+—.— .donde — = 2 u , — = —. —= 2 v , — -=- 

dx du dx dr dx du dx y dr dx x 

dco 2 u 2 v(y+l) 

-= —--—-, cuando x = l t y = 2 f se tiene u = 1, v = 3 entonces 

dx y x" 

dco 

-= 1 —18 = —17 

dx 

dco dco chi dco dr du x+\ dr \ dco dco 

- m —— +—.— donde— -— . — = —. — = 2 u f —= 2 v 

dr dt dy dr dy dy y dy x du dr 

dco 1 

cuando x = 1, y = 2, u = 1 , v = 3, entonces — = 2(-—) + 6 (l) = -1+ 6 - 5 

dy 2 


24) Sea f(x y y) - x 2 ”e v 4 r . Hallar un valor de la constante n tal que f satisfaga a la 
df(x y y) d df(x t y) 

-= 4 —(y -) 

dy dy 


siguiente ecuacion: 


dx 
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Sohici 6 n 

2 n 


,, , 2n -y/4x * - 

f(x,y)-x e 7 => ---e 

4jc 4 


2«-l 


y/4x _ ^->>/4x 


>a 2n 1 _ y/4 , d t df(x,y)^ X 2 _ y/Ax - _ ylAx 

, --- e —(y -) =- e 7 +- e y 

dy 4 dy dy 4 16 


ln-2 


. d , dfix,y), -v/4x, x 2-K 

4 —(y --- ) = e (y - -X ) 

dy ay 4 


...( 1 ) 


f(x,y) = x‘"e •’ 


2 n_ y/4x _^ ^_ 2n-\ y/4x ^ ^ " ~ _—yl 4x 


2«jc e +- e 

3c 4 


2n-2 


&{x*y) -y/4 x,y* . 2»-l v 

-= e (- +2 fix ) 

3c 4 


... ( 2 ) 


igualando ( 1 ) y ( 2 ) se tiene: 

2n-2 2n-2 

~y!4x / X 2n-l x -y/4x, X 2n~\ v 

e (y - x ) = e y (y -+ 2 nx ) 

4 4 

x e (—~x) = x e (—+ 2 nx), simplificando 
4 4 


y v 1 

-x = —+2nx => (2n + l)x = 0 => 2/2 + 1 = 0 . n = — 

4 4 2 


<? 2 z 


2 -2 
(7 Z O Z 


25) Dada la ecuacion A — -+2B -+ —— = 0, siendo A,B y C constantes, determinar 

3c * 3cdy dy* 

M y N tambien constantes para que al efectuar el cambio de variables t = x + My, 

d l z 

u = x + Ny, resulta una expresion de la forma-= 0 

dudv 
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z 




A 




X 

y 



dz 8±<\ dz du dt du 

aplicando la regia de la cadena, se tiene: — -+—.—, donde — =1 , — = 1 . 

dx did* du dx dx dx 


dz dz dz d'z d dz dz d dz d dz 

— = —+—, entonces —- = —(— -) = —(—) + — {—) ... (1) 

dx dt du dx- dx dt du dx dt dx du 


d dz 

3c i a ) 


d dz dt d dz du 

dt dt dx du dt dx 


_ —L 

di 2 dx dudi (k dt dudt 


- ( 2 ) 


-,2 

d z 


~2 
d z 


d dz d dz dt 8 dz du 

dx du dt du dx du du dx dtdu du 


~ ( 3 ) 


d 2 z d 2 z d 2 z d 2 z d 2 z 

reemplazando ( 2 ), (3) en ( 1 ) se tiene: —t- = —— +-+- +—-r 

dx 1 dt * dudt dtdu du 2 

d 2 z d 2 z d 2 z d 2 z 

= —— + 2-+—r 

dx dt~ dtdu du 


dz dz dt dz du dt di dz dz dz 

— = —.—h .—, donde —- M ,—= N , entonces —= M —+ N — 


dy 

dt , 

dy 

du 

dy 



dy 


dy 



dy 

a 

du 

d : z 

: d 


dz 

dz 


a 

dz 

d 

dz 





~ 2 

- = — 

(M 

— 

+ N- 

-) 

= M 


f—) + /v—( 

—) 




-(5) 

dy 

dy 


dt 

du 


dy 

dt 

dy 

at 




d 

dz 

d 

dz 

dt 

d 

dz 

du 


a 2 z 

d z 

d 

dz 

d 2 z 

d 2 z 

— ( 

—) = 

— ( 

—) 

— + 

— 

(—) 


--M 

— +N' 


=> — 

(—) = 

M— 

+ N - ...(6) 

dy 

dt 

dt 

dt 

dy 

du 

dt 

dy 


df 

ckdt 

& 

a 

a 2 

dua 

d 

dz 

d 

dz 

a 

d 

dz 

du 


-,2 

C Z 

d 2 z 

d 

dz 

d 2 z 

d 2 z 


—) = 

—( 

—) 

i—+ 

— 

(—) 

- : 

= M 

- +JV 


=> — 

(—) = 

M - 

p 

1: 

+ 

(h 

dt 

di 

dy 

du 

du 

dy 


adu 

A : 

dy 

a 

adu 

du 


reemplazando ( 6 ), (7) en (5) 












406 


Eduardo Espinoza Ramos 


d 2 z 

W 


M 


~2 

2 £_Z 


a 4 


MN - 


d 2 z 

dua 


-+ NM 


-2 
d z 


2d 2 Z 


+ N 
dua du 


d 2 z 


d z 


- 2 < 2 
— -=M 2 — r +2MN 

dv a~ dua 


+ N 


* 2 

2 d Z 

du 1 


d z d a a da da 

-= — (M—+ N —) = M—(—)+N — (—) 

aa a a du a a a du 


— ——— — — JL £± 

a a a a a a a a a 1 a a 


d a d 2 z d 2 z 

( ) = T + 

a a a aa 


da d a a d a a d 2 z d 2 z 
a a a a a a a a aa a 


d a d 2 z d 2 z 


a du a 2 


aa 


reemplazando (10), (11) en (9) se tiene: 


d 2 z 

ady 


= M(- 


X 1 X 1 

d z d z 


x 2 x 2 
d z d z 


a 1 


-) + N(— t + ) 

aa a aa 


d 2 z 


d z 


** 2 
d z 


ady a aa 


+ N- 


r\2 

d z 

aa 


-+ N- 


-2 
d z 

a7 


( 8 ) 

(9) 


( 10 ) 


(ID 


( 12 ) 


por lo tanto de (4), ( 8 ) y (12) se tiene: 

-32 - 2 .2 ~2 

d z o z o z d z 
A — = A -> + 2 A + A r 

a 2 a~ aa a 2 

*2 -2 ~2 -2 

O Z O Z d Z d Z 

2 B - = 2BM — + 2BM -+ 2 BN - 

I ady a aa aa 


d z 2 d Z d z 2 

C — r = CM — r + 2MNC -+ CN 

dy 2 a 2 aa 



+ 2BN- 


d 2 z 


a 


2 * 


sumando se tiene: 
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d 2 z d 2 r d 2 z 

(A + 2BM + CM 2 )—^-+(2A + 2BM + 2MNC+2BN)—-+(A + 2BN+CN 2 )—^ = 0 
di dudi du 


dz 2 2 

como -= 0, entonces se tiene: CM + 2BM + A=0 y CN +2BN+ A = 0 

dudl 

-2B±^4B 2 -4AC -B±Jb 2 -AC 

M =-« ■ , 

2 C C 

-2B±^4B 2 -4AC -B±Jb 2 -AC 

N = -=- 

2 C C 


2 2 2 2 i 2 2 

26) Si co es una funcion de u y v donde u -x + y +z , z tgv = yx +>’ , Demostrar 

du du du da> 

que: x —+ y —+ z— = u - 

3x dy 3z di 

Solucion 


Como 






* ! + v' 


tgv = 




x 2 + j> 2 


, de donde: 


v = arctgf 


4 


x 2 + v 2 


2 , 2 2 
= X + }> + z 



aplicando la regia de la cadena se tiene: 


day dco du dco dv du x dv xz 

— = —.— + —.—, de donde — = — , — =- . 

3x fa dx dv dx dx u 3x u 2 Jx 2 +y 2 
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3(0 dco du dco dv du y dv yz 

— =-.— t -.— .dedondc — = — , — =- ■---=■ 

dy du dy dv dy dy u dy u 2 Jx 2 +y 2 


dco y 3(0 


yz 


3(o 3(0 v‘ 3(0 x‘z 3(o 

-— => 9 — = —— +—rT==~ -( 2 ) 


x - “r y § ■■■ i # 

dy u 3u u 2 yx 2 +y 2 dv dy u du u 2 ^x 2 +y 2 dv 


3(0 dco du dco dv du z dv yx~ + y k 

-=-.—4-- .—, de donde — = — ,— --=- 

dz 3u 3z dv dz dz u dz u 


3(0 z 3(0 V x 2 + y 1 dot) 
dz u 3u u 2 dv 


3(0 z 2 da) z^7 3(0 


3z u 3 u 


— 0) 

dv 


sumando (1), (2) y (3) se tiene: 


3(0 dco 3(0 x* + y 2 +z* 3(0 x z+v z zJx' +y‘ do 

x — + y—+z— =-.—+(- . - 5 -) — 

3x dy dz u 3u u 2 Jx 2 +y u dv 


u 2 3(o zJx 2 +y 2 zJx 2 +y 2 3(0 

—+(“ I —2- J — -)— 

u 3u u u dv 


8(0 8(0 dco 3(0 

•\ x -(- y -+ z-= u - 

dx dy dz du 

27) Hallar D,/( 0 , 0 ) y D 2 f( 0 , 0 ), si existen, delafuncion: 


/(*,*)-< 


3 _ 3 

- Si (x,y) * ( 0 , 0 ) 

x +y 

0 , si (x 9 y) = ( 0 , 0 ) 

Solucidn 


D l f ( 0 , 0 ) = Lim 

A -»<) 


/C*.0)-/(0.0) 

h 


Lim 

A—► 0 


Jl —1-5-= Lim -r = Lim 1 = 1. 

h h ^>0 h h ~*0 


A/(0,0) = i. 
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0-A' 


/(0. A) - f (0,0) o + A : 

Dj/(0,0)= Urn — - - Lim 

k -» 0 h t-kO k 


-0 


• = I/m-— = I/m - 1 = - 1 

*-» o 4->o 


D 2 /( 0 , 0 )=- 1 


28) Hallar D,/(0,0) y D 2 f(0,0), si existen, de la funcion: 


fi* ./)- 




- , « (x.y) * (0,0) 

x +y 

0 , si (x,y) =(0,0) 


Soluddn 


—0 


. /(A.0>-/(0,0) A-t-0 

Z),/(0,0) = I/m-= I/m-*-= o 

*->o )/ *-»o h 


0 


--0 


. /( 0 ,*)-/( 0 , 0 ) .. 0+k 2 

D 2 f (0,0) = Lim -= Lim -= 0. 

*->o k *->o k 


29) Hallar D x f(\-\)yD 1 f{\-\), de la funcion definidapor: 




2 2 

X -XV 

- , si x + y * 0 

x + >> 

1 , jj x + y = 0 


Solucl6n 


/(l + /i-l)-/(l,-l) 

Dj/(1,-1) = Lim -, es por definition de derivada 

h +0 /z 


= L/m 


(l+h) l -(\ + h)l x 

\ + h-\ 1 + 2A + A 2 -l-h-h 


= Liro- 
>»—>o 


= Lim — = 1 
*o h 
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/(l,-l + *)-/(l,-l) 

D 2 f( 1,-1) = Lim -, es por definition de derivada 

o k 

l-(-l + *) 2 -l -l+2k-k 2 1 

= Lim - = Lim -= Lim (— +2-k ) = <x> 

*-»o l+k-l *-»o k *-> o k 

Luego D,/(l,-l) = 1 y 3D 2 /(1,-1) 

30) Dada la funcion f(x,y) deflnida por: 


f(x,y)= 


e * +e y + -J2L- si(x,y)*(0,0) <? 2 /(0,0) <? 2 /(0,0) 

x‘+y , hallar -—? y - 


«(*,y) = (0,0) 

Solucl6n 


dx' 


dxdy 


En estas derivadas parciales se tienen dos casos: cuando (x,y)*(O,0) y cuando 


(x,y)=(0,0). 


Si (x,y)*(0,0) =>f(x,y) = e x +e v +-^-j 

x + v 


de donde 


<T(*,y) x y(y 2 -* 2 ) 
Sx ^ + (* 2 +y 2 ) 2 


<T(0,0) r f(x,0)-f(0,0) e y + 1-2 t e x -1 r x , 
■ = Lim -= Lim -= Lim -= Lime =1 


( 2c x-*Q 


jr->0 X x-*0 X r->0 


por lo tanto: 


cT(*,.y) 

ax 


x y(y 2 -* 2 ) 

e +—2—r~ si (*>>') * (o.o) 

(x +y ) 

1 si (x,y) = (0,0) 

«T(*,0) 6f (0,0) 


* 7(0,0) r A 

Luego-:-= Lim - 

X 4 x->0 X 


& e -1 <?/(0,0) 

-= Lim -= 1, por lo tanto - j -=1 

x~*0 x x 


En forma similar para calcular 


<? 7(o,o) 


dxdy 


- Si (x,y) * (0,0) => 


af(x,y) x{x 2 -y 2 ) 


dy 


■=e y +- 


2 2 
x +y 


<T(0,0) r . my)-f(0fi) r . e y -1 , 

y -= L//n-= Lim -=1 

dy y^> o y y -> o _y 
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, ft(x.y) 

por lo tanto:-—— = 

ft 


2 2, 
y A* - y ) 


e + -:- si (x,y)*(0,0) 

+y ) 


1 


si ( x,y) = (0,0) 


d f( 0.0) dv 

-- = Lim —— 

dxdv * -*o 


cfixfi) sqm 
ft 


X 

!+—-> i 

X 1 

= Lim -= Lim —- = oo 

x x~*o x 


d\f{ 0,0) 
dxdv 


— + 00 


31) Dada la funcion f(x,y) definida por: 


! x 2 __ v 2 

. \ xy (~2 -) • si (*.>0 * ( 0 . 0 ) 

J(x,y) = ' j x +y 


, si (x,y) = (0,0) 

ft(0,y) 


0 

muestre que: a) 

b) 


& 

ft(xfi) 

ft 


■=-y , para today 


= -x f paratodax. 


Soluct6n 


a) i) si v*0 => 


, 2 2 v 

(* -y > Q 

ft (0,v) r f(x,y)-f(0,y) , 39 x 2 +y 2 

-— = Lim -= Lim -— 

dx Jr—>o x x ->0 x 


= Lim 


t 2 3 

y(x -y ) y 


2 2 
x-»0 X + V 


= ~ V 


... . „ ft(0.0) r , f(x,0)-f(0,0) r . 0-0 „ 

il) si v= 0 =>-= Lim -— = Lim -= 0 

dx .r->0 x x->0 x 


df( 0, v) <f(0,0) 

por lo tanto-= - v si v*0 y —--= 0 siy = 0 


dx 


dx 
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, dfW,y) 

se concluye que - = -y, para toda y 

ck 

b) „ j ,,o ^ 9m.u jw-fw = u „. ** 


dy y->o y 


y-> o y 


/ 2 2, 3 

x(x -y ) X 

= Lim —5 -?— = ~ = x 

y-*o x +y x* 


ID ,1,-0 =, £m mlim my>-mo> mlm !zO. B 

dy y-* o v y->0 V 


#( X .o) „ <r«w» . 

por lo tanto--- = x si x * 0, y -= 0 si x = 0 


dy 


dy 


. dfixfi) 

se concluye que-=x , para toda x. 

dy 


32) Dada la funcion f(x,y) definida por: 


f(x,y)= 


X 2 _ 2 

xy(— ——) , si (x,y) *(0,0) 
x +y 


0 


, si (x,y) = (0,0) 


_ .df(x,y) df (x, y) 

Determinar si- y -son continuas en (0,0). Es difereadable en (0,0)?. 


dx 


dy 


Solucion 


Haciendo las mismas operaciones del ejercicio (30) se tiene las derivadas pareiales 
siguientes: 


#(*.>’) 

dx 


, 4 A 2 2 4 A 

y(x + 4x y -y ) 


, 2 2.2 
(x +y ) 


0 


si (x,y) * (0,0) 


, si (x,y) = (0,0) 
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df(x*y) 

dy 


x(x 4 -Ax 2 y 1 -y 4 ) 

- “3 - — 2 -) , si (*,v) * f 0 , 0 ) 

(x'+y ) 

0 , si ( x 9 y) =( 0 , 0 ) 


df(x,y) df{x*v) 

La funcion-es continua en (0,0),si Lim -=/X0,0)= O.Ahora 

dx (*,v)->(0.0) (lx 

df(x,v) 

calculando el Lim - , A traves de un camino que pase por (0,0), 


(**>-►( 0 . 0 ) dx 
S = {(jc, v) € R 2 / y »*}, Lim 


frix.y) 


= Lim x = 0, por lo tanto para S este 


(x,v)->( 0 . 0 ) dx 

limite existe, debe valer cero. 

Luego lo demostraremos: 

Dado £>0, 38= ? / ji 0 <|| (x, v)-(0,0) ||< 8 => [ ^ (x, V> - 0 |< £ , ademas 

dx 


0< |(jc,.y)-(0,0)j|<5o |x| <5 a [y|<8 




dx 


(x 2 +y 2 ) 2 


(x 2 +y 2 ) 2 


ademas 


\x*=(x 2 ) 2 Z(x 2 + y 2 ) 2 [x 2 Zx 2 +y 2 


j * — l* ) ^ X ) 

|/=<.y 2 ) 2 S(x 2 +/) 


, de donde x 2 y 2 £(x 2 + y 2 ) 2 


lr 2 ^x 2 +>' 2 


i 4 .22 4 / 2 2 v 2 2 2 v , 2 2 v 2 ,, 2 , 2 v 2 

Luego x + Ax y +y <> (x + y ) +A(x +y ) + (* + y ) = 6 (x + y ) —(2) 

reemplazando (2) en ( 1 ) se tiene: 

=> w<r* 

dx (x 2 +y 2 ) b 


£ df(x y v) 

por lo tanto es suficiente tomar S =— para que se tenga | ---- 01 <e , siempre que 

6 dx 


0< ( jc, y) - (0,0) < S , con lo que se demuestra que Lim 

ii it- t 

df(Xt.v) 


fT(x,y) 

(jr,y)->(0,0) dx 


= 0 , luego 


concluimos que 


dx 


-es continua en ( 0 , 0 ). 
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df(x,y) 

en forma similar se demuestra que - es continua en (0,0), y por lo tanto la 

dx 


funcion f es diferenciable en (0,0). 

33) Dada la funcion f (x,y) definida por: f (x,y)' 


3 x 1 y 

— -- , si (x f y)* (0,0) 

x +y 

0 , si (x,y)= (0,0) 


Determinar si ^ y * son continuas en (0,0). ^Es f diferenciable en (0,0)?, 

dx dy 

Solution 

df(x,y) df(x,y) 

Para calcular las derivadas parciales-, -se considera dos caso : 

dx dy 

Si (x,y) * (0,0), y si (x,y) = (0,0) 

df(x,y) 6xy df{x,y) 3 x 2 (x 2 -y 2 ) 


i) si (x,y) * (0,0), ■ 


^ (x 2 +y 2 ) 2 ’ 


dy 


< 2 2.2 
(x +y ) 


<f(0,0) rT(0,0) 

ii) si (x,y) = (0,0), calcularemos --- y 


dx 


dy 


<T(0,0) f(x,o)-f( 0,0) r 0-0 

dx JC-*0 x x-+0 X 

>f( 0.0) r . /(0, v)-/(0,0) F 0-0 

-= Lim -= Lim -= 0 

dy y-*0 y v->0 y 

por lo tanto se tiene las derivadas parciales. 


df(x,y) 
dx 


6x3' 3 ) 

—), xi(x, y)*(0,0) 


= > (x' + v ) 


, si (x,y) = { 0,0) 


dv 


, 1 , 2 2 . 

3x (x -y ) 


2-2~2 -,si (x,3')^(0,0) 

(x +y ) 


0 


,si (x,y)= (0,0) 
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Las funciones — v * ? — y — son continuas en (0,0), si 


dx 


dv 


df(x y v) fif(XyV) 

Lim ' =0, v Z,*m --— =0. 

(x,v)^(0,0) <2c (*.>*}-><o,0) dy 

consideremos dos caminos que pasen por (0,0): I) S = {(x,y) £ R 2 /y = jc} 


df(x.v) 6x 3 rT(;r,v) 

L/w -- ~ Lim -j-y =— *0,Luego - - - no es continua en (0,0). 


(*,j)-Ho.o) dx r->o (2x y 2 ~ dx 

df(x y y) 


Hi) T\(x,y)£ R 2 / y = 2x}, Lim - 2 2 2 

(«r, V )->(o.o) dy x-+o (*‘+4;c ) 25 


3jc 2 (x 2 -4jr 2 ) 9 

= L/m -;-__ -* 0 


df{x , v) 

Luego -no es continua en (0,0). 

dx 

por lo tanto si las derivadas parcialcs no son continuas no se puede concluir nada sobre 
la diferenciabilidad. 

Lo cual puede ser b no difereneiable en (0,0). 


3(Ax) Ay #*(0,0) #*(0,0) 

Como Af (0,0) = f (Ax.Ay)- - 7 — - 5 -, ademas ---=0 y -=0 


entonces se puede escribir: Af (0,0) = 


(Ac)~+(Ay)‘ <3t 

df{ 0,0) <T(0,0) 


dY 


Ax+ ■ : Ay+£ x Ax+£ 2 Ay , aqui se 

dx dy 


3 A xAy 3(Ac) 

tiene dos posibilidades que^ =——^— 1 —J y s 2 = 0 o £ { = 0 y £ 2 =- j - 2 


(A*)+(A yf 

ahora es suficiente considerar una de las dos posibilidades: 


(Ac) +(Av) 


3 Ac. Ay 

Lim e x = Lim - 5 -r paraesto consideramos el camino siguiente: 

(Ax .Ay)—>(0,0) Ar “ >0 (Ar) + (Av) 

S = f(Ajc,Ay)c R 2 / Ay = Ac)); Lim e : =Lim =— * 0 

(Aj<.4v)-*( 0.0) Ajf-»°2Ac 2 


por lo tanto f no es diferenciable en (0,0). 
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34) La altura de un cono circular es de 30 puig. en un cierto instanie y crece a razon de 2 
pulg./seg, el radio de la base en ese mismo instante es de 20 pulg./seg. y crece a razon 
de 1 pulg./seg. Aque velocidad crece el volumen en aquel instante? 


Solucl6n 



Datos del problema: 

altura = y = 30 pulg. 

radio = x = 20 pulg. 

dx dv 

— = 1 pulg./seg. , — = 2 pulg./seg. 

2 » 2 
nr h nx 

Volumen del cono: V= -=- 

3 3 


ademas nos pide calcular — velocidad con que crece el volumen 
dt 


y 


dv dv dx dv dy 

reemplazando los datos. 
dt dx dt dy dt K 


dv 2nxv dx n x dy 240/r 400;r 800/r 

— =-+-=-(1)+-(2)=400^+- 

dt 3 dt 3 dt 3 3 3 


dv 200 , 

~dt = ~ n Pulg ' /S6g ' 


35) El radio de una esfera disminuye a razon de 2cm/seg. y el radio dc un cono recto inscrito 
en dicha esfera aumenta a razon de 1 cm/seg. Calcular la rapidez con que varia el 
volumen del cono cuando el radio de la esfera es 10 cm. y el radio de la base del cono 
6 cm. 


Soluci6p 
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Datos del problema: 

radio de la esfera = R =10 cm. 

radio de la base del cono = r = 6 cm. 


dR dr 

— = -2cml seg—=1 cm/seg . 
dt dt 


volumen de la esfera 
Del grafico se tiene: 

ademas S 2 = R 2 -r 2 


4 » n 2 

= V=jnR , volumen del cono = V=—n h 

h = altura del cono = R+5 
de donde S~^R 2 -r 2 


...d) 

- ( 2 ) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: h = R +^R 2 -r‘ 

n r 2 h nr 2 r 


... (3) 


reemplazando en el volumen del cono, V- = - -{R+iJR -r 1 ) 

dv dv A* dr A dR 

como nos piden — se tiene: —*——, de donde al calcular se tiene. 
dt dt ct dt dR dt 


dv In r 


■Js’-r 


i , 2 

n r dr n r 


R dR 


W R 2 - r 2 dl 3 -Jr 2 -r 2 dt 
reemplazando I os datos del problema se tiene: 




—=2ji[—]+ l 2«[1+ —](-2)=63n - 54 ji=9ji 
dl 2 4 
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36) Una pared hace un angulo de 120® con el suelo, una escalera de 20 cm. de longitud esta 
recargada contra la pared y su parte superior esta resbalando a la rapidez de 3 
cm/seg. Que rapido esta cambiando el area del triangulo formado por la escalera, la 
pared y el suelo cuando la escalera hace un angulo de 30 2 con el suelo.? 

Soluci6n 


Haremos el grafico de acuerdo a los datos del problema. 



y xy/l V3 dA 

Area del tnangulo = A = y ^ = —y xy, nos piden calcular— = ?, entonces: 


dA dA dx dA dv dA 41 dA 4 3* 

— = —. — + —. — dondc — -- y . — -- 

dt dx dt dy dt dx 4 dv 4 


dA 41 dx 41 dy 

dt 4 * dt 4 dt 


... ( 1 ) 


dx dy 

se conoce que cuando 0 = 30°, —=-3 cm / seg y x = y, luego debemos calcular — y 

dt di 

2 

para esto se tiene mediante la ley de cosenos. z = x‘+y-2xy cos30 s 


20 = x 2 +y 2 -xy derivando implicitamente respecto a t, se tiene: 


dx dv dv dx dx dy 

0= 2 x— + 2 y — -x — -v —de donde (2x - y)- h(2 v-x) —-- 0 como x = y 

dt dt dt ' dt dt dt 

dv dx 

entonces — =- 

dt dt 


dA V3 ^3 dx dA 

por lo tanto —= (- y -—x) — , pero x = y => A — = 0. 

dt 4 4 dt dt 
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37) La longitud de una caja rectangular ercce a razon de 3 cm/seg., su ancho decrece a razon 
de 2 cm/seg. y su altura crece a razon de 1 cm/seg. £Cuai es la rapidez de variation del 
dv 

volumen (—)en el instante en que la longitud es 15 cm. ancho, 10 cm. y altura 8 cm.7 
dt 

Solution 

Datos del problema: 

x = longitud = 15 cm. 
y = ancho = 10 cm. 
z - altura =8 cm. 



dt 


dz 
dt ’ 


el volumen de la caja es: V=xyz, donde su derivada total con respecto a t es: 

dv dv dx dv dy dv dz 
—=—.—+—.—+—.— 
dt dx dt dv dt dz dt 


dv dv di> 

■= vz, — = .rz, —= X)’ 

dz 


dx dv 

reemplazando (2) en (1) se tiene: 


dv 


dx 


dv 


dz 


— -yz — + xz —+ xv— 
dt dt dt ' dt 


...( 1 ) 

... ( 2 ) 

... O) 


reemplazando los datos en (3) se tiene: 
dv 

—=80(3)+120(-2)+150(1) = 240-240+150, por lo tanto tenemos: 
dt 


dv 3 

— =150 cm i se2 . 
dt 


1 2 

38) La energia cinetica de una particula de masa m y velocidad v es A =—mv . Si el erroi 

2 

maximo al medir m es del 1% y al medir v es de 3%, calcular cual seria 
aproximadamente, el error maximo al calcular k. 
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Soiuci6n 


m 

El error maximo de m al medirlo es 1 % de m =-, el error maximo de v al medirlo es 

100 


3v 

de 3% de V =-, el error maximo de k se obtendra cuando los errores en las 

100 


... , . n . - 1 2 , , , dk v 2 dk 

mediciones sean maximas. Por lo tanto como k =—mv de donde = y —~mv 

2 dm 2 dv 

2 

v m v 

ademas dk = — dm + mvdv como dm =- v dv = - 

2 100 100 


v 2 m (3v) v 2 m 1 6 

dk - —.-+ mv -=-(-+-) 

2 100 100 2 100 100 


7 

dk = k. -=> dk = 7% de k. 

100 


entonces el error maximo que se cometeria, seria de 7% del valor de k. 



1 ) 


dZ dZ 

Hallar —, — si: 

dx dv 


a) 



z = arcsen J—;——:r 

W+y 


dz 

Rpta. — 

dx 

dz_ 

dy 


xy 2 ^lx 2 -ly 1 

M (* 4 -y A ) 


x 2 y^2x 2 -2y 2 


b) 


i/2 2 

z - ln(.x>' +yx + 


v 


i / 2 2 v 2 s 

\ + (xy +yx ) ) 


dz 2xv+y 2 

Rpta. —= -7= ===== 

dx J \ + (xy 2 + yx 2 ) 2 


dz 2xv + x 2 

V + (xy 2 + W 2 ) 2 
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c) 


z = xve 


sen(;r rv) 


Rpta. —= ve am(xxv) (\ + n xycos/r xy) 
Ax 

— = xe s * n< ** :v) (l + ;r;tvcos;rjtv) 
fly 


d) 


L 


= (x i + 


y 2 ) 


l-^jx 2 + y 2 

1 + Jx^+y 2 


Rpta. — 

3c 


1-jc 2 -v 2 —Jjr 2 +j< 2 ^ 

(1 + ^jx i +y i ) : 


flz \-x l - v 2 - Jjr' ♦ v 

— =-~ --- 2 v 

ft (1 +Jx 2 + v 2 ) 2 

dz 1 \xy-x-y 

Rpta ' flx~ x 2 )xy+x+y 

flz 1 jxy-x-y 

fly y 2 lj xy + x+y * 


2 ) 

A 

V 

3) 

4) 

5) 




Si: z — — 1 —, verifique, que x—+ y —= z 
x + v dx ' dy 


x-y dz dz 

Si: z = arcsen(-), verifique, que x — +y — = 0 

x + v dx dy 


3 2 3 dz dz 

Si: z = x -3x y-2y ', veriflque, que x—+ y —= 3z 

dx d\> 


x+y du du du 

Si: « = sen(-), verifique, que x — +v —+ z — = 0 

z dx ’ dy dz 


x+y 2 x+y 

e) z = |l-(-) + arcsen(-) 

v xy 


XV 


2 i 2 du dt du 2 

6 ) Si: u = x v+y~z+z x, verifique, que —+— + — = (:x + y+z) 1, 

dx d\> dz 


7) 


I 

Si: z = —r-r- Demostrar que: 

x +y -1 


dz dz 

x —+ y — = - 2 z( 1 + z) 
dx dy 
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8 ) 

9) 

10 ) 


Si: u = ■ 


AAA 

2 ~i - 2 1/2 • Demostrar que: x—+v —+ z—= 0 


x+ v + z 


(x'+/ + zV 


^ A 


^ 2 2 
Demostrarque: x — + y— = 2 si z=Ln(x + y +xy) 

dx dy 

A dz v / x 

Demostrar que: x — +y — = xy + z si z = xy + xe 
A dy 


z du du du 

11) Si: u =-, probar que: x — + y —+ z—+ w = 0. 

xy + yz+xz A dy A 

y z x A du A 

12) Si: u = — + — + — , probar que: x —+ y— + z— = 0. 

x x y A ‘ dy A 

1 l/x 2 ^ ^ 2 

13) Si: u = y“ + tg(ye ), probar que: x — +y —=2y . 

A dy 

e" AAA 

14) Si: u = - :- , probar que: — +— + — = u(xy + xz + yz- 1). 

e x +e' +e z A dy A 


15) Si: u = ( 


x- v + z n A A A 

- 1 -) , probar que: x — +y — + z— = 0. 

x+y-z '* A dy A 


AAA 

16) Si: u = (x - y)(y - z)(x - z), probar que: —+ —+— = 0. 

A A A 


17) 


z A A A 

Si: u = —p=r, probar que: 3(x — + y — + z —) - u. 
ilx 2 +y 2 dx dy dz 


x-y AAA 

18) Si: w* x +-, probar que: — + — + — = 1. 

y — z A dy A 

X 2 X 1 1 2 ^ 2 ^ * 3 

19) Demostrar que la funcion z = —+—+ -satisface la ecuacion x —+y — = —. 

2y 2 x y A dy y 


20 ) 


Demostrar que la funcion z = y y/x sen—, satisface la ecuacion x 2 — + xy 

x A 


A 


^ la* 
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<5 2 -2 

r a z a z 

21) Si: z-e (xcos y -ysen y). Demostrar que: — j+ —r = 0 

dx dv' 


22) Demostrar que la ecuacion 

I 2 2 1 V 

z = Lw^x + v + —arctg(—) 

2 x 


~2 -5 2 
/7 Z (1 Z 

——+—=- = 0, se satisface por 

A' w 


2 x 

23) Si: V = arctg(—-j"), Demostrar que: 

x' - v 


A dv 

x —+ V— = 0 
dx dy 


a v d v 

irv- 


d~v d*v d l v 

24) Demostrar que la ecuacion —- + —=-+—t- = 0 se satisface por V • 

8* dy 2 dz 2 


Jx 2 + y 2 +z 2 


_ ktJ2 d 2 <)> 1 rT0 ^ 

25) Demostrar que <f> = Ae sen cos^x, satisface a la ecuacion —— = —r(—j-+£—) 

dx~ c dt' dt 

2 2 2 K 

siempre que p = c q - 

4 


*2 ^2 ,2 
r7 u d u o u 


26) Si: u = (1 + x) sen h (5x - 2y), comprobar que 4—j- + 20-+ 25—— = 0 

dx dxdy dy 


d z dz dz 

27) Demostrar que la funcion z =f (x).g(y), satisface la ecuacion z-= —.— 

dxdy dx dy 

dz dz d 2 z 

28) Demostrar que la funcion z = g(x) + vg'(x), satisface la ecuacion — -1 -y - 

dx dy dxdy 


d z d z 


Si: z = arctg —, mostrar que —;— =-r 

x dy“dx dxdy 


29) 
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30) Si: r = Lriyjx 2 + y 2 +z 2 , 


rTlnr In;• <Tlnr 1 


<9 r dr d 2 r 2 

mostrar que: —r+—r+—r = 

dx * A 2 r 


<3r A 


-.2 “ 2 
dz r 


j > 2 a 2 

<7 U 2 * u 

31) Si: u = A cos (m(x + at)) + B sen (n(x - at)), probar que: — 5 --a — 5 - V A,B,n,a 

dt dx 

constantes. 


3 2 ^2 ~2 
d z d z d z 


32) Si: z = (x-y)Ln(x + y) verifique que: —r--2--+ —r- = 0 

dx dxdy dy 


33) 


Si: z = ye * + xe ’ probar que 


*2 

r z z d z 


dxdy dx dy dy dx 


1 1 1 <? 2 u d 2 u d 2 u d 2 u d 2 u 

34) Si: u «■-+-+-.mostrar que: —-+— 5 " + —r + 2(-+-+-) = 0 

x-y y-z z-y dx dy dz dxdy dxdz dzdx 

x Y dz dz d 2 z d 2 z d 2 z 2 

35) Si: z-Ln(e +e ), mostrar que:— +—= I y que— y. — y-( -) =0 

dx dy dx dy 2 dxdy 

dz dz 

36) Demostrar que si z = 2xy + xf (y/x) entonces: x—+ y — ~z-2xy 

dx ‘ dy 

x 2 d 2 z d 2 z 2 d 2 z 

37) Si: z = f{ —); demostrar que: x — y+2xy -+ y — y = 0 

y dx dxdy dy 

v dz dz 

38) Si: z = (x + y)f(-), donde fes una funcion arbitraria, demostrar que: x -h y — = z 

x dx dv 


y y y 

39) Si: V(x,y) = xf {—) + g(—), donde f y g son funeiones arbitrarias de —, demuestre que: 
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40) Si f(x,y) es una funcion de x e y donde x ■ cos h (u + v), y = sen h (u - v) demuestre que: 

d 2 f(x,y) d 2 f(x,y) f 7“ 2 "7. d 2 f( x ,y) 

- 2 -= 4 yj(x —1)( v +1)- 


du 


dxdy 


1 r 1 8 1 z a 2 d 2 dz 

41) Si: z = — I f(ax+ y) + g(ax-y)\ mostrar que: -—— = —— (y —) 
v * dx~ dv dv 


42) Si: f(x,y) = 0. Demostrar que: —r = 

dx" 


d 2 v 2 / t //„+/;/„ 




43) Probar que si f(x - ac>, y - bw, z - cco) = 0 entonces aco x + bm y + c oo z = 1 


44) Demostrar que la funcion z = f (xy)-v^fxyg(-) satisface a la ecuacion: 


*2 

2 < * 2 n 
X -- v -T- = 0 


dx * rV 


X 1 

a z a z 


45) Dada la funcion z = f(x,y) donde x - e u cosv, y = e u sen v. Calcular —j-+—- 

dx dv 


-,2 «2 

23 S 7 11 V Z O Z 

46) Sea la funcion F(x, v,z) * xv z +0-3)' {y+2) (z- 1 ) . hallar — j" Y—- en los puntos 

dc dy 

de la superficie de nivel de F que pasa por el punto (3,-2,1). 


d v 2 d y 

47) Si: y = f(x at) + g(x + at), mostrar que: —j - = a —j- cualesquiera que sean las 

di' dx 


funciones f y g uenvables dos veces. 


48) Mostrar que la funcion z = arctg“, donde x = u + v, y = u-v, satisface la relacion 

y 

dz dz u-v 


du dv v 2 +u 2 
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du du 

49) Si: u = senx + f(seny - senx), mostrar que — cos„v +— cos y = cosxcos y cualquiera que 

dy dx 

sea la funcion derivable F. 


2 i 

50) Mostrar que la funcion z- f(x + y“), donde f(u) es una funcion derivable, satisface la 
dz dz 

relacion y —- x — = 0 . 

dx dy 


y 1 dz 1 dz z 

51) z =- 2 -“* mostrar : ^ uc —+-= — cualquiera que sea la funcion derivable f. 

fix -y ) x dx y dy y 


dx dy dy dz dx 

52) Si: F(x,y,z) = 0 . Demostrar que: —.— =1 ,—. —.— = - 1 . 

dy dx dz dx dy 

d 2 u du 

53) Si: u- f{x) + g(y)+(x~y)g'{y), comprobar que (jt-y) - = — , (f,g son funciones 

dxdy dy 

derivables dos veces). 


22 1 dz 1 dz z 

54) Si: z-yf(x -y ), comprobar que:-+-= —- (f es la funcion derivable) 

x dx y dy y' 

-*2 -2 -2 

a z d z d z 

55) Si: z = x ffa + y) + y g(x + y), mostrar que: —--2 -+ — 7=0 

dx dxdy dy 

56) Dado z = f (y 2 -x 2 , y-x), una funcion con derivadas parciales de segundo orden 


continuas. Halle: — 7 - .- 

dx dxdy 


57) Dada la funcion /(*,/) = e ax+hy g{x,y), donde g x (x,y) = g y (x,y) = 1. Hallar los valores de 
las constantes a y b tales que f x {x,y) = / v (*, y), \ +f xx (x,y) = a + f xy (x,y). 


58) 


La ecuacion sen (x+y+ z) + sen xz = 1, define z como una funcion implicita de x e y 


dz dz 

Determinar — , — 
dx dy 
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du d u d‘ u 2 2 

59) Si: z, u y v dependen de x e y, hallar —,-, -siendo u + v = x, v + co -y , 


8x 3c ‘ dzdy 


co + u -z. 


60 ) 


I 2 2 2 ** 3/2 * * 

Sea la superficic S: z-^x + y + (x +>*") y N = N(x,y,z) un vector normal a la 


superficie S en cualquier punto (x,y,z) * (0,0,0), si 0 es el angulo formado por el vector N y 

el eje Z. Hallar lim cos 6 

(x,3>,z)-*(0.0,0) 


61) Si: f(x l ,x 2 ,...,x n ) = - 


- ,calcular +/ Vj + -+/j W , 


(x , 2 +x 2 2 +...+.x 2 ) 2 


■3 2 ^2 

w d z a z 

62) Dada la funcion z = f(x,y) donde x = e cosv, sen v, calcular— 5 -4-r 

& 

63) Si: u = F(x,y), x = r cos h s, y = r sen h s, calcular: u lt -u^ 

64) Sea f (x, y) = xye x Hallar el valor de la constante “n" tal que satisfaga: 


e x f fl d 2 f x/ X X 2 

~Z^~ + T {y ^~ )=e (n ~ -r> 

3c ay ax y y 


65) Sea /: R - >R y una funcion diferenciable Hallar la expresion en la que se transforma la 

df df « v v 

ecuacion x —+y— = 0 , mediante el cambio de valores x^e +e ,y**e -e . 

3c dy 


66 ) 


2 ~2 
0(0 CO} 


Sean u = e x cosy, v = e x sen v y <o = co(u,v), una funcion de c . Si —r-+—*- = 0, pruebe 

3u~ dv‘ 


3 co oco 


que 


2 + _ 2 ” 0 


dx dy 


67) Si z = f(x,y) es solucion de la ecuacion F(x + y + z, Ax + By) = 0, A y b son constantes. 
3z dz 

Demuestre que B — -A — = c,c constante. Hallar el valor de c. 

3c dy 
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68 ) 

69) 

70) 


fjr+v sen((x+ v)t) „ „ dG(x,y) 
Sea G(x,y) = J -- dt Halle 


/ 


dx 


2 22 du du du 

Dado u = xyzf(x y + z, v z+x, z x + y). Hallar —, —, — 

dx dy dz 


Si x + >' = (« + v) n , x-y = (u-v) n pruebe que: 


2 2 <?V 2 2 2 <?V 

(u -v )(—y -“) = fl (* -y (— T ~—“) donde f es cualquier funcion de x e y. 

du~ dv* dx * 


71) Sea la funcion z dada por la ecuacion x 2 +y 2 +z 2 = /(ax + 6 y + cz) donde f es una funcion 
cualquiera diferenciable y a,b,c constantes. Demostrar que. 
dz dz 

(cy -bz )—+ (oz - cx )— = bx - ay . 
dx dy 


72) Demostrar que la funcion z, determinada por la ecuacion F(x - az, y - bz) = 0, donde F es una 

dz dz 

funcion diferenciable cualquiera satisface a la ecuacion: a —+b — = 1 

dx dv 


73) Demostrar que la funcion z, determinada por la ecuacion y = x f(z) + g(z) satisface a al 

d 2 z dz 2 dz dz d^z d 2 z dz 2 

ecuacion: —r(—) - 2 —.—.-+ —r(—) =0 

dx~ d\> dx dy dxdy dy dx 


-V 2 ) x 2 + 2 * 0 

74) Si f(x,y) = '\ x 7 +y ' ' probar que / 12 (0,0) =-1, / 21 (0,0) = 1 

0 , si ( x,y ) = 0 


75) Dada la funcion: f(x i y) = i \ 


e x +e y + 2 2 , si (*,y)*( 0 , 0 ) 

x +y 

2 , si (x,y) = ( 0 , 0 ) 


„ „ <7 2 /(o,o) 

Hallar -- 5 - y -- 


dx 


dxdy 


„ . <? 7 ( 0 , 0 ) , d 2 f(0,0) 

Rpta. -—— = 1 , — -= +00 


dx' 


dxdy 
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76) Sea /(x,y) = 
/ 21 ( 0 , 0 ) = 1 


2 y i x 

X arctgv— )-y arctg(—) , si (x,y)*(0,0) 
x y 


probar que / 12 (0,0) = -1, 


0 


, s/(x,y) = (0,0) 


77) 


Hallar f x {- 1,1) y / (-1,1) de la funeion f(x,y) = 


1 , 2 

x + y 2 

—;- , si y + x * 0 

y~ + x 

0 , si y‘+x = 0 

2 


Rpta. f x (^ 0 ,y 0 ) = -1, ./;.K^o) = 6v n para (x 0 ,j; 0 ) puntos de or = y 


2 2 
y 


78) Dada la funeion f definida por /(x 


lx —2 -- , si (x,y) * (0,0) 

,>’)=! x + v 


0 , « (x, v) = (0,0) 


Calcular D 12 /(0,0) y D 2l /(0,0). 


79) Sea la funeion F(x + z, 2x + 2y) = 0, donde z = f(x,y). Si F es una funeion con derivadas 
pareiales de segundo orden continuas, halle la expresion en lerminos de las derivadas 

-j 2 

d z 

parciales de F para calcular - 

dydx 


80) 


Dada la funeion f definida por: /(x,y,z) 


x 2 + xz 

yz + -— - 2 * » si x*0 , y*0 

x + y 

z 2 , si x = 0 , y * 0 


d d df 

Hallar — (—(—))(0,0,0). 

dx dy dz 


81 ) 


_ -2 -.2 

j r <7 <7 6) 

x + z ), halle -+- 

dx dy dydz 
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82) Dada la funeion f definida por: f(x t y) = 


84) 


85) 


86 ) 


2 _ 2 

xy(~ r ' V - 2 ) , si 5 *(0,0) 

X + 


, 5/ (*, V) = (0,0) 


Determinar D l2 f(0fi) y D 21 /(0,0) si existen. 
Rpta. D l2 f(0fi) = -1 , £ 2 i/(0,0) = 1 


83) Si la funeion f es definida por: / (x,y) = 


2 2 

"V ' V 4 . si (x,y) * (0,0) 
x +y 


0 , si ( x,y ) = (0,0) 

Determinar D n f (0,0) y D 21 / (0,0) si existen. 

Rpta. D n f( 0,0) = 0 , D 21 /(0,0) = 0 

Demostrar que si la ecuacion implicita F(x,y) = 0 define y = y(x) se verifica que: 


ay 1 


dx 2 (F f 


OFF 
x y 

F F F 

x xx xy 

F F F 

y *r yy 


Considerando la funeion f(x,y) definida por: 

f(x,y) = 


2 _ 2 

3xy(— 2 -,-) , si (*,j0*(0,0) 

x +y Hallar: / (. x,y) y f v ( 0,0) 


0 , si (x, v) = (0,0) 


df df df 

Hallar —, —,—, donde f es la funeion dada por: 
dx dv dz 


y x 

a ) /(*, V) = arcsen — + arccos— 

x y 


b) f(x,y) = x\ny-y In jc 


c) /(jc,y,z) = xy sen z + xz cosy + yztgx 
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87) Si z = <j> (x,y) es una funcion real de variable real, diferenciable en R. Demuestre que la 
funcion dada satisface la expresion indicada. 

a) f(x,y) = x 2 <Hx 2 y ) , x-—2y— = 2z 

dx dy 

d* <T 

b) f(x,y) = y<t>(x+y) , y(- -—) = z 

dy dx 

df df 

c) f(x,v) = x'<p(3x + y 2 ), 2xv - 3x — = 4 vz 

dx dy 

j df df 

d) f(x,y) = x<Hxy i ) , 3x——-y— = 3z 

dx dv 


df ,r 


e) f(x,y)-e" v 4(xe y ), x--— = z(x- 1 ) 

dx dv 


88 ) Constate que la funcion z = sen(x" + v~) satisface la ecuacion v— ~-x- —---=0 

dx dydx dv 

. 2 2 2 d 2u 

89) Constate que la funcion u = (x-at) +(x + at) satisface la ecuacion —— = a —T 

dt dx * 

(ecuacion del calor). 


90) 


Sea z ~ g(x 2 +>‘ 2 ), donde g es una funcion real de variable real, dos veces derivable. 


Demuestre que: 


d 2 z d 2 z dz 

y—--x --— = 0 

dx ‘ dydx dy 


91) Sea z = x 4> (x + y) + y y (x - y) donde <j>, y son funciones reales de variable real, dos veces 


d 2 z 


. _ d~z dz 

derivable, demuestre que: y —- - x -- 0 

dx dydx dy 


92) Sea f : R - > R una funcion de clase C , considere la funcion 


1 


2 . 2 ^^_ /. 2 , . 2 ir ,d/ v 2 , ,5/^2, ,dF a , ,dF x 2 


F(u,v) = f(uv,-(u -V )). Demuestre que (u +v )[(—) +(—) ] = (—) +(—) 
2 ox dy cu dv 
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93) Sea f (x [ ,x 2 ,-*.,x n )- ln(Xj ,x 2 ,x 3 ,...,x n ). Calcular 


. 


,=i A .- 


1 ) 


x, x, x n . { V ^ 

94) Sea f (x x ,x 2 ,...,x n ) - — +—+...+-. Demuestre que / -= 0 




^ xcos v-vcosx , „ dZ dz 

95) Si z = ---—-, hallar — y — para x = y = 0. 

1 + sen x + sen y dx d)> 


96) Si w = ln(1+x 2 +>’ 2 +;r), hallar —, —, — para x = y = z = 1 

dx dv dz 


du du du 


97) Hallar d I^l , d IiMl si f( x ,y) = x +y-jx 2 +y 2 
dx dy 


98) Dada f{x,y) = 


-Vr- w> 


x + y 

0 si (x,y) = (0,0) 


dx dy 


Rpta. 

dx dy 


99) Sea f(x,y) = 


TTTT " calcular g/( °’ 0) ^°’ 0) 


x + >> 

0 jti (x, v) = (0,0) 


ck dv 


100) Sea w = (x + z)e v+z donde z = f(x,y). 


_ dw dvv „ Wf dz dz x v+z 

Demostrar que -- 1 -— = (1 + x+z)(Ih - +—)e 

dx dy dx dy 


dz d: 

101) Calcular — y — si: 

dx dy 
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a) 3x 2 +>- 2 + z 2 - 3xy + 4x -15 = 0 

b) z = (jc 2 + v 2 )senjcr 

c) ye ** 1 cos3az = 5 

d) ze yz + 2xe ** -4e xy = 3 


r t cHi cHv 

102) Dado w- sen(—) + ln(—) compruebe que t -hr— = 0. 

t r dt dr 

103) Si w = jc 2 + y 2 +z 2 , x = r sen (p cos 0, y = r sen cp sen G, z=rcos<p. 


_ f . dw dw dw 

Caicular —, — , — . 

dr dtp de 


104) Si z = x 2 y-y 2 x , donde x = u cos v t y = usenv. 

dz dz 


Hallar 


du dv 


105) Dada la funcion u(x, v,t) = e )kt sen mx.cos ny . Veriflcar que satisface a la ecuacion 

u t = £(w xr +w w ,) para cualquier election de las constantes myn. 

106) Si G(x,y), se transforma en H(u,v) mediante la transformation x = u + v, y = uv~. Hallar: 


0 


d 2 H(u,v) 

dudv 


ii) 


d 2 H(l\) 

dudv 


Si G x = G yy = G x V = G xx = G yx = 1 


107) Una funcion /: R n - >R es homogenea de grado r e R, si para cualquier t e R, 

f(t , x) = t r f(x) , si z = f(x,y) es una funcion homogenea de grado r > 1 y de clase C , 
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3L44 Derivada Direccionai y Gradiente de tina Funcion de Varias 


<y <y 

Para z = flXy) se ha definido las derivadas parciales —, — de la siguicnte iorma. 

dx dv 


, /(Jfo + A-v, v„)-/(jf 0 ,v 0 ) 

-= lim - 

dx Ar^fl Ax 


, /(^o’Vo+Av)“/(x 0 ,Vo) 

-= lim - 

dy Av’-*o Ay 

que representa la pendiente de las rectas tangentes en dos direcciones diferentes, en la 
direccion del eje X y en la direction del eje Y respectivamente. Luego para determinar la 
pendiente de la recta tangente en una direccion arbitraria, definiremos un nuevo tipo de 
derivada llamada "Derivada Directional” para esto tomemos z = f(x,y) la ecuacion de una 
superflcie y F(x 0 , v 0 ) e D fy la pendiente de la recta tangente en la direccion del vector 
—> 

unitario p ~ (a y b) arbitrario, la cual mostraremos en el grafico. 



El punto P(x i)y v 0 ,z 0 ) se encuentra en la superficie S: z = f(x,y), la recta tangente L t a la 

—) 

curva C es la razon de cambio de z en la direccion de p . 
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Si Q(x,y,z) es otro punto de C y P\Q son las proyecciones de P y Q en el piano XY, 

—► —► - -» —► 

entonces el vector P Q' es paialelo al vector p , entonces F Q' ~h p = (h a,hb) para algun 

h real por lo tanto (jc - x 0 , y - v 0 ) - (h a , h b) % de don de 

\x -x Q = ha x = x 0 +ha 

entonces , entonces 

[ y ~ * h b y = v 0 + hb 


Az z-z 0 / ( x {) + /? a, y 0 4- h b) - /(x 0 , v 0 ) 

/;”/>” h 

si se toma limite cuando h —> 0, se obtiene la razon de cambio de z (con respecto a la 

—) 

distancia) en la direccion de p , la cual se llama derivada direccional de f en la direction 
de fj . 


Definition.- La derivada direccional de f en el punto P(x 0 , v 0 ) en la direccion de un 

—^ 

vector unitario p =(a y h) es: 


D^f(x 0 ,y 0 )= lim 

U n >0 


f(x 0 +ha,y 0 +hb)-f(x 0 ,y 0 ) 


si este limite existe. 


Definition.- La derivada partial de f en el punto P(x Q , y 0 ,z 0 ) en la direccion de un 

—► 

vector unitario p=(a,b y c)e s 


„ ,, . f(x 0 + ha,y 0 +hb, z 0 + hc)-/(x 0 , .v 0 ,z 0 ) 

D^.f(x n ,y n ,z l) )= lim --- 

n h-> 0 // 


si este limite existe. 


Generalizando y usando la notacion vectorial. 

—» 

Definition.- La derivada direccional de f en el punto jc q , en la direccion del vector 

si este limite existe. 


unitario p es: 


D^f(x 0 )= lint 
n h-> 0 


f(x 0 +h Lt)-f(x n ) 
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Ejemplo.- Hallar la derivada de la funcion f(x J y) = x*-xy-2y 2 en el punto P( 1,2) y en la 
direccion que va desde este punto al punto N(4,6). 


Solucion 


Sea a = PN = N - P = (4,6) - (1,2) = (3,4) => || a ||= 5 


a 3 4 

el vector unitario es ji = —— = (— t ), por definition de derivada direccional se tiene: 

II * || 55 

D , /«u2)+*J)-/(u) /(1+ 7 ,2+ T ) ' /(1,2) 

D^J ( 1 , 2 )= hm -* hm - 

n h ->o h a-> o h 

[(l+^) 3 -0 + — )(2 + ~)-2(2 + ^) 2 ]-(l-2-8) 

= hm -^-- - -- 2 —- ± - 

h-> 0 h 

27 3 12 2 37 1 27 2 12 37 37 

= Iim( - h + — h -— h)—= lim{ h h - h -—) = -— 

/»-> o 125 25 5 A ah>o 125 25 5 5 


Observacion.- 

1) La derivada direccional da la razon de cambio de los valores de la funcion f(x,y) con respecto a 

—^ 

la distancia en el piano XY, medida en la direccion del vector unitario fj = (a,b). 

2) La derivada direccional D^f(P 0 ) representa geometncamente la pcndiente de la recta tangente 

ft 

—► 

a la curva a en el punto P 0 . 


3) Si el vector unitario se toma ju = i ~ (1,0) se tiene 


D-.f(x 0 ,y 0 )= lim 

u h^> o h dx 


es decir que se obtiene la derivada parcial de f con respecto a x. 













Funciones Reales de Variable Vectorial 


437 


4) Si el vector unitario se toma pi = j = (0,1) se tiene 


D->/(x 0 ,y 0 ) = lim 

u h ->0 


fix o ,y 0 + h)~ f(x 0 ,y 0 ) df (x 0 , y 0 ) 


ay 


es decir , se obtiene la derivada parcial de f con respecto a y. 


Ejemplo.- Hallar la derivada direccional de f(x 9 y) = x 2 -y 2 en el punto P(4,3) en la direccion 




Solucl6n 


—> 1 — > — > 1 11 

Como /i = —=( i + j ) = ——(1,1) = (---, —j=), por definicion de derivada direccional. 
y2 v2 V2 v2 


f((4,3) + h(-=,^=))-f(4,3) f(4+—=, 3 + —j=)-f{4,3) 

D,/(4.3)- -- Urn -£-^- 

,i h —>0 /l /i —> o h 


h—>0 h h—>0 h h—y 0 ^ 


{3.45 Pefinicfoiiij 


—> —> —> 

Sea f una funcion de dos variables x e y y sea pi - cos#. I + sen#, y un vector unitario, 

—^ 

entonces la derivada direccional de f en la direccion del vector pi se denota por Z)_>/ y 


es expresado por: 




^ _ f f(x + hcos0, y+hsen0)-f(x,y) 

D^f (x,y) = hm --- 

h-y o h 
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Si f es una funcion diferenciable de x e y, entonces la derivada directional 

—> —> —> 

de f en la direction del vector unitario p =cos0. i + sen0. j es: 
D_>f (x,y) = ^ cos 6 —^sen0 donde 0 es el angulo formado por el vector 


dx 


p con el eje OX. 



dy 


Demostracitin 


n \\=4a~ : 


„ a 
cos 6 = — 
1 


send 

1 


+ b 2 = l por ser unitario n 

|a = cosfl 
; b = send 


si se define una funcion g de una variable h mediante g(h) = f(x 0 + ha, y 0 +hb) entonces 
por definition de derivada se tiene. 


+ g(h)-g( 0) 

g (()) = lim - = lim - 

*->o h a-*o h 


„ f(x 0 + ha,y Q + hb)-f(x 0 ,y 0 ) ^ 

= lim - -= D-,J Uo.jo) 

A—>0 n v 


( 1 ) 


por otra parte podemos escribir g(h) = f(x,y) en donde x = x 0 +ha, y-y 0 + hb t 
luego por la regia de la cadena se tiene. 


&f(x,y) dx df(x,y) dy 

g (h) --.— +-.— 

dx dh dy dh 


df{x,y) df(x,y) df{x,y) <Hx,y) 

-.a +- .b- -.cost? + -.sen# 


dx 


dy 


dx 


Sy 


si se sustituye h = 0 se tiene jc = jc 0 , y = y 0 
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fr(Wo> „ df(x 0 ,y 0 ) 

g (0) *-.cos0 +-.sent? 


dx 


comparando (1) y (2) se tiene: 


dy 


( 2 ) 


„ ,, . df(x Q ,y 0 ) df(x 0 ,y 0 ) n 

D-j (x 0 , v 0 > =-cosfl +-sen# 


dx 


dy 


df(x,\) df(x, v) 

D f(x,y) = — --cosfl+ senfl 


dx 


dy 


Ejemplo.- Hallar la derivada de la ftincion z = f(x>y) = x 2 -xy-2y 2 en el punto P(l,2) y en la 
direccion que forma con el eje X un angulo de 60 e . 

Solucion 


df( 1,2) df( 1,2) 

Z) 4 f (1,2) = - I cos60 g + —. sen60 g 

* 


f(x,y) = x 2 -xy-2y 2 => 


dy 

df (x, V) 


v) 


A 


= 2x - v 
=-x-4v 


«T(U) 


dx 

df (1,2) 


dy 


= 2 - 2=0 
= -1 - 8 = -9 


„ 1 V3 9V3 

Z)_>/(l,2) = 0(-)-9—--— 




iTkOiiF* 


Si f es una funcion diferenciable de x, y, z, entonces la derivada direccional 

—> —> —> —> 

de f en la direccion del vector unitario j.i = cosa. / + cos /?. j + cosy. A: , es: 


Z>_ > /(x 0 ,J'o.*o) =-— 


^( x o*Xo* z o) ^oi.Vo) HjoJojo) 


-cosa + 




cos/? + - 


-cosy 


donde a, p y y son los angulos directores de ju 

Demostracion 


La demostracion, es similar al teorema anterior, se deja como ejercicio. 
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1 3 


Ejemplo.- Hallar la derivada de la funcion f(x y y,z) = xy~ + z -xyz en el punto p(l,l,2) en la 
direction que forma angulos de 60 fi , 45 2 y 60 2 respectivamente, con los ejes coordenadas. 


Soluct6n 


, df (1,1,2) df (1,1,2) df(\X 2) 

£U /(l t l t 2) = 1 cos60 2 + 1 cos45 2 + 7 \ cos60 fl 


dx 


dy 


dz 


f(x,y,z) = xv 2 + z 3 -ctz 


ahora reemplazando se tiene: 


?{***)_ i 
dx ' 

df(x,y,z) 


dy 

<f(x,y, z) 


dz 


- 2xv - xy 


= hz l -xy 


i i i ii 

Z)_/(l,l,2) = (-l)(-) + 0.-+11(-) = —+—= 5 

n 2 2 2 2 2 


df(\X2) 


dx 

«T(U2) 




= 0 


A 


= 11 


h 


Ejemplo.- ^Cual es el valor del angulo 0 para el cual la derivada direccional de 
/(*,>) = ^25-x 2 — y 2 en el punto p(l,2) es rninimo, y cual es este valor rninimo. 


Solution 

—► 

Sea p = (cos0, sen0) el vector unitario, entonces: 


„ ^rn.2) „ ^(i,2) „ 

D >/( 1,2) = —--cos0 h --—sen0 

u dx dy 


( 1 ) 


f(x,y) = ^25-x 2 -y 2 


<?(x,y) 

X 

df (1,2) 

dx 

^25-x 2 -y 2 

dx 

df(x,y) 

=> • 

y 

dfi 1.2) 

dy 

^25-x 2 -y 2 



1 

2^5 

1 

V5 


ahora reemplazando estos datos en (1) 
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cos # sen # cos# sen# 

D_^/(l,2) = —-■y=- = F(&) => F(0 ) = -—^- — =0 para obtener los 


sen# cos# 

numeros criticos——-— = 0 => tg( #) = 2 => 0 - arctg 2 


2V5 S 



por lo tanto 0 = arctg 2 corresponde a un valor minimo. Luego el valor minimo de la derivada 

cos# sen# 1 2 1 

direccional es: D_*/(l,2) = — 


ur ~jr 


10 5 


Propicaaiies de la Derivada DireccionalJ 


Si J\g:D<zR n - >R t son funciones diferenciables en el conjunto abierto D<zR n , 

entonces se tienc: 


1) D^(f ±g)(x) = D.+f(0 x)±D-+g(x) 


2) D_»(/.g)(x) = f(x).D^g(x) + g(x)D^f(x) 

ft H t* 


g(x)D->f(x)-f(x).D->g(x) 

3) D_»(—)(x) =--—- - -, si g(x)*0, VieD 

M 8 g(*V 
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|3.4$ Gradiente de ana i 


Si la funcion /: DczR n -es definida en un conjunto abierto DczR n en donde 

-4 -♦ -4 

D 2 f(x),,..D n f(x) existen, entonces el vector gradiente de f es denotado por 

W(*) = gra f{x) yes definido por: 
para el caso de la funcion /: DczR *-► R definida en un conjunto abierto Dc R 3 , en 

, df df . 

donde—, —, — existen, se tiene: 

dx dy dz 


£ <f{x*y,z) df(x,y,z) df(x,y,z) 
V/U,y,z) = (---. -* —-—) 

dx dy dz 


gra/(x) = V/(x) = (A/(*)» P 2 f(x) . DJ{x)) 


13.50 Propiedadet dei Gradkntc.1 


Si las funciones f,g: DczR "-*, son diferenciables en D, entonces se tiene: 


1) V(f±g)(x) = yf(x)±Vg(x) 


2) V(a ./(.*)) = aV/(x) 


3) V(/.g)(x) = /(x).Vg(x) + g(*).V/(*) 


,, „,/ w -\ *(*).V/(x)-/(x).V*(x) . A 

4) V(—)(x) =-;-, si g(x)*0 

g U (*)) 2 


Forma Alternativa i 


I) Si f es una funcion diferenciable de x e y, la derivada direccional de f en la direccion del 


D-+f(x,y) = Vf{x,y).p 

a 


vector unitario p es. 
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U) Si f es una funcidn diferenciable de x,y,z, la derivada direccional de f en la direccion del 
vector unitario fj es. 


D-+f(x, y, z) = Vf (x, y, z). /j 


EJemplo.- Hallar la derivada direccional de la funcion f{x y y) = (x- \)y l e* y en (0,1) en la 


direccion hacia (-1,3). 


Solution 


Como D_,/ (0,1) = V/(0,1). fj , entonces calculamos 

n 


V f(x,y) = (—, —) = ( y 1 e' + (jc-1 )y 2 e ty t Hx-tyye** + x(x-l)y 2 e xy ) de donde 
dx dy 

V/(0,1) = (1 -1, - 2 + 0) = (0,-2) => V/(0,1) = (0,-2) 


Sea a = AB = B-A = (-1,3)-(0,1) = (-1,2) donde A(0,1) y B(-1,3) 


como a = ( 1 , 2 ) => || a ||= -Vl + 4 = ^5 => ||a|| = V 5 


Si ^ = — = (--)=. 4=), ahora calculando Z)_>/(0,1) = V/(0,1). J = (0,-2).(—L, -^) 
|| a\\ V5 " V5 V5 


4 4 4 

D_>/(0,1) = 0—= =—p de donde D_/(0,1) = —■= 

b V5 v5 ^ V5 


EJemplo.- Hallar la derivada direccional de la tuncion f(x,y,z) = xy + yz + xz en el punto p( 1,1,1) 

—> 

y en la direccion del vector a = (2,1,-1). 


Solucidn 
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• * r 

Como a = (2,1,—1) => || a || = V6 , entonces un vector unitario en la direccion de a es 

-+ a 2 11 df df df 

= —— = (-7 — j~) => V/(x, y,z) = (—, — f —) = (y+z,x + z,x+y) 

II a || V6 V6 yJ6 3c dy dz 


ademasV/( 1,1,1) = (2,2,2) como £)_►/( 1,1,1) = Vf( 1,1,1)./i 

P 


_ 222 —_L J_ 1 _L J_4 2^6 

’ * )( 76*V6' V6 )_ V6 + V6 V6 - V6~ 3 


2^6 

a D-,/(l,U)»—— 


Observaci6n.- Si a es el angulo entre Vf(x) y p entonces. 


D->f(x) = V/(x).n =|| V/(x) || || n || cos a =|| V/(x) || cos a 

»* 


esdecir: /)_>/(*) =|| V/(x) || cos a ademas sabemos: -1 £ cosa^l 

M 


- II Vf(x) |K II V/(x) II cos a £| V/(x) II 


por lo tanto en cada punto x el valor maximo de la derivada direccional es || V/(x)|| y el valor 

—» 

minimo de la derivada direccional es - || V/( x ) ||. 

Entre todas las direcciones a lo largo de las cuales la funcion f crece, la direccion del gradiente es la 
del crecimiento mas rapido, mientras que el gradiante cambiado de signo seftala la direccion de 
maxima disminucion. 


Ejemplo.- Para la funcion f(x,y) = -, en el punto (3,2), hallar la minima derivada 

x+y 

direccional y el vector unitario en esa direccion. 


Soluc|6n 
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Calculando el gradiente de f, es decir: 


Sf df y 

ynx,y)=(—,^-)=( 


dx dy (x + y) 2 ’ (x + y) 2 


-x 2 3 

) => V/(3,2) = (—.-) 

25 25 


La derivada direccional minima se produce cuando el vector unitario fj y el vector gradiente 

V/( 3,2) 

Vf ( 3,2) tienen sentidos opuestos, es decir: u = -■=-r 

[/(3,2)| 


2 3 H „ VTT 

como V/(3,2) = (—,-) => V/(3,2) =- 

25 25 " " 25 

- V/(3,2) 2 3 2 3 

1/(3,2)|| ~ l Vl3’ VT3 ,_( >/T3’VT3 ) 


y la derivada direccional minima es: 


D^/(3,2) = -flv/(3,2)|| = - 


VH 

25 


Ejemplo.- La distribution de temperatura de una placa metalica esta dada por la funcion 

r(x t y) = xe 2 '+>'V. 

1) ^En que direccion aumenta la temperatura mas rapidamente en el punto (2,0)? ^Cual es el 
coeficiente de variation?. 

li) ^En que direccion decrece la temperatura mas rapidamente? 

Solucl6n 

I) En el punto (2,0) la temperatura aumenta mas rapidamente en la direccion del gradiente 
V7X 2,0). 

VT(x J y) = ( —,— ) = (e + y e , 2xe +3 y e ) 
dx dy 

Vr(2,0) = (l-f-0, 4 + 0) = (1,4). El coeficiente de variacion es ||vr(2,0)f = -/l7 
ii) La temperatura disminuye mas rapidamente en la direccion de -Vr(2,0) = (-1,-4) 
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Ejemplo.- Hallar la derivada de la funcion z = arc.tg(xy) en el punto (1,1) en la direccion de la 
bisectriz del primer angulo coordenado. 

Soluclon 


Como la direccion del vector unitario es la bisectriz del primer angulo coordenado, entonces 

yfl S 

el vector unitario es u = (COS45 2 , sen45 2 ) = (-,-) 


sea z = f(x,y) = arc.tg (xy), calculando el gradiente 


df df y 

V/M=( v7 =( r^', - 

dx dy 1 + Jt y l+x y 


x 1 1 

—) => v/(i,i) = (-,-) 
2 2 


- \ \ -Jl V2 V2 V2 

Luego Z>./( 1,1) = V/( 1,1). v = (-, , —) = — + — =- 

n 2222442 

Ejemplo.- La ecuacion de la superficie de un cerro es z = 900-2x 2 -2y 2 , donde la distancia se 
mide en metros, el eje X apunta al Este, y el eje Y apunta al Norte. 

Un hombre esta en el punto correspondiente a (6, -Vl4, 800). 


I) ^Cual es la direccion de la ladera mas pronunciada?. 

II) Si el hombre sc mueve en la direccion NOR-ESTE ^esta ascendiendo o descendiendo? ^Cual 
es la rapidez? 

i«) Si el hombre se mueve en la direccion SUR-OESTE ^esta ascendiendo o descendiendo? 
^Cual es su rapidez? 

Solucl6n 


I) La direccion de la ladera mas pronunciada es la direccion del gradiente de donde el vector 

-* V/( 6,-Vl4) 

unitario en la direccion del gradiente Vf( 6, -V14) es u=ji - ,_: .. de donde 

|/(6,-Vi4)| 

V V- 

V/(x,v) = (—,—) = (-4x,-4_y) y V/(6, - -Jl4) = (-24, 4Vl4) de donde 
dx dy 

-* 3 V 2 

u = (-, -) es la direccion de la ladera mas pronunciada. 


5 
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ii) Graficando de acuerdo a los datos se tiene. 



por lo tanto , el hombre esta bajando con una rapidez de 6.39 m/seg. 


i«) 


V2 V2 

Para este caso se tiene 0 = 225 s , entonces /i = (cos225 e , sen 225°) = (-,-) 

2 2 

J2 J 2 

por lo tanto £>_> / (6, - -Jl4) = (-24, 4^)^-^—, -^r-)= 12-/2 -Ajl £9.44 

n 2 2 

por lo tanto , el hombre esta bajando con una rapidez de 9.44 m/seg. 


Ejemplo.- La derivada direccional de una funcion z = f(x,y) en el punto p 0 (l,2), en la direccion 
haciapj (2,3)es 2^2 ,y en la direccion hacia p 2 (l,0)es -3. Calcular la derivada 
direccional en p 0 (1,2), en la direccion hacia p 3 (4,6). 

Solucibn 



3 
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calculando PoPi =(1,1) => II P 0 P 1 II = V2 entonces jij = - fo --... = (-L t -L.) 

i —* .. 

IPoPi II 


PoP 2 =(°.- 2 ) => II P 0 P 2 II = 2 entonces p 2 =—li_i— = (o-l) 

II Pop 2 II 


P 0 p;=(3,4) => IIP 0 P 3 11= 5 entonces p 3 "* = -ML. = (|,|) 

II p^p! II 


como D„f(x,y) = Vf(x,y). p , entonces tomemos Wf( 1,2) = (a.h), de donde 
»*' 

Z)_»/(l,2) = y/’(l,2).p, ={a,b)(—^ ■,-!?) = — +-f= = 2-j2 => a + b = 4 ...(1) 

Pi Vc V 2 V2 v2 


D-*f{\,2) = V/(l,2). pj = (a,fe)(0,-l) = 0-b = -3 => b = 3 de donde a = 1 

por lo tanto D^f (1,2) = V/(l,2). /7 3 = (1,3)4, ^) = -+ — = 3 D^f (1,2) = 3 

3 3 5 5 



las SiiperficfcsJ 


Dcflnlcl6n - Si la ecuacion de una superficie S es dado por S: F(x,y»z) = 0, donde F x ;F v , F z 
son continuas y no todos ceros en el punto p Q (jc 0 ,j> 0 ,z 0 )de S, 
entonces un vector normal a la superficie S en el punto p {) (x 0 , y 0 ,z 0 ) es 

N = VF(x 0) v 0 ,z 0 ). 


Definicion.- Si la ecuacion de una superficie es dado por S: F(x,y,z) = 0, donde F es 
diferenciable en el punto Pn(x 0 ,y n ,z {) ) con VF(x 0f v 0l z 0 ) *■ 0. Entonces 

el piano que pasa por /? 0 (x 0? y 0 ,z n ) y que tiene como normal N = VF(x 0 ,y 0 , z 0 ) sc 
conoce como el piano tangente a la superficie S en P 0 cuya ecuacion es: 
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P: A/.[(jr.r.z)-(s„,y o ,z o )]=0 

como N = VF(x 0 ,.y 0 ,z 0 ) = (FJx„, y„,z„), F y (x „, v 0 ,z 0 ), F z (x 0 ,,v„,z 0 )) 
* F y (x 0 ,v 0 ,z n ), F 2 (x n ,y 0 ,z n )).(x-x 0 ,y-y 0 ,z-z 0 ) = 0 

FJx 0 ,v„,z 0 )(x-x 0 ) + F r (x 0 ,y fj , z 0 )( y- y 0 ) + F 2 ( x n ,v 0 ,z n )(z-z n ) = 0 


Deflnickm.- La recta normal a la superficie S: F(x,y,z)= 0 en el punto /7 0 (;t 0 ,y 0 ,z 0 ) e 5 
es la recta que pasa a traves del punto p 0 y sigue la direction del 
vector normal el piano tangente a la superficie S en el punto p {) y su ecuacion simetrica de 

la recta normal a S en p Q (x 0 ,y^,z Q ) es: 

(*-*o) _ (y-yg) _ (z-z 0 ) 

F f (x 0 ,y n ,z„) F y (x 0 ,y 0 ,z 0 ) F z (x n ,y 0 ,z 0 ) 


Ejemplo.- Hallar la ecuacion del piano tangente y de la recta normal a la superficie 
x 3 ' 2 + y 2 ' 2 + z 3 ' 2 -17 en el punto (4,4,1). 

Solucl6n 

Sea F(x, y, :) = x 3 2 + y 2 2 + z 3 2 -17 donde la normal del piano tangente a la superficie es 

dF dF dF 3 3 — 3 g- -* 3 

N = (—, —, —) = (—Va:, — Jy , — Vz) en el punto (4,4,1) se tiene /V = —(2,2,1) 
dx dy dz 2 2^ 2 2 


P: jV.((x,>,z) - (4,4,1)) = 0 entonces P: (2,2,l).(x-4, y-4, z-1) = 0 
P: 2x + 2v + z = 17 , L N = ((4,4,1)-t-r(2,2,1)// e fl) 


Ejemplo.- Hallar la ecuacion del piano tangente y de la recta normal a la superficie 
4x 2 + y 2 - 16z = 0 en el punto (2,4,2). 
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2 2 

Sea F(x, y,z) = 4x + v -16 z, donde la normal del piano tangente a la superficie es 


- dF dF dF 

N = ( —, —, —) = (8x, 2 y, -16) enelpunto (2,4,2) es N = ( 16, 8, -16) = 8(2,1,-2) 
dx dy dz 

P: N.({x,y,z)-(2A,2)) = Q => P: (2,l,-2).(x-2, y-4, z-2) = 0 
.% P: 2x+.y - 2z = 4 , L n = {(2,4,2) + 1(2, 1,-2 )/1 e R} 

&15 Ejercieios DesarroiiadosJ 

1) Sean los puntos A(l,l), B(4,5), C(5,4). Hallar la derivada direccional de la funcion 

f(x,y) = 4lx 2 + 2<Jly + 5 en la direccion de la bisectriz del angulo BAC en A. 

Soluclon 


AB = B - A = (3,4) 

—► 

AC=C-A = ( 4,3) 

—> _ 

AD = AB+ AC = (7,7) =* |MD||=7V2 



■* AD 1 1 

* - =*- 

II AD || ^ 2 n2 


Vf(x,y) = (£ fo = (2V2x,2V2)=>V/(U) = (272,2^2) 


D_/(U) = V/(l,l). J = (2V2, 2V2).(-^r. - j =) = 2 + 2 = 4 


£L>/(1,1) = 4 

H 


2) Sea /(x,^,z) = 100(e^+lnz), Hallar la derivada direccional de f en la direccion 

a =(2,0,1). 


Solucjon 
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Calculando el vector unitario en la direction de a = (2,0,1); es decir: 


a 2 1 

II a II V5 V5 

V/(x,.v,z) = (— \0d(ye ,ty ,xe xy como D->f(x,y,z) 

dx dy dz z M 

->• ,,,1 2 1 200ve^ 100 100 1 

Vf(x.y,z). fi - I00(ye , 0.-, = —^ + 0*-j=- --gtye +-) 


3) Sea f(x,y) = 


7xv 

T ^- T ;si(x,y)*( 0,0) 


x” +y 
1 ; 5i(x, v) = (0,0) 


Hallar los vectores v en los cuales existe la derivada directional D_>/(0,0). 

Solucl6n 


Consideremos el vector unitario fj = (cos0, sen0) , entonces: 


rx , /((0,0) + A/i)-/(0,0) /(/>cos0, Asen0)-/(O,O) 

D_>/ (0,0) = //m-= hm - 

^ *-> o /? fc->0 « 

2/j 2 sen 0 cos0 

= Um hj_ cos 2 0 +A 2 sen 2 0 = //JB sen20 ~ 1 

A~>0 /j A-+0 h 

sen 20 -1 

Luego /)_>/(0,0) = lim - existe si sen 20 - 1 = 0 y en este caso £>_* / (0,0) = 0, 

n h—*0 n n ‘ 

/r 

es decir, la derivada direccionai existe, si sen 20 - 1 = 0, de donde sen 20 = 1 20 = — 6 

2 

5k it 5 k 

20 = — o sea 0 = — 6 0 = —, como el vector unitario es fj * (cos0, sen0) entonces 
2 4 4 


-* n n V2 V2 5;r 5 ;t «/2 V*2 

u = (cos—, sen—) = (-,-) 6 u = (cos—, sen—) = (-,-) 

4422 44 22 
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4) Si f:R - >R es una funcion tai que f(x+ v) = f(x)f(y) y Z)_>/( 0) = 1 y 

/(0) = 1, Demostrar que D_>/( x) = /( x) 

a 

Solution 


„ f(x+ht/)-f(x) „ f(x).f(h»)-f(x) 

D.+f{ x)= hm ---= hm --- 

u h->0 h A—>0 h 


-* f(hp)- 1 -♦ f{0 + h Ai)-/(0) - 

= limf(x)(+—£ -) = /(jc). /wi —----=/(x)Z)_,/(0) = /(x).l = /(x) 

/i->o A h p 


) = /(*) 

H 

1 

1 

5) Sea la funcion /(x,v,z) = e* * y C la curva de interseccion de las superficies 
2x + y + z = 2 ; 2x 2 +y-z= 0. 

Hallar la derivada direccional de f en el punto (0,0,0) y en la direction del vector curvatura de 
C ,en el punto (0,1,1). 

Solucl6n 

f 2or-f- v + z = 2 

Sea C:i ; la curva de interseccion de las dos superficies. 


'\2x 2 + v-z = 0 
Ahora parametrizareinos la curva C. 
f2x + y+z = 2 


2x~ + v- z = 0 


1 * t , 2 
V = 1 - X - X , Z = 1 - JC + JC 


Luego para x = t, j/=I-r-/ 2 , z- \ -i + i 2 


2 2 - 

por lo tan to la curva C en forma vectorial es: C: a (f) = (f, 1-/ — t ,1-f+f ), derivando se 
tiene: a '(0 = (1, -1 -2/, -1 + 2/), a"(/) = (0,-2,2) como a(f 0 ) = (0,1,1) => f o =0 de 
donde: a’(0) = (l, -1,-1) , a"(f) = (0,-2,2). 
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El vector curvatura k (0) tiene la direccion de la normal ,V(0), de donde 


-♦ a'(0).ra"(0).ta'(0) * * 

AT(0) = ^ , entonces a’(0)*a"(0) = 

|| a 1 (0), a’’(0), a'(0)|| 


i j k 

1 -1 -1 
0-2 2 


= (-4.-2.-2) 


a'(0)jra"(0).ia'(0) = 


i ./ k 

-4 -2 -2 

1 -1 -1 


= (0-6,6) => || a'(0)xa"(0).rex'(0)11=6^2 




w>. , 

|«'(0).a"(0).d'(0)| 

por lo tanto el vector unitario en la direccion del vector curvatura es 

- -* 11 , + v+2 df df df 

H = N(0) = (0,--— ) , ademas f(x, y,z)=e entonces V/( x,y,z ) = (—, —, —) 
V2 V2 8x dy dz 

Vf(x,y,z) = (e* +y+z , e I+y+z , e x+y+z ) => V/(0,0,0) = (1,1,1) 


calculando D_/(0,0,0) = V/(0,0,0)7 = (1,1,1).(0,—p,-~) = 0—p + 4= = 0 
» V2 V2 V2 V2 


/. D. 4 /(0,0,0) = 0 

6) Hallar los valores de las constantes a,b y c tales que la derivada direccional de 
f(x y y\z) = axy 2 + byz + cx h z 1 en el punto (1,2,-1) tenga el valor maximo 64 en la direccion 
paralela al eje Z. 

Solucion 


La derivada direccional maxima se produce cuando el vector unitario p y el vector 
Vf(x y y y z) tienen la misma direccion, y como el valor de la derivada direccional tiene el 
valor maximo 64, en la direccion paralela al eje Z, entonces V/(l,2,-l)// eje Z, 
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if if if 7, 2 3 

V/(.T,v,z)«(—,—, —) = (av + 3cx z , 2axv + fo, by + 2cx z) 
dx dv dz 


V/(l,2,-l) = (4a + 3c, 4a-h, 2b-2c) 

como V/*(l,2,-l)//(0,0,l) => BAetf tal que V/'(l,2,-l) = A(0,0,1) 

(4o + 3c, 4a-6, 26-2c) = (0,0,A) 

4a + 3c = 0 6 = 4fl 

4a-6 = 0 => __^a 

126 - 2c = A 3 


7) 


ademas ||V/( 1,2-1 )|| = V( 4a + 3c) 2 + (4a - 6) 2 + (26 - 2 c) 2 = 64 




Ha 


= t |0 + 0 + (8a +—) =64 entonces 32a = 196 => a = 6, b = 24, c =-8 


La ecuacion de una colina es /(*, v) = 74- x 2 - lxy-4 v 2 , el eje Y, senala hacia el norte y 
el eje x hacia el este; un hombre esta en el punto (-1,5,8) sobre la colina y se mueve hacia el 
Nor-Oeste ^Esta subiendo 6 bajando? ^En que direccion descendera mas rapidamente?. 


Soluci6n 



Calculando el gradiente de Rx,y) en el punto (-1,5) 

C^f fif' 

V/(x, v) = (—, — ) = (—2 jc — 7 y, -7x-8y), de donde 
dx (\ 

V/(-1,5) = (-33,-33) 


Si el hombre se mueve hacia el Nor-Oeste, entonces el 

3 K 

angulo que da su direccion es-y por lo tanto el vector 

4 


- 3 tt In yfl 

unitario en esta direccion es p = (cos-, sen-) = (-,-) y la derivada direccional 

4 4 2 2 


de f en el punto (-1,5) es: 
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• J 2 33V2 33V2 

Z>-/(-l,5) = V/ (-1,5). /j = (-33,-33).(-—, —)---— = 0 

u L l l l 


es 


decir 


£>_► f (-1,5) = 0, como la derivada direccional es cero, esto quiere decir que no hay variacion 

en la funcion, por lo tanto el hombre al caminar hacia el Nor-oeste no sube ni baja, es decir 
que se desplaza siguiendo la trayectoria de una curva de nivel. 

El hombre descendera mas rapidamente si se mueve en la direccion contraria al vector 
gradiente, es decir en la direccion del vector (33, 33). 

8) Consideremos la funcion f definida por: 


f(x,y) = 


2 

7 '' 2 si {x,y) * (0,0) 
x + y 

0 si (x,y) = (0,0) 


Demostrar que f tiene derivada direccional en cualquier direccion en (0,0) pero no es 
diferenciable en ese punto. 

Solucl6n 

—♦ 

Consideremos el vector unitario fu = (cos0, sen0) , entonces: 


„ _ , /((0,0) + A/i)-/(0,0) , /(/icos0, /i sen 0) - /(0,0) 

/ (0,0) = lim ---= hm - 

* ♦ o h 


h *o 


= lim ■ 


h 2 cos 2 G.hscnG -0 


lim --- t -^- 5 - = lim ;- t - 5 -= lim —=- t - 5 — 

/»—>0 /r(/r cos 0+/r sen“0) h->oh (h cos 0 + sen 0) H^oh cos 0+sen G 


h* cos 2 0.sen0 


= lim ■ 


cos 2 0.sen0 


cos G 
sen G 


si sen 0*0 


f(hcbsGfl)- A0,0) 0-0 

Si sen 0 = 0 entonces D->/(0,0) = lim - ; -= lim -= 0 

u h ■ *0 h k-*o h 


por lo tanto a la derivada direccional expresaremos asi: 
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D^f(Ofl) = i 

H 


2 n 
COS 0 


si sen 0 * 0 


sen# 

0 si sen 9 = 0 


Luego la funcion f tiene derivada direccional en toda direction. 


Ahora veremos si f es continua en ( 0 , 0 ), para esto se debe tener lim f( x, v) = A0.0) 

(r.y)->(0.0) 


Luego tomaremos un camino que contenga a (0,0) como punto de acumulacion. 
S = {(x,.y) e R 2 /y = x 2 ] 


x 1 

lim f{x,y) = lim -3 - j = - * 0 = /( 0 , 0 ) 

(x,y)-*(0,0) x^Ox + X 2 


por lo tanto f no es continua en (0,0), Luego coneluimos que f no es diferenciable en ese 
punto. 


9) 


2 2 2 

Calcular la derivada direccional de / (x,y,z) = x + 2y -z a lo largo de la curva de 
intersection de las superficies 2x 2 + 2 y 2 -z 2 =25 a x 2 + y 2 = z 2 en el punto (3,4,5). 

Solucidn 

-> 

a 

Por calcular D_,/(3,4,5) = V/’(3,4,5)./i, donde n=—— siendo 

* l«l 

a = VF(3.4.5),VC(3.4.5) y F(x,y,z) - lx 1 + 2^ - z* - 25. C(x.y.r) - Jr* +y 2 -z 2 
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VF(x,y,z) = (4x,4y.-2z) = ,^) 

dx o\> dz 


(%j DG (Xj 

VG(x,y,z ) = (—,— ,—) = (2x,2y,-2z) 
dx ry dz 


[VF(3,4,5) = (12,16,-12) 
}VG(3,4,5) = ( 6 ,8,-10) 


a = VF(3,4,5)xVG(3,4,5) = 


i j k 

12 16 -10| = 20(-4,3,0) 
6 8 -101 


I a M = 100 


M = 


l|a|| 


4 3„ 


4 3 

>"<-?V 0 ' 


V/(x,.v,z) = (^- i ^,^)=( 2 x, 4 y,- 22 ) => V/(3,4.5) = (6,16,-10) 
<3r 0; 


4 3 24 48 24 

D_>/(3,4,5) = V/(3,4,5). /i = (6,16,-10). , 0) = —+—+0 = — 

n 5 5 5 5 5 


24 

Z)_>/(3,4,5)= — 
^ 5 


10) Si la ecuacion F(x,y,z) = 0 define implicitamente a una superficie S, entonces el vector 

VF(x,y,z) es un vector normal a la superficie S en el punto (x,y,z). Halle, la derivada 

2 2 

direccional de la funcion f(x,y,z) = x +xy + y + y en el punto ( 1 , 2 , 1 ) y en la direccion de 
un vector ortogonal a la superficie z= 2x 2 - 3 v 2 +1 en ( 2 , 1 , 6 ). 

Solucltin 


El vector ortogonal a la superficie 5^ F(x,y,z) = 2x 2 -3v 2 -z +1 es: 


<3F(2,1,6) <3F(2,1,6) <F( 2 , 1 , 6 ) 

VF(2,1,6) = (-,-.-) 

dx dv dz 


22 dF dF dF 

VF(x, v,z) = 2x -2y -z+1 => VF(x,v,z) = (—,—,—) = (4x,-6y,-l) 

dx dy dz 
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VF( 2 , 1 , 6 ) = (8,-6,- 1 ) => ||VF( 2 ,l, 6 )J = VIor 
-> VF(2,1,6) 8 -6 -I 

como " = ||vF(2,i,6)|r ( 7r5T’ VTof ’ TToT 1 

V V 

Vf(x,y,z) = x 2 +xy + y + z 2 => Vf(x,y,z) = (- / / ) = (2.x+ .)',* +l,2i) de donde 

c\' rv ri 

Vf( 1,2,1) = (4,2,2). 

- 8 - 6-1 
Z)_>F( 1,2,1) = VF( 1,2,1). p = (4,2,2).(-==-, -==r, -==) 
u vioi Vioi viol 

32 12 2 18 


Vioi Viol VIoi VIoi 

D~tf (1,2,1) = -?== 

P VlOl 

11) Sea la funcion /(x,y,z) = x 2 + cos(x + y) -z 2 . Halle la derivada direccional de f en el punto 
/> 0 (l,-l,l) y en la direccion de un vector ortogonal a la superficie de nivel de f que contiene a 
Po- 

Soluci6n 

Primeramente hallaremos la superficie de nivel de f que contiene a p () es decir: 
c= x 2 + cos(x + y)-z 2 la superficie de nivel, como contiene al punto p 0 (l,-l,I), entonces 
c = 1 + 1 — 1 => C = 1 . Por lo tanto la superficie de nivel de f que contiene al punto p {) es: 
F(x,y,z) = x 2 + cos(x + v)-z 2 - 1 

dF dF dF 

ahora calculamos el vector ortogonal a la superficie de nivel VF(x, v\z) = (—, —, —) 

ax (\ dz 

VF(x, v,z) = (2x-sen(x + y) t -sen(x + y), -2z) de donde VF( 1,-1,1) = (2,0-2) tomando 

-> VF(l-U) 1 1 

el vector unitario u = »-jr = (~f= A—?=■) 

|VF(1-1,1)| V2 V2 
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f(x,y,z) = x 2 + cos(jr +,v)- z 2 => Vf(x,y,z) = (2x-sen{x+y),-scn(x+y),-2z) de 
donde V/(l,-l,l) = (2-0, 0, -2) = (2,0-2) 

0^/(1-1,1) = V/ (l,-l,l). ^ = (2,0,-2).(-p, 0, —p) = -$=+-$= = 2V2 
n V2 V2 V2 V2 

D_>/(1.-1,1) = 2V2 

P 

2 2 2 
X v z 

12) Mostrar que la ecuacion del piano tangente al elipsoide —+^y+ — = 1 cn cualquier punto 

a b c 

X 0 X v 0 y z 0 z 

suyo M(x Qy v 0 ,z 0 ) tiene la siguiente forma: —— + ——+ —j- = 1 

a c 

Sojucibn 

JC 2 V 2 z 2 / v 

Sea F(x,y 9 z) = —p+—+-y-l. La normal al piano tangente en el punto M(x 0 ,>' 0 ,z 0 jes: 
a b c 

-* i \ 8F 8F 8F 2x 2 v 2z 

N = VF(x 0 ,.v 0 ,z 0 ), de donde, VF(z, j>,z) = (—,—,—) = (- 7 , - 7 , - 7 ) 

dx dy dz a b* c 

Tt nr 2 z ft 2 v 0 2 z 0 

N = vF(x 0 , y 0 ,z 0 ) = (— 5 -, —s-. ——), la ecuacion del piano tangente esta dado por: 
a b‘ c~ 


P: A/((*,.y,z)-(* 0 .>’ 0 .z 0 )) = 0 


2x n 2v 0 2z 0 

P: (—. TT' ~—)-(x-x 0 , y-y 0 , z-z o ) = 0 
a b c 


_ y 0 y z o z V y o V , 
P: -r + Tr + -r = -T + T2- + — = 1 

a 0 c a b z 


p . X * X + W *o* m . 
" a 2 A 2 ’ c- 2 


13) Hallar la ecuacion del piano tangente a la superficie z = e y sen(x + z) en el punto en que el 
piano tangente es paralelo al piano n: 2x + z - 5 = 0 

Solution 
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Consideremos la funcion F(x, y,z) = z-e y sen(x + z). 

—> 

La normal del piano tangente a la superficie es: N = VF(x^,y 0 ,t Q ) dotide 
dF dF cF 

VF(x,y,z) = ( —,—,—) = (-e cos(x+z),-e sen(x+z),l-e cos^x + z)) 
dx dy dz 

N = VF(x n .> 0 ,z 0 ) =(-e y " cos(x 0 + z 0 ), -e y " scn(x 0 +z„), \-e y " cos(x 0 + z ( ,)) 

* M > 

como n: 2x + z - 5 = 0 su normal es N x = (2,0,1) ademas el piano pedido P es paralelo al 

—> 

piano 7i entonces VF(x 0 ,y 0 .z 0 ) // N { => 3 Aefl, tal que : 


VF(x 0 , v 0 ,z 0 ) = M2fi y \)-e y ° cos(x 0 + z Q ),-e Vn sen(x 0 + z 0 ),l-e v " cos(x ft + z 0 )) = (2A,0, A) 


-e Vu cos(x 0 + z 0 ) = 2A 


-e 1(1 sen(x ft + z 0 ) = 0 => x 0 + z 0 = 0 

1-e^ 0 cos(Xq + Zq ) = A 


como x 0 + z 0 = 0 => 


-e* = 2 A 


l-e Vfl = A 


e* =2 => v 0 = In2 


ademas z = e K (x + z) => z 0 = 2 senO = 0 => z 0 = -x 0 = 0 por lo tanto el punto de tangeneia 
es /? 0 (0,ln2,0) 

P: Af.((x, >\z)-(0,ln2,0)) = 0 entonces P: (2,0,l).(x,y-ln2,z) = 0 P: 2x + z = 0 


14) Encontrar la ecuacion del piano tangente a la superficie definida por x = ucosv, 

n 

y = uscnv, z = 2u, en el punto en que u = 1, v = — 


Solucjofl 
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15) 


La ecuacion de la superficie dada por S: x = u cos v, y = u sen v, z = 2u, expresaremos en 
forma cartesiana. 


X = u cos V 

X 

= W COS V 


2 

2 2 

v = w sen v => 

V 

= w sen v 

z = 2u 

z 

= 4u 2 


+ v 2 = u 


2 


Luego 


S: z = 4(jr 2 + y 2 ), definido en forma implicita es S: F(x % y % z) = 4x 2 + 4y 2 -z 2 


n 4i -h 

ademas para u = 1, v = —, x =-, v =-, z = 2 

4 2 2 


, n 42 


N = 2) donde VF(x, y,z) = (8x, 8y, - 2z) 


v: nr 

VF(-,-, 2) = (4V2,4V2, -4) 

2 2 

La ecuacion del piano tangente es: 


Vi V2 

P: N.((x,y,z)-( -,-,2)) = 0 

2 2 


P: (4-^2,4-^2, -4).(x~——, y-—~, z-2) = 0 
2 2 


P: 42x + 42y-z = 0 


Hallar el valor de k para que se verifique que en todo punto de interseccion de las dos esferas 
(x-k) 2 +y 2 +z 2 = 4; x 2 + (y-l) 2 + z 2 = 1, los correspondientes pianos tangentes sean 
perpendiculares uno al otro. 

Solucion 

A las ecuaciones de la esfera expresaremos por: 

F(x,y,z) = (x-k) 2 +y 2 +z 2 -4; G(x,y,z) = x 2 +(y- 1) 2 +z 2 -1 y sea / 5 (x 0 ,_v 0 ,z 0 ) el 
punto de interseccion de ambas superficies . 


Sean n x y k 2 los pianos tangentes a las superficies donde 


*?i = VF(x 0 ,>’ 0 ,r 0 ) = (2 (jc 0 -k),2y 0 ,2z 0 ) y JV 2 = VG(x 0 ,y 0 ,z 0 ) = (2x 0 ,2(y 0 -l),2z„) 
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como n { ±7t 2 son ortogonaies entonces VF(x 0 ,y 0 ,z 0 )XVG(;t 0 ,y 0 ,z 0 ) donde 
VF( Wo ,z 0 ).VG( Wo ,z 0 ) = 0 

(2(x 0 - k),2y 0 ,2z 0 ).(2x 0 ,2(y 0 - l),2z 0 ) = 0 de donde : *o + Fo + z l = kx o + Fo — (1) . 

ademas P{x Q , y 0 ,z 0 ) esta en las dos superficies esfericas : 

{xo-kY+yl+zl =4 ...(2) ; *<, +(v 0 -1) 2 +Zo = 1 -(3) 

por lo tanto de (1) y (2) sc tiene 2k x n + 4- k 2 = kx 0 +y 0 , de donde y 0 = k x 0 -k 2 +4... ( 4 ) 
de (1) y (3) se tiene 2y 0 =£x 0 +y 0 de donde y 0 = /rx 0 .,.( 5 ) 

de(4)y(5) setiene* 2 =4 => k = ±2 

por lo tanto los pianos tangentes son ortogonaies cuando k toma los valores k = ±2. 

(x-2) 2 (y + 3) 2 

16) Hallar la ecuacion del piano tangente a la superficie ---♦ -— — + z 2 = 1 que es 

paralelo al piano que pasa por los puntos (2,-2,3), (3,3,-2) y es perpendicular al piano 2x 
+ y - z = 0. 

Solucl6n 

—» 

Sea P: N.(p-p 0 ) = 0, el piano pedido. 

—> 

P,: el piano que pasa por (2,-2,3) y (3,3,-2) de donde a * (3,3-2) - (2,-2,3) = (1,5,-5) 


P 2 : 2x + y - z = 0, con normal N 2 = (2,1,-1) como 


P//P, 

PIP, 


a IIP 


N 2 //P 


=> a, N 2 //P 


por lo tanto la normal de P es N ~ a x N 2 


N = 


i 

1 

2 


i 

5 

1 



-9(0,1,1) 


/ 
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(x-2 ) 2 (>> + 3 ) 2 i 

Si F(x,y,z) = ---+ -— -+ z 2 -l si P(x 0 ,y 0 ,z 0 ) es el punto de tangencia 

2 2 

entonces VF(x 0 ,>' 0 ,z 0 ) = (-(x 0 -2),-(v 0 + 3),2z 0 ) como VF(x 0 ,y 0 ,z 0 )/ / N =>3 A e/? 
-» 2 2 

tal que VF(x 0 ,y 0 ,z 0 ) = kN (-(*„ — 1).—C ^ 0 + 3),2z 0 ) = A(0,1,1) de donde 
» 5 9 


y(*o-l) = 0 




•^(yo + 3 ) = A => y 0 = -3±^j2 


2z 0 = A 


z 0 =±— 


P: (0,l,l).(x-1, y + 3±-^-j2, z±--—) = 0 . P,: y+z+3-2^2 = 0 y P 2 :y+z+ 3+2^2 =0 


17) 


Demostrar que los pianos tangentes a la superficie xyz = m (m es una constante) forma con 
los pianos coordenados tetraedros de volumen constante. 

Solucl 6 n 

A la superficie definiremos por F(x,y,z) = xyz - m. y sea p 0 (x 09 y 0 ,z 0 ) un punto de la 


-> dF dF dF 

superficie => x Q ,y 0t z 0 = m, ademas la normal del piano es N = (-— # - 7 -, - 7 —) de donde el 

dc ay (M 


punto p 0 (x 0 , v 0 , z 0 ) es N = ( y 0 z 0 , XqZ 0 , x 0 y 0 ). 


Luego la ecuacion del piano tangente es: P: N.(x-x 0 , y-y 0 , z-z Q ) = 0 

P: OVio. *o*o- %Vo)-(*-* 0 ’ z ~ z o) = 0 => P: JVn* + x n z n .y+x 0 j 0 z-3x 0 ^ 0 z 0 = 0 

•1 

1 Z> 3 

como K = — donde A=y 0 z 0 , B = x 0 z 0 , C=x 0 y 0 , D=-3x 0 y 0 z 0 

o ABL 


v = 


1< 


(~3x 0 y 0 z 0 ) ..(*©>' 0 * 0 ) , 9 ,9 

- I= * - -^~r\ = ^\ x oyo z o\=- m 

y 0 z 0 x 0 z 0 x 0 y 0 6 (jc 0 ^ 0 z 0 ) 2 2 2 


F = — m es una constante. 
2 
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? 9 7 

18) Determinar la ecuacion del piano tangente al elipsoide x~ +(j>- 1) + 4(z + 2) =4 que sea 
paralelo al piano tangente de la esfera x 2 +{y- 1 ) 2 + (z+2 ) 2 = 9 en el punto 

(-1. 1.-2+V8). 

Solucldn 

A la superficie definiremos por la funeionF(x,,y,z) = x 2 +(>>-1 ) 2 +(z+2 ) 2 -9, de donde la 

-*• r -> dF dF dF 

normal al piano tangente es N , = VF(-1, 1, -2 + v 8 ) de donde N. « (—, —, —) 

dx dy dz 

N x =(2x, 2(y~ 1 ), 2 (z+ 2 )) en el punto (- 1 , 1 , -2 +J$) se tiene: N x =(- 2 , 0 , 2 -^ 8 ) que 
es la normal del piano tangente a la esfera en el punto (- 1 , 1 , - 2 + V 8 ). 

Sea G(x, - y,z) = x 2 + 0'-l) 2 +4(z+2 ) 2 -4, de donde 


N = VG(x 0 ,y 0 ,z 0 ) = (2x 0 ,2(y 0 -\), 8 (z 0 + 2)) es la normal del piano tangente al elipsoide, 
como los pianos tangentes son paralelos es decir: 

N x //N =>3Ag R tal que N = kN x , de donde (2x 0 ,2(y 0 -1), 8 (z 0 +2)) = A(-2,0,2V8) 
por lo tanto: 

2 x 0 = -2k 
• 2 (^-l) = 0 

8(z 0 + 2) = 2V8A 

como p(x 0 ,y 0 ,z 0 ) esta en el elipsoide se tiene: x$ + (y 0 + 1) 2 +4(z 0 + 2 ) 2 = 4, por lo tanto 


k= -x 0 
>'o = 1 


VI 


z 0 =-2+—A 


A 2 + 2A 2 =4 => A 2 = T 


2 

=> k = —m 

S 


Luego x 0 



> y 0 = 1 , *0 = 
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-» dG dG dG 2 -> 4 

como N = (—,—,—) en el punto (——, 1,-2 +-) es N = —=■(—1, 0, 2v2) de 

dx 8y dz V3 3 V*3 

donde se tiene: P: N.(x-x 0 , y-y 0 * z-z 0 ) = 0 dedonde P: x-ljlz+lfi-4^2 = 0 

19) Demostrar que los pianos tangentes a la superficie <Jx +Jy + -JZ = Ja interceptan en los 
ejes coordenados segmentos cuya suma es constante. 

Solucitin 

Calculando el piano tangente a la superficie en el punto P 0 (x 09 y 0 ,z 0 ) 

Sea F(x , y, z) = V* + Jy +4z- 4 a donde la normal al piano tangente a la superficie en el 
-♦111 

punto P Q (x Qy y 09 z Q ) es: N = (——. —=, —p=r), la ecuacion del piano es: 

2 ^o 2 yz 0 

1 1 1 ^ 

P: A^.((jc- h y+ 2 )-(x 0 ,y 0 ,z 0 )) = 0 entonces P: —=x + —=y + —=z = JA 

V x 0 V-^o V z o 

Ahora encontraremos los puntos de interseccion del piano con los ejes coordenados. 

SeapePnejeX => y = z = 0 

x = yjAx Q => P(4Ax 0 ,0, 0) 

_ Sea QePnejeY => x = z = 0 

Y _ _ 

y = jAy 0 de donde Q(0, ^jAy 0 ,0) 

Sea Re Pn eje Z => x = y = 0 

de donde z = (yjAz 0 , /f(0,0,^/>4z o ) de la condicion del problema se tiene: 

—► —► —► 

|| OP || + || OQ || +1| OR ||= es una constante, es decir: 
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20 ) 


\\OP\\ + \\OQ\\ + \\OR\\ = J^ + ^Ay 0 +jAz^ = 4a(Jx 0 + Jy 0 +Jz^) = 4a4a = A 
—> —> —> 

|| OP || + || OQ || +1| OR ||= A es una constante 

Dada la funcion x 2 +2y 2 +3z 2 =21, trazar a ella pianos tangentes que sean paralelos al 


piano x+ 4y + 6z = 0 


Soluci6n 


Sea M = VF(x 0 ,>> 0 ,z 0 ) la normal al piano tangente P donde N = (2jc 0 , 4 y 0 ,6z 0 ) y sea 
—> -* —y 

rt:x+4y+6z=0 donde =(1,4,6) como P//71 => 3 A e R tal que N = entonces 


(2x 0 , 4y 0 , 6z 0 ) = A( 1,4,6) => x 0 = y , = A , z 0 = A 


como Xq + 2;^ +3zq =21 => —+ 2A 2 +3A 2 => A = ±2 

4 

Luego el punto de tangencia es p 0 (±1, ± 2, ± 2). 

—► 

La ecuacion del piano tangente es: P: A^.((x,>',z)-(±1, ±2, ±2)) = 0 
P: (l,4,6).(x±l,y±2, z±2) = 0 P: x + 4y + 6z = ±21 


[3.54 Ejjrek&s ErepAigftosl 

I) Gradiente y derivada direcclonal. 

1) Hallar el gradiente de f, en el punto indicado: 


*) 

f(x,y,z) = Jx 2 +y 2 +z 2 , 

P(l,4,2) 

Rplm. 

1 4 2 

( V2T’V21’V2T 

b) 

f(x,y) = In^jx 2 +y 2 , 

P( 1.2) 

Rpta. 

(- -) 

15*15' 

c) 

f(x,y,z) = xe yz , 

P(l,4,2) 

Rpta. 

(e 8 .2e 8 V) 
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d) f (x,y, z) = serilx. cos 2 xJgx, P{ 0,—, —) 


2 4 


Rpta. (0,0,0) 

e) f{x,y,z) — x‘ +z* 4-y* +z y , P(2,l,l) Rpta. (1,1,2+ 2 In 2) 

f) Hallar Vf(A2) si f(x + y, x-y) = xy + y 2 Rpta. (3,-2) 

g) Si f(x-y-z,y-x-z,z — x-y) = xy+y 2 +yz. Calcular V f(2,2,2) 

h) Si f(x + y, x - 2y + 3z, 3x - 2z, w - 1) = xyz + z. Hallar el gradiente de f en 

( 1 , 2 , 1 ,- 2 ). 


n . ,569 829 388 

Rpta. (-,-,-,0) 

450 450 450 


i) Calcular V F(4,2) si F(x + y,x-y) = x 2 y + y 2 


~T 

2) En cada ejercicio calcular /)_>/ en el pun to P para el cual /i es un vector unitario en 


la direccion de PQ : 

a) fTx,y,z) = ln(x + y + z) , 


P( 1,0,0), Q(4,3,l) 
P(l,l,l), Q(7,8,0) 


b) f(x,y*z) = ‘Jx 2 +y 2 +z 2 , 

c) f(x*y) = e x cosy +e y sen jc, P( 1,0), Q(-3,2) 


d) f( Xj y) = x 2 + xy + y 3 . 


e) f(x,y) = e x arctg.y, 


P(l,2), 0(1,3) 
P(0,2), QC-2,5) 


y 1 V3 

3) Hallar la derivada de la funcion z = arctg(—) en el punto (—,—) perteneciente a la 

jc 2 2 

2 2 1 

circunferencia x - 2 jc = 0 en la direccion de la tangente a esta. Rpta. — 

2 

z 

4) Calcular la derivada de la funcion w=arcsen(—--) en el punto M( 1,1,1) en la 

x +y 

1 

direccion del vector MN siendo N(3,2,3). Rpta. - 

6 
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5) Hallar la derivada de la funcion z- \n(e* +e y ) en el punto (1,2) perteneciente a la 

2 V 2 

parabola y = 4 x , en la direccion de esta. Rpta. — 

2 2 

6 ) Calcular la derivada de la funcion z-x -y en el punto M(l,l) en la direccion del 
vector que forma un angulo de 60 fi con el sentido positivo del eje X. 

Rpta. l-Jl 

4 3 

7) Hallar la derivada direccional de z=3x -xy + y en el punto (1,2) siguiendo la 
direccion que forma con el eje X un angulo de 60 Q , la tangente a esta. 

Rpta. 5 + 

8 ) Sea f(x,y,z) = ln(x 2 + y 2 + z 2 ). Hallar la derivada direccional de f en el punto (1,3,2) 
a lo largo de la curva de interseccion de las superficies S x : 36x +4 y + 9z“ = 108 y 

S 2 m x 2 + v 2 -5z 2 = 0 , si al mirar este, desde el origen de coordenadas, el sentido es 

36 

horario. Rpta. Z)_>/(1,3,2) = — 

P 7V194 

2 2 3 3 

9) Sea f{x 7 y,z) = xy +y z +z x. Hallar la derivada direccional de f en el punto (2,- 

1 , 1 ) en la direccion de la recta tangente a la curva de interseccion de las superficies 

Sj: 36x 2 +4y 2 +9z 2 = 108 y S 2 ‘ x 2 +y 2 -5z 2 = 0 , en el punto (1,3,2) y en la 
direccion en que disminuya. 

10) La temperatura en el punto (x,y,z) en un trozo de metal viene dada por la formula 

/(x,y,z) = e 2t+ v+3z grados, ^En que direccion, en el punto ( 0 , 0 , 0 ), crece mas 

rapidamente la temperatura? Rpta. En la direccion (2,1,3) 
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2 2 

11 ) Si C es la curva de intersection de las superficies S { : z = x +2y y 
iS 2 : z = 2x 2 ~4y 2 + 2. Hallar la derivada direccional de 
/(x,y,z) = x 2 + y 2 +z 2 + cos;r xy, enel punto (2,1,6) a los largo de la curva C. 

rpu. lyaw-Jy 


12) Si C es la curva de intersection de dos superficies S { : x 2 +y 2 =z 2 y 
2 2 2 

S 2 : 25+z = 2x + 2y . Hallar la derivada direccional de la funeion 
2 2 2 

/(x,y,z) = x + y -z , en el punto (3,4,5) a los largo de la curva C. 

Rpta. D_*/(3,4,5) = 0 


2 2 2 2 

13) Sea C la curva de intersection de los cilindros x+y=lyx+z = 1, en el primer 
octante. Hallar la derivada direccional de la funeion /(x,y,z) = x 2 +y 2 +z 2 , a los 

V? y/2 & 

largo de la curva en el punto (-,-,-) 

2 2 2 

„ , V2 V2 V2 V6 

Rpta. D_>/(-,-,-) =- 

\x 2 2 2 3 


14) Hallar la derivada direccional de '/(x,y,z) = x 2 yz 3 en el punto (1,1,-1) y en la 

2 2 

direction de la tangente a la curva de intersection de la superficie z = 3x + y +1 con 


el piano x = 2 en el punto (2,-1,14). 


Rpta. Z)_>/(2-1,14) =± — 

n V5 


15) Hallar la minima derivada direccional y el vector unitario en esa direction para 

f(x,y )-— en (3,2). Rpta. D^f (3,2) = — 

x + y /i 25 


16) Dada la funeion /(x,y,z) = (x-1) 2 + 2(y +1) 2 + 3(z-2) 2 -6, encontrar la derivada 


direccional de la funeion en el punto (2,0,1) en la direction del vector i + j + 2 k . 

14 

Rpta. D_>/(2,0,1) = —p 









470 


Eduardo Espinoza Ramos 


l 2 2 2 2 

17) Hallar la derivada de la funcion /i =—, donde r =x +y + z , enla direction del 

r 

1 

gradiente. Rpta. —y. 

r 

4x 2 2 

18) Dada la distribution de temperatura T(x,y) = 48-- -3y . Hallar la razon de 

cambio de temperatura. 

i) En (1,-1) en la direction del enfriamiento maximo. 

ii) En (1,2) en la direction de i . 

ill) En (2,2) en la direction que se aleja del origen. 

19) Si u = xy + yz + xz encontrar la razon de cambio de u en el punto (-1,1,7). 

I) En la direction del punto (-1,1,7) al punto (7,7,7). Rpta. 10 

II) En la direction del punto (-1,1,7) al punto (1,3,8). 

III) En la direction perpendicular al piano 3x + 4y - 12z = 12. 

20) La temperatura es T grados en cualquier punto (x,y,z) en el espacio R 3 y 

60 

T j^-, la distancia se mide en pulgadas. 

x + z +3 


I) Encontrar la rapidez de cambio de la temperatura en el punto (3,-2,2) en la 

36 

direction del vector -2 i+ 3 j-6k Rpta. — 

II) Encontrar la direction y la magnitud de la maxima rapidez de cambio de T en 

96c 153 

(3,-2,2). Rpta. (-,-) , - 

10 10 10 100 


21) El cambio de temperaturas correspondiente a los diversos puntos (x,y) de una placa esta 

x 

dado por T(x, y) = —j-. Hallar la direccion de maximo aumento de temperatura en 

x' +y' 

Rpta. -—(7,-24) 

625 


el punto (3,4). 
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22) La temperature distribuida en el espacio esta dada por la funcion 


n n 

f(x,y) =10 + 6 cosx cosy + 3 cos 2x + 4 cos 3y, en el punto (—,—). Encontrar la 

direccion de mayor crecimiento de la temperature y en la direccion de mayor 
decrecimiento en la temperature. 

9-^3 3-^3 

Rpta. Mayor crecimiento en la direccion ( -- ) 

2 2 

9>/3 3^3 

Mayor decrecimiento en la direccion (-,-) 

2 2 

23) Hallar la derivada direccional de /(x,y,z) = 3 jc 2 + yz + z 3 en el punto (1,1,1) segun la 
direccion de la recta de pendiente mas pronunciada (mayor pendiente) que caracteriza la 

In 


superficie z = 2 + 3y cosx + x en el punto (7T,—^—,z 0 ) 


Rpta. £>_/(!,1,1) = 


14+100 n A 


5V1+ 


24) Hallar 


la mayor 

,,2 


razon 


de 


cambio 


de 


25n 
la funcion 


f (x,y,z) = e {x } cos(^(x + 2y)) + 3 x+v z , en el punto x 0 , donde x 0 es el punto en el 

22 2 

primer octante de la superficie z =x -2 y +3.y-6 en el que el piano tangente es 


paralelo al piano 3x—y-z+8 = 0. 


Rpta. |V/(3,2,1)11 = 151.97 


25) Calcular el valor de la derivada direccional de la funcion z = ln(x + y) segun la direccion 
de la pendiente, mas pronunciada que caracteriza la superficie 2z = \n(e x + e y ) cuando 

e 


z= 1. 


Rpta. D~f{x,y) = 


V e A -2e 


26) Sea f(x y y) = x y ^Que angulo forma el vector direccion con el eje X positivo, si la 
derivada direccional en (-1,-1) es 2?. 
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27) El potencial electrico es V voltios en cualquier punto (x,y) en el piano XY y 
V = e 2x cos2y, la distancia se mide en pies. 

K 

I) Eneontrar la rapidez de cambio de potencial en el punto (0,—) en la direccion del 

4 

-♦ n -> k -* 

vector unitario u •■= cos— / + sen— / Rpta. -1 
6 6 

II) Eneontrar la direccion y la magnitud de la maxima rapidez de cambio de V en 

(0,-). Rpta. (0,-1) . JVK|| = 2 

4 

2 2 

28) Si f(x,y) = 4x + 9 y , encuentre la direccion en el punto (2,1) para la cual la derivada 

1 

direccional de f tiene el valor cero. Rpta. ± __ (9,-8) 

V145 

29) Si f(x,y) = yj\69 -x 2 -y 2 , encuentre la direccion en el punto (3,4) para la cual la 

1 

derivada direccional de f tiene el valor cero. Rpta. ±-(4,-3) 

30) En que direccion es que la funcion f(x,y,z) = (x + y) 2 +(y + z) 2 +(x + z) 2 crece mas 
rapidamente en el punto P(2,-l,2) ^Cual es la razon instantanea de cambio f por unidad 
de distancia en esta direccion. 

Rpta. direccion (-10,4,10), max = ||v/| = ^216 

31) El potencial electrico V en el punto P(x,y,z) en un sistema coordenado rectangular, esta 
dado por V = j 2 +9y 2 +4z 2 , calcular la razon de cambio de V en P(2,-l,3) en la 
direccion de P al origen. 

^Encuentre la direccion en la que la razon de crecimiento de V es maxima en P? ^Cual 
es la razon de crecimiento minimo?. 

32) Un objeto esta situado en un sistema de coordenadas rectangulares de tal manera que la 

2 2 2 

temperatura T en el punto P(x,y,z) esta dado por T = 4x -y +16z , calcular la razon 

—> —► —► 

de cambio de T en el punto P(4,-2,l) en al direccion del vector 2 / + 6 y-3 k . En que 
direccion a partir de P aumenta mas rapidamente T?. ^Cual es la razon de cambio 
maxi mo en P?. 
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2 2 

33) La ecuacion de la superficie de un cerro es z = 1200-3* -2 y , donde la distancia se 
mide en metros, el eje X apunta al este y el eje Y apunta al norte, un hombre esta en el 
punto correspondiente a (-10, 5, 850). 

i) ^Cual es la direccion de la ladera mas pronunciada? 

Rpu ' *Vf5'‘Vf? 

ii) Si el hombre se mueve en direccion del este, ^Esta ascendiendo o descendiendo? 

^Cual es su rapidez? Rpta. Subiendo a 60 m/seg. 

iii) Si el hombre se mueve la direccion del Sureste ^Esta ascendiendo o 
descendiendo? ^Cual es su rapidez?. Rpta. Bajando a 20^2 m/seg. 

34) Una funcion /: R 2 - +R definida en el punto (3,4) tiene las siguientes derivadas 

direccionales o 3 en la direccion al punto (4,4); 1 en la direccion al punto (3,2). 

Determinar V f(3,4). Rpta. V f(3,4) = (3,-1) 

35) Una funcion /: R 2 - >R tal que z = f(x,y), tiene en el punto (1,2) derivadas 

direccionales 2 en la direccion al punto (2,2) y -2 en la direccion al punto (1,1). 

Calcule la derivada direccional de f en (1,2) en direccion al punto (4,6). 


i 

I 

f 


1 

36) La funcion f(x,y,z) tiene en el punto P(2,-3,5) las derivadas direccionales — en la 

3 

3 1 

direccion al punto A(0,l,9), — en la direccion al punto B(5,-3,l) y — en la direccion 

5 4 

al punto C(4,-2,7). Calcular la derivada direccional de f en la direccion al punto 


Rpta. £-►/(2-3,5) = 


D(l,3,6). 









474 


Eduardo Espinoza Ramos 


37) La superficie exterior de una montafia se describe mediante la ecuacion 

2 2 

h(x,y) = 400-0.01* -*0.04^ . Supongase que un alpinista esta en el punto (500, 
300, 3390). ^En que direccion debe moverse el alpinista para ascender al mayor ritmo 
posible? 

38) Hallar la derivada direccional de la funcion f(x,y,z) = x 2 +y-z 2 en el punto (1,1,1), 

en la direccion del producto vectorial de la normal a la superficie S : 2 x + y~ -z » 2 en 

—► 

el punto (1,1,1) y el vector a =(1,0,1). 


39) Hallar la derivada direccional de F(x,y y z) = x 2 yz en el punto (1,1,-1) y en la direccion 

de la tangente a la curva de interseccion de la superficie z = 3x 2 +y 2 +1 con el piano x 

7 


= 2 en el punto (2,-1,14). 


Rpta. Z>_>/(2,1,-1) = ±- r 
/j V5 


40) Sea f(x,y y z) = 2jc 2 +2xy-y 2 -5x+ 3y-2 

i) ^En que direccion crece mas rapidamente en el punto (1,1)? 

ii) ^Cual es la derivada direccional de f en esta direccion y en ese punto?. 

41) Demuestre que la funcion f definida por: 






i 


===== , si (x,y) * (0,0) 
x ‘ +^‘ 

0 , si {x,y) = 0 


tiene la derivada direccional en toda direccion en el punto (0,0) pero no es diferenciable 
en (0,0). 


42) Sea f(x,y) = { 


yx sen y+- 


2 x l y 


X + v 


l 


para (x,y) * (0,0) 
para (.r, v) = (0,0) 


En que direccion existe la derivada direccional en el punto (0,0). 
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43) Un avion se mueve segun su piano de equilibrio con la funcion /( x,y ) = x +y , si hay 

.. 4i 

un viento cuya direccion es (-,-). 

2 2 


1) ^Cual es la velocidad del avion con direccion al viento? 

ftl) Si el viento cambia de direccion en 45 s en sentido horario ^Cual es ahora su nueva 
velocidad con respecto al viento?. 


2 2 2 
x y z 

44) Demostrar que la derivada de la funcion u =^r + — + — en cualquier punto M(x,y,z) 

a ' b c' 

2u 

en la direccion que va desde el origen de coordenadas es igual a -—, donde 




2 2 2 
x + y +z 


45) Sera F una funcion diferenciable con dominio en R 3 tal que F(y,— ,ln|/(xz 2 )|) = 0, 

F,(3,V2,0) = 1 , F 2 (3,42,0) = 2, F 3 (3,V2,0) = 1 ; f una funcion diferenciable con 
dominio en R tal que /(2) = /’ (2) = 1. 


46) Halle la derivada direccional de f(x,y,z) = xsenrcyz + 2ytgrcx en el punto (1,2,3) y en la 

. , .222 

direccion de la recta tangente a la curva dada por las ecuaciones x +z =14, 

x + 2y - z = 0. 

47) iQue angulo forma la tangente de la linea z=^/l + x 2 +y 2 ,x=l enel punto (14,^3) 
con la direccion positiva del eje de coordenadas? 

x 2 +y 2 

48) iQ ue angulo forma la tangente a la linea z =-, y = 4 en el punto (2,4,5) con la 


direccion positiva del eje de abscisas?. 
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49) Hallar la minima derivada directional y la direction del vector unitario en la que se 

x 

obtiene para f(x,y) =- en (3,2). Hallar tambien dos vectores unitarios para los 

x + y 

cuales la derivada directional es cero. 

(3,2), J = (-3,-2)-jL 

50) Determinar los puntos (x,y) y las direcciones para los cuales tiene su valor maximo la 

J 7 

derivada directional de f(x, y) = 3x + y , si (x,y) es un punto de la derivada 
x 2 +y 2 =1. 


Rpta. fj = 


V = -f=(-2,3), h 
V13 


1 

Vl3 


51) Hallar la derivada direccional de la funcion f(x 9 y,z)=xe yz + ye* 2 +ze^ en el punto 
P 0 (1,0,2) en la direccion que va de P 0 al punto ^(5,3,3). 

52) Demostrar que la derivada de la funcion u = f(x,y,z) en la direccion de su gradiente es 
igual al modulo de este. 

x 2 -v 2 

53) ^En que direccion la derivada direccional de f(x t y)=— —en (1,1) es igual a 

x +y' 

cero?. 

54) La distribution de temperatura de una placa metalica viene dada por la funcion 
T{x,y) = xe 2y + y 3 e x . 

a) ^En que direccion aumenta la temperatura de una placa metalica en el punto (2,0)? 

b) ^En que direccion decrece la temperatura mas rapidamente? 

Rpta. a) V T(2,0) = (1,4) b) -VT(2,0) = (-1,4) 
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55) Hallar la derivada de la funcion u=xy 2 + z 3 -x yz en el punto M(l,l,2) en la direccion 
que forma angulos de 60°, 45°, 60° respectivamente con los ejes coordenados. 

Rpta. 5 


II. Pianos Tangentes a una Superflcie. 

1) Escriba las ecuaciones de los piano tangentes y las normales en los puntos indicados, 
para las superficies dadas. 


a) z = ^x 2 + v 2 -xy en el 


punto (3,4,-7) 


Rpta. P: 17x + 12y + 5z = 64 , L: 


x-3 y-4 z+1 

17 11 5 


y n 

b) z = arctg— en el punto (1,1,,—) 
x 4 

K 

71 T _1 v _ 1 Z- T 

Rpta. P\ x-y + 2z = — , L :-= ^i 

2 1-12 


x y z a-y/3 b-J 3 cV3 

c) —-h— 2 " + — = 1 en el punto ( - ,-,-) 

a b c 2 2 2 


x y 2 f- a4 3 b<J5 c<J 3 

Rpta. P: —+ —+ — = , L: a(x -) = b(y -) = c(z-) 

a b c 3 3 3 


d) x 3 +.y 3 +z 3 + xyz = 6 enel punto (1,2,-1) 


Rpta. P: x + 1 ly + 5z-18 = 0 , L: 


x - 1 y-2 z+1 

1 ~ 11 ” 5 


e) 3 jc 4 -4^ 3 z+4jryz 2 -4xz +1 = 0 en el punto (1,1,1) 


Rpta. P: 3x - 2y - 2z + 1 = 0 , L : 


x-l y-1 z — 1 


3 


-2 -2 


















478 


Eduardo Espinoza Ramos 


f) (z - x~ )x\’z-y* = 5 end punto (1,1,2) 


x - 1 v — 1 z-2 

Rpta. P: 2x + y + 1 lz = 25 , L: -= --=- 

2 1 11 


g) 4 + ^x 2 +y 2 +z 2 = x + y + z en el punto (2,3,6) 


x- 2 y - 3 z-6 

Rpta. P: 5x + 4y + z = 28 , L : -= --- 

5 4 1 

h) x 1/2 +/ 2 +z ,/2 =4 en el punto (4,1,1) 


x-4 y-1 z+1 

Rpta. x + 2y + 2z = 8 , -= --=- 

1 2 2 

i) x 2/3 +y 2/3 +z 2 ' 3 = 14 en el punto (-8,27,1) 


x + 8 v-27 z -1 

Rpta. P: 3x - 2y - 6z +84 = 0 , L: ---=- 

3-2-6 


J) + v 2 -3z = 2 en el punto (-2,-4,9) 


x + 2 v + 4 z-6 

Rpta. P: 4x + 8y + 3z + 22 = 0 , L: - = : -=- 

4 8 3 


2) Hallar la ecuacion del piano tangente al elipsoide x 2 +2y +z‘ = 1 de tal modo que sea 
paralelo al piano x - y + 2z = 0. 


Rpta. x-y + 2z = 



x -y + 2z = 



3) Sea S una superficie de ecuacion x +y'+z -4y-2z+2 = 0, por el punto (1,1,2) de S 

2 2 

pasa el piano x + y- z = 0yla superficie 3x +2 y - 2z = 1 que originan las curvas de 
interseccion con S respectivamente. Hallar la ecuacion del piano que pasa por las 
tangentes a dichas curvas en el punto dado. 


Rpta. x - y + z = 2 
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4) Encuentre una ecuacion del piano tangente en cualquier punto (a,b,c) de las superficie 
S: x 1 2 +.y 1/2 + z 2 = k lt2 , y luego muestre que la suma de las intersecciones de este 
piano tangente con los ejes coordenados es una constante. 

3 2 

X X 

5) Sea la superficie S : z = -y+ —. Demostrar que todos los pianos tangentes, en 

y y 

cualquier punto de S, tiene un punto en comun. 


6) Escnbir la ecuacion del piano tangente perpendicular a la recta 


x + 2 _ y + 2 z-1 


para la superficie z = xy. 


Rpta. P: 2x + y - z = 2 


7) Trazar un piano tangente a la superficie x 2 - y 2 = 3z, de tal modo que pasa por el punto 


x y z 

A(0,0,-1) y que sea paralelo a la recta — = — = — 

2 1 2 


Rpta. 4x - 2y - 3z + 3 = 0 

2 2 2 

8) En la superficie x +y +z -6y + 4z=12. Hallar los puntos en los cuales los pianos 
tangentes sean paralelos a los pianos coordenados. 

Rpta. En el piano XY , (0,3,3), (0,3,-7) 

Enel piano YZ , (5,3,-2), (-5,3,-2) 

En el piano XZ , (0,-2,-2), (0,8,-2) 

9) Mostrar que el piano tangente a la superficie xyz = a 3 , en cualquier punto cuya forma 
es un tetraedro de volumen constante con los pianos coordenados. 


10) Mostrar que las superficies x + 2y-lnz + 4 = 0 y x“ -xv-8x + z + 5 = 0, son 
tangentes, esto es, tiene un piano comun tangente en el punto (2,-3,1). 
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11) Demostrar que las superficies x 1 + y 2 -yz 2 = ax y x 1 +y 2 +Z 1 = by son ortogonales 
entre si. 

2 2 2 
x y z 

.12) Trazar el piano tangente al elipsoide — +—+— = 1, de tal modo que corte 

a b c 

segmentos de igual longitud en los semi ejes positivos. 

Rpta. x + y+z^'yja 2 +b 2 +c 2 


13) Determinar la ecuacion de los pianos que pasan por la recta 
L = {(1,—,0) + f(l,-l,0) It g /?} tangentes a la superficie 2 jc 2 +4 y 2 -z = 0. 

Rpta. P: z = 0 


14) Hailar la ecuacion del piano tangente a la superficie — + > ,2 + 7z 2 =126, que es 
ortogonal a la recta tangente en (2,1,6) a la curva de interseccion de las superficies 


2-2 ~ 2 - 2 , . 
z - x +2y , z = 2x - 3y +1 


f63 


Rpta. 5x + 2y + 28z±166J—=0 
V 83 


(x-2) 2 (y + 3) 2 2 

15) Hailar la ecuacion del piano tangente a la superficie-+- vz = 1, que es 

5 9 

paralela al piano que pasa por los puntos (2,-2,3), (3,3,-2) y perpendicular al piano 
2x + y - z = 0. 


16) Sea S la superficie definida por la ecuacion F(y 2 -x, z-y, A /x 2 +y 2 ) = 0, por 

P(l,2,l) de S se trazan pianos perpendiculares a los ejes X e Y determinando sobre S 
dos curvas, hailar el piano que pasa por las rectas tangentes a dichas curvas si 

D X F( 3,-l,V2)=-l, D 2 (3,-1,VI) = 3, Z) 3 (3,-1,V2) = V2 


17) Hailar la ecuacion del piano tangente a la superficie x 2 +y 2 -z 2 = 1, que contiene a la 
recta de interseccion de los pianos P x \ x-Yy-Yz = \ y P 2 : x + 3y-3z = 3. 
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18) 


2 2 2 

Hallar la ecuacion del piano tangente a la superficie 6x -y -3z +4 = 0, que pasan 
por la recta 4x - 3z = 0, y = 4. 


11 2 / 

19), Hallar la ecuacion del piano que pasa por (1,—,-—) que es tangente z= 3x +— en el 

2 2 4 


punto (2,a,b) y es ortogonal al piano y + z = 0. 


Rpta. 12x + y-z = 13 

20) Dada la ecuacion de la esfera x 2 +y 2 +z 2 = 4 y la ecuacion de la recta 
L = {(4,0,0) + f (-1,1,1)/* g /?}. Determinar un piano que pasa por L y sea tangente a la 
esfera. 

Rpta. 2x + (l- V5).y+(1 + *= 8. 


2 2 2 

21) Trazar a la superficie x +2y +3 z =11, los pianos tangentes paralelos al piano 


x+ y + z = 1. 


11 


Rpta. x + _y + z±-p = 0 

V6 


22 ) 


^En que punto del grafico de la ecuacion x 2 +4y 2 + 16z 2 -2xy «12, son los pianos 
tangentes paralelos al piano XZ?. 


Rpta. (2,2,0) y (-2,-2,0) 


2 2 2 

23) Formar las ecuaciones de los pianos tangentes a la superficie x +2y +3z =21 y 
paralelo x + 4y + 6z = 0. 

Rpta. x + 4y + 6z±21=0 

24) Hallar la ecuacion del piano tangente y de la recta normal a la superficie 

3/2 3/2 3/2 a 

x +y + z = 24 en el punto (4,4,4). 


Rpta. P: x + y + z=12 , L: x-4 = y-4 = z-4 
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25) Determinar el piano tangente a la superficie x 1 + (y- l) 2 + 4(z+2) 2 =4 que es paralela 
al piano tangente a la esfera x 2 + (y+ 1) 2 + (z + 2) 2 = 9 en el punto (1,—1,2 + JS). 

Rpta. x + 2-j2z+2-/2 = 0 , x + 2jlz+(>j2 = 0 


26) Hallar la ecuacion del piano tangente a la superficie jc 2 -4 y 2 -4z = 0, que intercepta al 

3 

piano XY segun la recta x + 4y + — = 0. 

(x-l) 2 (y+2) 2 2 

27) Hallar la ecuacion del piano tangente a la superficie -+-+z = l,quees 

4 9 

paralelo al piano que pasa por los puntos (1,-1,2) , (2,2,-l) y perpendicular al piano 
x + y - z = 0. 


2 2 
X V 

28) Demostrar que una ecuacion del piano tangente a la superficie z = —y + ~^T en P unt0 

, . 2x o 2 ^u 

es z+z o =—r x+ ~rry- 

a fi 


29) Determinar la ecuacion del piano tangente que pasando por la recta 

x 2 

L- {(4,2,1)+ /(4,-3,0)// e i?}, es tangente al elipsoide — + y 2 +z 2 = 1. 

30) Sean las superficies S } : x 2 y‘+2x + z 3 =16 , S 2 : 3x 2 +y 2 -2z = 9, S { y S 2 , se 
interceptan con la superficie S: x 2 +3y 2 +2z 2 =15. Determinando dos curvas Cj y 
C 2 , respectivamente, las que pasan por el punto (2,1,2). Hallar la ecuacion del piano que 
contiene a las rectas tangentes a estas curvas en dicho punto. 

31) Determinar el valor de m para que el piano x - 2y - 2z + m = 0 sea tangente a la 
superficie de ecuacion x 2 +4y 2 +16z 2 -144 = 0. 
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2 2 2 

32) Sea S una superficie de ecuacion x +y + z -4y- 2z + 2 = 0. Por el punto (1,1,2) de 

S pasa el piano x + y- z = 0yla superficie 3x 2 + 2y 2 - 2z = 1 que origina las curvas de 
interseccion con S respectivamente. Hallar la ecuacion del piano que pasa por las 
tangentes de dichas curvas en el punto dado. 

Rpta. x - y + z = 2 

33) Sea C la curva en el piano YZ definida por la funcion z = In y, y £ 1, se rota la curva C 
alrededor del eje Y generando una superficie S. 

Halle la ecuacion del piano tangente a S en el punto (Jl y e 2 % 4l) 

Rpta. -fix- — y+JIz - 2 
e 


34) Sea P un piano tangente a la superficie x 2 +3y 2 +4z 2 = 8 en el punto (a,b,l) y sea x 
+ 3y = 8, la ecuacion de la interseccion del piano P con el piano XY, se pide hallar el 
punto (a,b,l) y la ecuacion del piano P. 

Rpta. x + 3y + 4z = 8 


35) Sea x 0 (2,1,7) un punto que pertenece a la superficie S descrita por z-x 2 +xy + y l , y 
L la recta tangente a S en x 0 , de mayor pendiente. Halle la ecuacion del piano que 
contiene a L y es paralelo al vector normal de S en jc 0 . 


2 2 
x y 2 

36) ^En que punto del elipsoide —+—+z = 1, la normal forma angulos iguales Qon los 

4 4 


ejes de coordenados?. 


4 4 1 

Rpta. jc = ±— , v = ±— , z = ±— 
*3 3 3 


37) Encontrar el angulo entre la recta L= {(-2,5,12) + t (4,1,-3)/ t e R} y la normal a la 

2 2 2 

esfera x +y +z =121,enel punto de interseccion de la recta y la esfera. 


Rpta. cos# 
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38) Las trcs ecuaciones F(u,v) = 0 , u = xy , v = ^x 2 +y 2 definen una superficie en el 

espacio XYZ. Hallar un vector normal a esa superficie en el punto x = y= 1, z = V3 , si 
se sabe que: D X F( 1,2) = 1 y D 2 F( 1,2) = 2. 

2 2 2 2 

39) La superficie z = 2x +y es cortada por la curva x = —, y = t - 1, z-t - 1, en el 

t 

punto (-1,1,3) cual es el angulo formado entre la normal a la superficie y la tangente a la 
curva? 

40) Hallar el piano tangente y normal al hiperboloide x 2 +.y 2 -z 2 =18en (3,5,-4). 

41) Encontrar la ecuacion del piano tangente a la superficie 
S : e ** sen x + e xz sen+ e** sen z = 0 en el punto P 0 (0, n,2it). 

42) Hallar la ecuacion del piano tangente a la superficie 
F(jc, y, z) = yze seax + xze sea y + xye scnz en el punto P 0 (^AO). 

43) Hallar la ecuacion del piano tangente a la superficie z-e x cos( y + z), en el punto 
donde el piano tangente es paralelo al piano P: y + 2z — 3 = 0. 

44) Determinar la ecuacion de la recta tangente a la curva de interseccion de la superficie 

x 2 v 2 z 2 

-f --h— = Icon el piano y=l en el punto (1,1,1). 

4 2 4 

45) Escribir la ecuacion del piano tangente al elipsoide x 2 +2_y 2 +z 2 = 1 de tal modo que 
sea paralelo al piano x - y + 2z = 0. 

46) Hallar el piano tangente a la superficie z = e y sen(x + z) en el punto en el que este 

piano es paralelo al piano ji: 2x + z — 5 = 0. Rpta. 2x + z = 0 
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3.55. . 

Aplicaciones de ids Derivadas Parciaies. 

Maximos 31 Minimo* del 


Funciones de Varlas Variables! 


a) Definition.- La funcion f.DczR 2 — >R , definida en un conjunto abierto 

DaR 2 , tieneun valor maximo absoluto sobre el conjunto DczR 2 , si 
existe un punto /’(JqO'o) g D tal que f(x 9 y)Zf(x 0 ,y 0 ), V(x,.y) e D, en este 
caso /(x 0 ,^ 0 ) es el valor maximo absoluto de f en D. 

b) Definition.- La funcion /: DtzR 2 -> R , definida en un conjunto abierto Da R 2 , 

tieneun valor mini mo absoluto sobre el conjunto DaR 2 , si existe un 
punto P(jc 0 , v n ) e Z) tal que f(x Q .y 0 )Zf(x,y), V(x,y)eD, en este caso 
f(x o, v 0 ) es el valor minimo absoluto de f en D. 

Observacl6n.- Si la funcion /: DaR 2 ->/?, es continua en un 

entonces existe al menos un punto P e D donde f tiene 
y al menos un punto Q e D, donde f tiene un valor minimo absoluto. 

t) Definition.- La funcion /: DczR n -» R, definida en un conjunto abierto DczR n , 

—> 

tiene un valor minimo relativo en el punto x 0 eD, si existe una bola 

—> —> —> 

abierta 2?(x 0 ,£)cz D tal que /(x 0 )£/(x) , VJc e 5(ar 0 ,e)e D. 

d) Deflnlcl6n.- La funcion /: D<z R n — ► /?, definida en un conjunto abierto Dei?", 

— 

tiene un valor maximo relativo en el punto Jt 0 e D , si existe una bola 

—► —► —> 

abierta 5(jc 0 ,c) c= D, tal que : /(i) ^/(jc 0 ) , Vjre^(x 0 ,£)cD. 

Observackm.- A los valores maximo y minimos relativos de la funcion /: DaR n -> R le 


conjunto cerrado Dei? 2 , 
un valor maximo absoluto 


llamaremos extremos de la funcion f 
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3.56 TeoremaJ 

Si la funcion /: D c R n -definida en un conjunto abierto D(zR n , tiene un valor 

-» -» —> 

extremo en y D k f(x 0 ) existe, entonees D k f(x {) ) = 0, Vk = 


Demostracion 


Si la funcion f tiene un valor maximo relativo en jc 0 e D entonees 3 B(x (] ,£)cz D tal que: 




f{x)<f(x 0 ) . luego lim 


f(x n + h )j , )-/(*„) 


£ 0 donde 


*->o 


p k = (0,0,...,1,0,...) esto es debido a que, para cada x 0 + hp k g B(x 0 ,c) se tiene 

—* — > —> 

* “* -► . . f(x 0 +hfJ k )-f{x () ) 

f(x Q + h p k )^ f ( x 0 ), esto nos implica que si h > 0 se tiene-£ 0 


f(x 0 +h p k )-/(x 0 ) 

ahora si h < 0, entonees lim ->0, como D k f (x 0 ) existe se tiene que: 

/»-> o h 


D kf(x o)= lim t 


f(x 0 +hti k )-f(x 0 ) 


hm 

/ i ->0 


f(x 0 +h H k )-f{x Q ) 


0 donde D k f(x 0 ) = 0. 


por lo tanto, los valores extremos de una funcion, /: Dc /?" —+ R , definida en el conjunto 
abierto D puede ocurrir en puntos donde las primeras derivadas parciales de f son ceros. 

:V. 1 .* - i• • '• 


Sea la funcion /:Dc/? n —definida en un conjunto de abierto DczR n . Los 

puntos x 0 e D donde todas las derivadas parciales de primer orden de f son ceros o 
no existen, se llaman puntos estacionarios o puntos criticos de f. 
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Ejemplo.- Hallar los puntos criticos o estacionarios de la funcion: 
f(x,y) = x 2 y 2 -Sx 2 -Sxy-5y 2 

Solucion 

|(y) s o 

■ „ , para calcular los puntos criticos o estacionarios 

g/U.v) Q 

dy 

= 2xy 2 -10x-8v = 0 ....(1) 
dx 

d ^ x,y) = 2 x 2 y - Sx -10y = 0 ....(2) 

dy 

8y 4 y 

de la ecuacion (1) despejamos x = —;-= —;-ahora reemplazamos en (2) 

2y L —10 y l -5 

2y(— - ) 2 - 8(— y —) — 10_y = 0, simplificando y(y 4 -10^ 2 +9) = 0 entonces: 

y -5 y -5 

y(y 2 - 9)(y 2 -1) = 0 , de donde y = 0 , y = ± 1 , y = ± 3 

para y = 0, x = 0, (0,0); para y = l,x = -l,(-l,l) 
y = -l, x = l,(l,-l),y = -3, x = -3 , (-3,-3) 
y = 3 , x = 3 , (3,3) 

Luego los puntos criticos son (0,0), (-1,1), (1,-1), (-3,-3), (3,3) 

Observaddn.- La condicion necesaria para que una funcion tenga extremo relativo en un punto, 

donde sus derivadas parciales existen, es que este punto sea un punto estacionario o 

2 2 

critico, sin embargo esta condicion no es suflciente, por ejemplo, la funcion f(x,y) = y -x cuyas 
derivadas parciales son: 
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df(x,y) 

dx 

df(x y y) 

dy 


= -2x = 0 
= 2 y = 0 


de donde x = y = 0, 


a pesar de esto la funcion no tiene maximo ni minimo relativo, en este caso, a este tipo de puntos se 
denominan puntos de silla. 



Observacidn.- Un punto critico que no es de un maximo 6 minimo relativo es llamado punto silla 
(6 de monitor ). 


[3.58 Criterio de la Seganda Perivada j 

Sea f .DczR —> R una funcion definida en el conjunto abierto D de tal manera que las 

derivadas parciales primeras.y segundas de f scan continuas en la region abierta D que 

, f , df(a y b) df(a,b) 

contiene un punto (a y b) tal que -- =0 y ---= 0. 

dx dy 

Para determinar si en dicho punto hay un extremo relativo de f, definimos la cantidad 


A _ d 2 f(a,b) d 2 f(a,b) d 2 f(a,b) 2 
dx 2 dy 2 dydx 
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i) Si A > 0 y - , entonces f (a,b) es un valor minimo relativo. 

dx~ 

li) Si A > 0 y ^ ^ 1 <0, entonces f (a,b) es un valor maximo relativo. 

dx~ 

ill) Si A < 0 , entonces (a,b, f (a,b)) es un punto silla. 

Iv) Si A = 0, este criterio no da information. 

Nota.- En forma practica se puede recordar la formula A en el criterio de la segunda 
derivada y que viene dado por el determinante. 


A= 


d 2 f(a,b) d 2 f {a, b) 


dx 2 dydx 

d 2 /(a,6) 

2 


dxdy 


dy l 


siendo 


d 2 /(g,/?) = d 2 /(fl,Z>) 

dydx dxdy 


Ejemplo.- Deierminar los extremos relativos de la funcion f (x,y) = x 2 +xy+y 2 - 6x + 2 


Sojucjdn 

Calculando los puntos criticos 6 estacionarios 

df(x,y) 


dx 

df(x,y) 


dy 


-2x + y- 6 = 0 
=x + 2y- 0 


jx = 4 


P( 4,-2) 


Luego el punto critico es p (4,-2) 


d fix,y) 


dx 

8 1 fix, y) 


dy 2 


dydx 


1 9 

av(4,-2) 

- Am 

dX 2 

-= 2 => • 

5 2 /(4-2) „ 

5 2 /(4,-2)_ 1 

dydX 

u 


=2 
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Ahora aplicando el criterio de la segunda derivada 

a 2 /(4,-2) a 2 /(4,-2) a 2 /(4,-2) 2 

dx 2 dy 2 dydx 

A = (2) (2) - (l) 2 = 4-1-3 => A = 3 
♦ 

como A = 3 > 0 y ^ = 2 > 0, entonces en ei punto P (4,-2 ) hay un minimo rdativo, 

dx 2 

cuyo valor minimo es f (4,-2) = 10. 


Matriz Hessiana de uita Funcion de Varias Sferl 

a) Deflnickm.- Una forma cuadratica F : R n -» /?, es una funcion cuyo valor en 
a =(a p a 2 . ,a n )es dado por: 

F (a ) = ^ S^.h a f a . donde H = A..1 es una matriz simetrica de orden n x n, 

J J J nrn 


y=i 


esto es: 


* = [*.;] = 


^11 ^12 ^ln 

k 


h lx h 22 


2 n 


lA, A n2 ... 


y H‘ =H 


En forma simetrica la forma cuadratica esta definida por: 


*11 

^12 

... A lw 


/ \ 

*2. 

^22 

^2n 


«3 

A. 

^nl 

... /l 

W! -1 




• ZZ\ «<«/ 

j=l 


F(a) = a Ha' = (a,,...,a„) 
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Observackm.- Se observa que el desarrollo de una forma cuadratica en terminos de las variables 
aj ,a 2 ,. a n9 corresponde a un polinomio homogeneo de grade 2, en 

donde los coeficientes de los terminos cuadraticos (aj )son los elementos de la diagonal de la matriz 
simetrica H, y cada coeflciente de un termino rectangular aiaje s el doble del elemento h„ de la 
misma matriz (/ * j ). 


Ejemplo.- 


Hallar la matriz correspondiente a la forma cuadratica F:R 2 —> R definida por 
F(x l9 x 2 ) = x x 2 -x { x 2 +3x 2 2 

Soluci6n 


Observar que h n es la mitad del coeflciente (-1) es decir h u =-% , como la matriz es 
simetrica h n - h 2x 


1 


Luego H = 


1 

2 


1 

2 

3 


Ejemplo.- 


Hallar la matriz correspondiente a la forma cuadratica F : R —¥ R definida por: 
F(xj ,x 2 ,jc 3 ) = x 2 +x 2 ‘ +x, 2 ,x 1 x 2 +2x 13 + 6x 2 x3. 

Solucl6n 


1 




b) Definici6n.- Sea f :D e R n —> R, una funcion definida en el conjunto abierto D. 

Entonces la diferencial de segundo orden con respecto a las variables 

c< Qf 

independientes x,,x 2 , ...,x n es cero, es decir: dz = df = — dx x +- dx 2 

dx x dx 2 
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d 2 z = d 2 f = ‘fri+TT <&2)*i + 4~(-JT-dxi + -^~ dx 2) dx 2 

rtCj ( 7 Xj ox 2 ox 2 ox x ox 2 


d l f . . d 2 f . . d 2 f , , d 2 f . . 

= —- ax,dx ] +- dxjdx, +- dx } dx 2 +—— dx 2 dx 2 

cbc, 1 atifr; dx 2 dx l Qk 2 2 


La matriz correspondiente a esta forma cuadratica es: H - 


22 *1 f 

YYJLL 


Esta matriz H sera simetrica si 


• g 2 / d 2 / 


dx 2 dx 1 dr|Cbc 2 


M 

y-i cbx, cbc j 

iL 

a 2 / * 

cbc,*' 


d 2 f 

3 2 / 

dx 2 dx l 

dx 2 


dx ( dxj 


c) Definlckm.- Consideremos la funcion /: Z) c i?" -► R definida en el conjunto abierto 

3f 3^ f 

Dial queexisten -f- y —— V p = (x 1 ,x 2 ,...,x„) e D. 

ox x dXjdxj 

La forma hessiana de la funcion f en el punto p e D.denotado por H (f (p)) esta 
definida por: 

M M to&J 

Luego a la matriz hessiana de la funcion en el punto p sera: 


m/(P))= 


d 2 f 

a 2 / 

dx 2 

dx x dx 2 

d 2 f 

d2 {dx t 

dx 2 dx x 

dx 2 

e 2 f 

d 2 f 

dx n dxy 

3x n 8x 2 


a 2 / 

dx l dx„ 

d\r 

dx 2 dx„ 


d 2 f 


dx„ 


2 































Funciones Reales de Variable Vectorial 


493 


Ejemplos. 


Hallar lamatrizhessianade la funcion: f(x,y,z) = x 1 + y 2 + z 2 -lxy+5x-3z 

Soluci6n 


— = 2x-7y+5 
dx 

f- = 2 y-lx 
dy 

— = 2z - 3 

dz 


— = 2. —=-7. = 0 


dx 1 


dy 


2 , 


dxdy 

gV 

d\’dx 


dx dz 

1-7 £V,o 

&5v 


*'-2.^ = 0,^ = 0 


dz" 


Szrbr 


d)'dz 


H(f(x,y, z )) 


d 2 f 

d 2 f 

d 2 f 

dx 2 

dxdy 

dxdz 

d 2 f 

d 2 / 

d 2 f 

dydx 

dv 2 

dydz 

d 2 f 

d 2 f 

d 2 f 


czdjt ozqv & 2 


2-7 0 
-7 2 0 

0 0 2 


para los M&xintos y i 


Crl^riO de la Matriz 


Consideremos la funcion f : Da R n -»/?, en donde sus derivadas parciales de segundo 

orden son continuas en un conjunto abierto DaR n y sea x 0 e D un punto para el cual 
D { f(x 0 ) = 0, Z) 2 /(jc 0 ) = 0,...,Z) n /(jc o ) = 0, supongamos que el determinante de la matriz, 
Hessiana H(f (x 0 ))se denota por: 



D\iJ ( x o) 

&\nf( X o) 

^2l/( X o) 

D n f{x a ) - 

^2n/(^0) 


D h2 /(x 0 ) . 

( X 0 ) 


Entonces: 
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I) x Q corresponde a un minimo relativo si > 0, A 2 > 0,..., A„ > 0 cuyo calor minimo es 
fix o)- 


li) x 0 corresponde a un maximo relativo si <0, A 2 > 0, A 3 < 0,...,cuyo valor maximo 
es f(x 0 ). 


EJemplo.- Determinar los extremos relativos de la funcion /(x,y,z) = 4 x + xy-x 2 -y 2 -z 2 -yz 

Solucl6n 


Hallaremos los puntos criticos de la funcion f. 


— =4 + y-2x=0 
dx 


— = x-2y -z = 0 
dy 

^- = -y-2z =0 
dz 


x = 3 

y = 2 => ^(3,2,-1) 
z * -1 


d 2 f _ 2 

^-i. 

f 

ar 2 

ckdv 


f£=. • 

V 

II 

a 2 / 

dvdx 

dvdv 

dydz 

o 

II 

rsi 

^ v =-. 

8 2 f 

fed* 

bzby 

dz 1 


d 2 f 

d 2 f 

dx 1 

dxdv 

d 2 f 

d 2 f 

dydx 

8y 2 

d 2 / 

df 

dzdx 

dzdy 


d 2 f 

d\>dz 

df 


dz 2 


-2 

1 

0 


1 0 

-2 -1 

-1 -2 
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A 1 =-2<0 1 A 2 =3>0 1 A 3 =-4<0 entonces f tiene un maximo relativo en el punto 
p (3,2,-1) y su valor es f (3,2,-1 )=6. 

Ejemplo.- Hallar las dimensiones de una caja rectangular (cerrada) de maximo volumen cuya 
superficie total es Am 2 

Solucion 

Sean x,y,z las dimensiones de la caja rectangular, por lo tanto el 
volumen de la caja es V=xyz 

El area total de la caja rectangular es: 

A-2xy 

A = 2xv + 2xz + 2 yz => z- -— 

2x+ 2 v 


xy(A-lxv) 

como V - xyz =-, x > 0, v > 0, xy £ A . 

2x + 2y 

el cual se desea que sea maximo. 



dv _y 2 (2A-Sxy-4x^2_ o 
dx (2x + 2 y) 2 

dv x 2 (2A-8xy-4y 2 ) _ 
dy (2x + 2y) 


resolviendo el sistema de ecuaciones 


n rj 


*=j- . y-J T es un punto critico de V que corresponde a un maximo relativo cuyo 


6 ' y 6 

valor maximo es: 


A A 


V--J -u* 
6 16 


Luego las dimensiones de la caja son: 
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3.61 Extremos Condicionadosj 


Muchos problemas de optimization tiene restricciones o ligaduras en los valores que pueden 
usarse para lograr la solution optima, tales ligaduras tienden a complicar los problemas de 
optimization ya que la solution optima puede ocurrir facilmente en un punto frontera del 
dominio., para superar estas dif Icultadcs usaremos una tecnica que se conoce con el nombre 
de “metodo de los multiplicadores de Lagrange” y para esto daremos las definiciones 
siguientes: 

a) Definition.- Consideremos una funcion f:DczR n ^>R definida en el conjunto 
abierto D y sea p(x x ,x 2 ,...,x n ) e D, se dice que las variables 
Xj,jc 2 »•••**„ satisface condiciones de enlace si, existen funciones <p x ,<p 2 ,... y <p n \R n —> R 
tal que: 


<Pl(x ]9 X . . X n )=0 

<p 2 (x 1 ,x 2 ...,x n ) = 0 


(p n (x 1 ,x 2 ,...,xj = 0 , m<n 

b) Definition.- Consideremos una funcion /:Dc definida en el conjunto 

abierto D. Diremos que el punto P 0 eD corresponde a un 
maximo condicionado de f (minimo condicionado de 0 si 
f(p) £f(p 0 ) (f (p 0 )Z f (p)) V/7 yp 0 que cumplan las condiciones de enlace (*). 


3.62 Metodo lie los Multlplieadores de Lagrai 


Supongamos que se maxi mi za o mini mi za, una funcion de dos variables z = f(x,y) en donde 
las variables estan sujetas a la restriction g (x,y)=0. 


Luego se construye una funcion introduciendo una incognita A llamada el multiplicador de 
Lagrange. F (x,y,A) = flXy) + X g(x,y) ... (1) 
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Ahora determinaremos los puntos criticos o estacionarios de F, es decir: 


dF(x,y,X) _df(x,y) + ^ dgjx^y) = Q 


dx 


dx 


dx 


dF{x , v, A.) _ df (x , v) + ^ flg(*,y) = Q 


fly 

flF(X y f X) 


flX 


fly 

= g(*,y) = o 


flv 


( 2 ) 


al resolver el sistema (2) se obtienen los puntos criticos o estacionarios, luego se evalua la 
funcion f en cada uno de los puntos criticos, el mayor valor de f es cl maximo de f sujeto a la 
restriccion y el menor valor de f es el minirno de f sujeto a la restriccion. 

EJemplo.- Maximizar la funcion f(x y y) = e® sometida a la restriccion x 2 + y 2 -8 = 0 

Solution 

Calculando los puntos criticos, para esto definimos la funcion F introduciendo la incognita X. 
F(x,y, A) = /(x,y) + A(x 2 +y 2 -8) de donde F(x f y, A) = e xy + A(x z +y* -8) 


— = ve* y + 2Xx=0 x = - 
dx ' 2x 


xe 


*y 


dF 

— = xe** + 2Av = 0 => A = — 
flv ' 2 y 


— =x 2 + v 2 -8 = 0 
dX 


x 2 +y 2 = 8 


yg xe 

—-—«—— => x 2 = v 2 , de donde lx 1 =8 => x 2 =4 => x = ±2 , v = ±2 
2x 2 y 

Luego los puntos criticos son P x (±2,±2), P(+2.±2) y como / (x,y) = e xy => /(±2,±2) = e A 
/(+ 2 9 ±2) = e~ 4 

Luego el valor maximo es /(±2,±2) = e 4 
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Observacion.- En algunos casos las ecuaciones de las restricciones pueden reemplazarse en la 
funcion que se va maximizar o minimizar asi el problema se reduce a los maximos 
y minimo sin restricciones. Sin embargo este procedimiento no siempre es factible, especialmente si la 
funcion que se va a maximizar o minimizar tiene mas de dos variables y varias restricciones. 

Entonces para estos casos se aplica el metodo de los multiplicadorcs de Lagrange del modo siguiente: 

Sea /: DaR n - >R una funcion definida en el conjunto abierto D tal que existen derivadas 

parciales de f hasta el segundo orden inclusive, para obtener los extremos condicionados de 
z = f(x x ,x 2 , x n ) sujeta a las condiciones de enlace: 

<P\(x t ,x 2 ,...,x n ) = 0 
<P 2 (X\,*2 . X J = 0 


<P„(X\*x 2 .^„) = 0 , m < n 

se procede del siguiente modo: 

i) Construimos la funcion de Lagrange. 

.V4. K.) m A* v x 2 . x tt ) + \<PM l ,X 2 ,...,X„)+...+\,<p m (X l ,X 2 . X n ) 

donde ^,^,...,4 se llaman multiplicadores de Lagrange. 

II) Los extremos incondicionados de F (condicionados de f) se obtiene ha partir de las 


ecuaciones siguientes: 
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dF 

ftt) 

dF 

dx 2 


0 

0 


dF_ 

BF_ 

dX i 

dF 

dX 7 


0 

0 

0 


dF 

dX„ 


= 0 


Sea P 0 uno de estos punlos 


Ml) 


Se constmye la forma cuadratica: 

obtiene a partir de: A(dx t ,dx 2 
de las condiciones de enlace. 


VSV* 

B(dx, ,dx 2 . dx ._ m ) = / ,h u dx L dx, lo cual se 

*=i /=i 


■*.)-fr-t2£s++, 

,=1 j=i 


y de las diferenciales 


d<p i (x 1 ,x 2 ,...,x„)=0 
d<p 2 (x u x 2 ,...,x n ) = 0 

d(p n (x u x 2 ,...,x n ) = 0 


Iv) Asociar a B su matriz correspondiente y estudiar el comportamiento en cada punto critico. 
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Ejemplo.- Hallar los extremos condicionados de f(x,y,z) = xyz, estando ligados las variables x,y,z 


por las relaciones <p x (x,y t z) = x + y -z-3, <p 2 (x,.y,z) = x-y-z-S 

Solucion 


Definiendo la funcion de Lagrange 

F(x,y,z, A, P ) = f(x,y,z) + A<p,(x, v,z) + P<p 2 (x,y,z) 

Calculando los puntos criticos 

F(x,y,z,A,P) = xyz + A(x + y - z - 3) + P(x - y -z - 8) 

-^ = ^z + A + p = 0 ...(1) 

OX 

± = xz + X- P = 0 ...(2) 
dF 

)SL = xy - X -p = o ...(3) 

dz 

dF 

— = x+ v- z- 3 = 0 ...(4) 
ok 

~^=x-y-z- 8 = 0 ...(5) 

<?P 

de la ecuacion (1) y (3) eliminamos X y p. 

yz + x y = 0 => y(x + z) = 0 => y = 0 v x + z = 0 

si y = 0, no existe solucion, luego suponemos para y * 9 se tiene z = -x reemplazando en la 
ecuacion (4) y (5) se tiene. 
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dy = 0,dx = dz 


</<P! ( x , y, z) = dx + dy ~ dz = 0 
d<p 2 (x, y, z) = - dz = 0 

ahora reemplazando (1) en A(dx, dy, dz) se tiene 


~<i> 


d 2 F 


d 2 F 


d 2 F 


8 2 F 

A(dx y dy , dz) = —t- dr dr h- dxdz + - dzdx + —— dzdz 

dx 2 dxdz dzdx dz 2 


& 2 F 


,8 2 F d 2 F. , d 2 F , , ,d 2 F „d 2 F d 2 F , 


~ dr dr + (-1- )dxdx + —— dxdx = (—— + 2-1- ——)drdr 

dx 1 dxdz dzdx dz 2 dx 2 dxdz dz 2 


= (0 + 2y + 0) dx dx = 2y dx dx = B(dx) 
por lo tanto B(dx) = 2y dx dx, entonces 

11 5 11 

B(dx)(p) = -5 dx dx => A n = -5< 0. Luego P( —-—) corresponde un maximo 

4 2 4 


condicionado de f. 


1) 


Hallar los extremos relativos de la funeion f(x y y) = x 3 + y 3 + 9x 2 - 3y 2 +1 5x - 9y. 

Soiuclbn 

Calculando los puntos criticos de f(x,y) 


Qf(x,y) =3x 2 

dx 


+ 18x + 15 = 0 


df(x,y) 

dy 


= 3 y 2 -6y-9 = 0 


... ( 1 ) 


resolviendo el sistema se tiene: 

|3(jc + 1)(jc + 5) = 0 \x = -\ , x =-5 
[3(y+l)(y-3) = 0 ^ [y = -l,y = 3 


Los puntos criticos son: P,(-l,-l) , P 2 (- 1,3) , P 3 (-5,-l) , .P 4 (—5,3). 
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Calculando las segundas derivadas 


S' f(x,y) 


dx 2 


= 6x + 18, 


d 2 f(x,y) d 2 f(x, y ) 


dy~ 


■ = 6 v - 6. - 


dvAr 


= 0 


■ j i . j i j j j * vf(x.y) S 2 f(x,y) ,d 2 f(x,y ) x2 
aplicando el cnterio de la segunda denvada: A =- ; -.- - - ( —-—I 

dx 1 dy 2 dydx 

para /> (-1,-1), A = (12).(-12) - 0 = - 144 < 0 

Luego se tiene en fj(-l,-l) un punto silla para P 2 {-\,3 ), A= (12).(12) - 0 = 144 > 0 


y como 


d 2 f(- U) 

a * 2 


= 12 > 0 entonces se tiene un minimo P 2 (- 1,3) cuyo valor minimo 


es f(-l,3) = -34 


para P 3 (-5,-1) , A = (-12).(-12) - 0 = 144 > 0 y como 11 = -12 < 0, entonces se 

dx * 

tiene un maxi mo en (-5,-1) cuyo valor maxi mo es f(-5,-l) = 30, para P A (-5,3), 
A = (-12).(12) - 0 = -144 < 0 entonces se tiene en el punto P 4 (- 5,3) un punto silla. 


2) Hallar los extremos relativos de la funcion z = / (x,y) = x 3 + y 3 - 15x;>. 

Solucion 

Calculando los puntos criticos de la funcion f. 


df(x.y) 


dx 

df(x,y) 


dy 


= 3jt 2 -15y = 0 ....(1) 


-3y z -15.r-0 ....(2) 


de la ecuacion (l) se tiene y = —, reemplazando en (2) 


3(—) -15x = 0 => x(x — 125) = 0 => x = 0, x = 5 
25 


para x = 0, y = 0, P x (0,0) punto critico , x = 5, y = 5, P 2 (5,5) punto critico 
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calculando las segundas derivadas ^ = 6 x , ^ = 6 y , ^ /( x ^) = _ j 5 

dx 2 dy 2 dydx 

aplicando el criterio de la segunda derivada 

A _ a 2 /(x,^) a 2 /(x,>>) . d 2 f(x,y) ]2 

dx 2 dy 2 dy &r 

para /^(0,0), = (0)(0)-(-15) 2 =-225 < 0, entonces/^(0,0) un punto silla 

para P ^(5,5), =(30)(30)-225 = 650> 0 y como -—« 30 > 0 , entonces 3 

dx 1 

minimo relativo en el punto P 2 (5,5) cuyo valor minimo es f(5,5) = -125. 


3) 


2 2 ** 

Hallar los extremos relativos de la funcion f(x % y % z) = 4x + xv-yz-x -y -z“ 


Sojucibn 


Para encontrar los puntos criticos: 
df(x,y,z) 


dx 

df(x,y,z) 


dy 

df(x,y,z) 


dx 


= 4 + y - 2x = 0 ....(1) 
= x - y - 2y = 0 ....( 2 ) 
= -y-2z = 0 ....(3) 


J y = 2x-4 

de las ecuaciones (1) y (3) se tiene : ) => z=2-x 

[y = -2z 


en la ecuacion (2) reemplazamos y=2x-4,z = 2- x 

x-(2-x)-2(2x-4) = 0 => x = 3 para x = 3, y = 2 , z = -l => P(3,2,-l) puntocritico. 

d 2 /(x,y,z) g 2 /(x,y, z) _ a z /(x,y,z) _ t 

Sr 2 ’ Sy3* ’ dzdx 
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d 2 f(x,y,z) _ | d 2 /(x,y,z) , a 2 /(x..y,z) _ [ 


chr^v 




Szdv 


dVOw) 

dxdv 


= 1 , 


d 2 f(x,y,z) 


dy : 


-2 . 


d z /(s,.y,z) 

dzdy 


= -l 


a 2 /(x,>>, z) = Q a 2 /(x,,v,z) = _ | a 2 /(x,y,z) = _ 2 

cbrdz dydz &' 


A = 


d 2 f(x,y,z ) 

d 2 f(x,y,z) 

d 2 f(x,y,z) 

dx 2 

dydx 

dzdx 

d 2 f(x,y,z) 

d 2 f(x,y,z) 

d 2 f(x,y,z) 

dxdy 

dy 2 

dzdy 

d 2 f(x,y,z) 

d 2 f(x,y,z) 

d 2 f{x,y,z) 

dxdz 

dydz 

dz 2 


-2 1 -1 

1 -2 -1 

0 -1 -2 


A, =-2<0 ,A 2 =3>0 , Aj = -4 < 0 

Luego f tiene un maximo relativo en P 0 ( 3,2,-1) y su valor maximo es f[3,2,-l) = 6. 

4) Hallar los extrcmos relativos de la funcion (maximo y minimo) de la funcion. 

z = f(x,y) = (x +y )e * -(x +y ) 

Soluci6n 

Para encontrar los puntos criticos, cada una de las derivadas parciales igualaremos a cero. 


d/(x,y,z) =x[e- (x,+ri) (2-2x 2 -2y 2 )-2] = 0 

dx 

- 1 -' ''• ~ 1 =y[e- ( * 2+y2) (2-2x 2 -2y 2 )-2] = 0 

Sy 


=> x = y = 0 


Luego P(0,0) es punto critico, ahora aplicamos el criterio de la segunda derivada 
- ^*' y) =e~ (xl+y2) \lx A +4x 2 y 2 -10x 2 -2_y 2 + 2 ]-2 


dx 2 
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5) 


3V(jf.V) =e -(*V)L.,4^.2 


3v 


|4y 4 + 4* 2 y 2 -10v 2 -2x 2 + 2 ]-2 


SvSr " 
5 : /(Ar,y)| 


! [ 4 ^ 


A = 


dx L 
8 2 f(x,y) 


= ° . 


jr’ +4;‘y-J)] 

3 2 /U,y) 


= 0 , 


d 2 /(x,y) 


dydx 


= 0 


Sr' 


d‘f(x,y) 


„ ay 


g~ /(jf,y) 2 
’ Sycbr 


= 0 - 0=0 


como A = 0 puede ocurrir que exista extremos o no, entonces para esto se tiene: 
V(;c,y)e/? 2 , * 2 +y‘>0 => -(x 2 +y 2 )^0 


de donde 0£e * y <, 1, muldplicando por 

2 2 A w 2 2, -(jt 2 +v 2 ) . 2 2 

jc+v =>0^(jc +y )e <x +y , restamos 

,2 2 v .2 2 , .,2 2 . -( x , + y : ) / 2 2 , . A 

—(x + y ) => -(jc + y )£(* + y )e -(x + y )^0 

como /(x,y) = (x"+y 2 )e~ (r+v ^(x^+y 2 )^ entonces f(x,y)^0 V(x, v) e/T 
entonces en (0,0) existe maximo y cuyo valor maximo es f(0,0) = 0. 

Hallar los valores maximos y minimos de la funcion x = e x v (2x ? + 3 y 7 ) en el circulo 

x 2 +y 2 £ 4 . 

Solucion 

t Y 




















506 


Eduardo Espinoza Ramos 


encontraremos los puntos criticos en el interior de la region. 
Es decir haciendo cero a cada una de las derivadas parciales. 


/>£>_ 


dx 

~ = 2ye~ ix2+yl) h-2x 2 -3y 2 
ay 


2 x 2 -3v 2 ]= 0 

]=° 


el sistema ( 1 ) es equivalente al sistema siguiente. 


x(2-2x 2 -3y 2 ) = 0 
x(3-2x 2 -3y 2 ) = 0 


de donde se tiene: 


x = 0 v 2-2x Z -3.y 2 =0 
y = 0 v 3 - 2x 2 -3 y 2 = 0 


x = 0a_v = 0 

x = Oa3-3x 2 -3 y 2 = 0 

2 - 2 x 2 -3v 2 = 0 a_v =0 

2 - 2 x 2 -3_v 2 =0a3-2x 2 -3 y 2 =0 


>i(0.0) 
/» 2 (0,±1) 
A (±1.0) 


-.( 1 ) 


puntos criticos en la region interior del circulo ahora hallaremos los puntos criticos en la 
frontera de la region x 2 + y 2 = 4. 


z = e~ (xKy ‘ ) (2x 2 + 3y 2 ) = e~ (xl * yl) (2x 2 + 2y 2 + y 2 ) 

z = e 4 ( 8 -v 2 ) => — = 2ve 4 =0 => v = 0 , x = ±2 
dy 

Luego P 4 (±2,0) es punto critico 
z = e- ( * 1+ > 2) (2x 2 + 3y 2 ) = e-^ ) (3x 2 + 3y 2 -x 2 ) 
z=e~ 4 ( 12-jc 2 ) => — = -2xe~ 4 = 0 => x = 0, y = ±2 


Luego ^ 5 ( 0 , 12 ) tambien es punto critico por lo tanto 
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z = f(x,y) =e~ (x +y \2x 2 + 3y 2 ) 


f(0,0) = 0 , /(0,±1) = — , /(±1,0) = - , f(± 2,0) = 4- . /(0,±2) = -j 

e e e e 


El valor mmimo es f(0,0) = 0 y se encuentra en el punto (0,0) el valor maximo es 
3 

/( 0 ,± 1 ) = — y se encuentra en el punto ( 0 ,± 1 ). 
e 


3 3 2 2 

6 ) Hallar los extremos relativos de la funcion f(x,y) = x +y + 9x -3 y +15x - 9 y 


Soluci6n 


Encontrando los puntos criticos de f(x,y). 


d/(*,.y) _ 2x ^ +18x+15 = 0 
dx 


QfO^y) 

dy 


= 3 y 1 -6y-9 = 0 


... ( 1 ) 


resolviendo el si sterna se tiene: 

[3(x+l)(x + 5) = 0 x = -\ , x 

[3(y + l)(y-3) = 0 ^ y = -l , y = 3 

los puntos criticos se obtienen combinando las soluciones: 

(-1,-1) , Pi (—1,3) , /> 3 (-5,-1) , P 4 (-5,3) 


d 1 f(x,y) 


dx 1 

d 2 f(*,y) 


= 6x +18 _ 


dx 2 


dy 2 

d 2 f(x,y) 


dyebe 


= 6 y - 6 => 


= 0 


g 2 /(-i-i) 

ay(-i-i) 

dydx 


= 12 
= -12 

= 0 
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A. 3 V(- W ) d 2 /(-l- 1 ) _ ( dV(~l~ 1) )2 = . 144<0 


ax" 


ay" 


dydx 


Luego se tiene />(-l,-l) es punto silla. 


=(1 2 )(12 )- 0 = 144>0 


ax" 


como A > 0 y 


< 9 y" dvdx 

a 2 /(-U) 


ax- 


= ] 2 > 0 entonces en el punto P : (-1,3) se tiene un minimo 


relativo, cuyo valor minimo es: f(-l,3) = -34 


A = a y< ?, i) a /( s. D _ ( a /< $. i > )2 = ( _i2)f-i2) = 144>o 


dx 


2 


ay" 


dvdx 


como A > 0 y 


d 2 f(- 5,-1) 
dx 2 


= -12 < 0 entonces en el punto (-5,-1) se tiene un maximo 


relativo, cuyo valor minimo es: f(-5,-l) = 30. 

a ■ »vw)//i-a.,y/wi,,, H2X12) , _ 144 < „ 

dx 2 dy dydx 

como A < 0, se tiene que P A (-5,3) es punto silla. 

3 2 

7) Hallar los puntos estacionarios de la funcion z = x y (12-x-y) que satisfagan la 
condicion x > 0, y > 0, y analizar su caracter. 

Solution 

r/ , 3 2 /( ~ v 3 2 4 2 3 3 

z = f(x,y) = x y (12 -x-y) = 12x y -x y -x y 


df(x ' y) =36x 2 y 2 -4x 3 y 2 -3x 2 y 2 =0 


dx 

df(x,y) 


dy 


= 24x ? _v-2x 4 _y-3x 3 _y 2 =0 


...( 1 ) 
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8 ) 


el sistema (1) es equivalente escribir en la forma. 

, como x > 0, y > 0 


x 2 y 2 (36-4x-3y) = 0 


x ,v(24-2x-3,v) = 0 
se puede simplificar el sistema 
f36-4x-3y = 0 

I 24 ^ j q ^ x = 6,y = 4 por lo tanto P(6,4) es punto estacionario 

3 2 /(6,4) 


—-- ~ - V> = 72 xy 2 ~llx 2 y 2 -6xy 3 
Sr* 

d ^ X,y ^ = 72x 2 y-Sx 3 y-9x 2 y 2 


dydx 


a >- V) .24 J i -24,"-6»V 


dy 


cbc* 
g 2 /(6,4) 

dy 2 

g 2 /(6,4) 
dy 2 


■ = -2,304 


= -1728 


= -2590 


A = 


^ - (-2304),-2590) - (-1728 , 1 


dx 


dv 


A = 2985984 > 0 y como 


dydx 

d 2 f( M) 

Sr 2 


= -2304 < 0 


Entonces en el punto P(6,4) existe un maximo. 

En el piano OXY hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de distancias que miden 
entre las tres rectas x = 0, y = 0, x + 2y-16 = 0yel punto buscado sea el menor posible. 

Solucidn 
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Sabemos que la distancia de un punto a la recta esta dado por: d {P L) = 
Luego calculando las distancias se tiene: 

*(P,L l ) = \ a \ => d~(P.L l )= aZ * ^(P. j l,) = W => d 2 {P.L 2 )=b 2 


\Ax+ By+ cj 

Ja 2 + b 2 


\a + 2b - 16| 


=> d‘ 


(a + 2b-\6y 


' VTTJ ~ " (,J > > * 5 

por condiciones del problema se tiene: 

2 ^ 2 2 2 2 ^— 16 ) 

S = d (r.L^+d'iP.L^+d => 5 = a +b +--- 


ahora calculando los puntos criticos. 


D { S = 2a +—(a + 2/>-16) = 0 


...(D 


D 2 S = 2£ + — (a + 26-16) = 0 


... ( 2 ) 


de laccuacion (1) se tiene: b = 8 - 3a 
de la ecuacion (2) se tiene: 2a + 9b - 32 * 0 

8 16 

reemplazando (3) en (4) se tiene: 2a + 9(8-3a)-32 = 0 => a =— , b = — 

8 16 

por lo tanto el punto critico es /J>(— f —) 

ahora veremos si este punto corresponde a un maxi mo o a un minimo. 

12 18 4 

D,|S* • ^ 

216 16 

4 * - D^.D^-i^S) 2 - —- 8 >0 


... ( 3 ) 

... ( 4 ) 
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,12 8 16 
entonces existe extremo, pero como Dj,Sj p = — > 0 entonces el punto p 0 (~,—) 

8 16 

corresponde a un minimo, por to tanto el punto buscado es p Q (—*). 


9) Trazar un piano que pase por el punto (a,b,c) y que el volumen del tetraedro recortado por 
dicho piano del triedro coordenado sea el menor posible. 

Solucion 

Consideremos la ecuacion simetrica del piano. 



P: 


x y z 

h — h— = 1 como p(a,b,c) g P entonces: 
r s t 


a b c rsc 

— H-f-— =1 de donde /=- 

r s i rs-as-kr 

1 

sabemos que el volumen del tetraedro es: V = — rst (de la figura). 


sustituyendo el valor de t se tiene: 


V(r,s) = 


2 2 2 
rsc 


6 (rs - as - hr) 


... (a) 


ahora calcularemos el punto critico. 












512 


Eduardo Espinoza Ramos 


dV 1 ^2rs' c(rs-as-br)-(s-b)r~ s' c ^ ^ 

dr 6 ( rs-as-br) 2 

dV 1 2 r 2 sc(rs-as-br)-(r-a)r 2 s 2 c 

— = -( -5-~)* u 

os 6 (rs - as - hr) 

de la ecuacion (1) se tiene: r>0, s>0, c>0 y 

{rs-as-br) 2 > 0 => 2{rs-as-br)-{s-b)r = 0 

de la ecuacion (2) se tiene: 

r > 0, s > 0, c > 0 ,{rs - as - bry > 0 => 2(rs - as - br) - s(r - a) = 0 => rs - as - 2br = 0... (4) 

\ rs - las - hr - 0 

Luego (3) y (4) se tiene: ] br - as = 0 br = as 

{rs -as- 2 br = 0 


•d) 

...( 2 ) 

de donde rs - 2as - br = 0 ... (3) 


as 

de donde r - — reemplazando en (3). 


2 

as 

- -2as-as - 0 => s = 3b,r = 3a 


entonces p 0 (r,s) = p 0 (3a,3b) es un punto critico reemplazando p 0 (3a,3b) en (a) se 

81a Vc 9 

tiene t = 3c ademas V ■ =- = —abc y la ecuacion del piano pedido es: 

18 ab 2 


P: 


x y_ 
3 a 3b 


z 

+ — = 1 
3c 


P: 


x y z 

—+—+—= 
a b c 


3 


10) Sean dados n puntos A^x^y^z^, A 2 (x 2 ,y 2 ,z 2 ), A 3 (x 3 ,y 3 ,z 3 ), A n (x n ,y n ,z n ). Enel 
piano OXY hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de distancias que miden entre 
todos los puntos dados buscado sea la menor posible. 

Solution 


Consideremos un punto en el piano OXY, P(x,y,0) por condition del problema se tiene: 
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F(x,y) = ^,d 2 (P,A i ) = ^[{x-x i ) 1 +(>'->'{ ) 2 +—+(0-z,) 2 ] 

i=l i=l 


ahora encontramos los puntos criticos o estacionanos. 


dFQ^y) 

dx 


n 

= Y J 2(x-x i ) = 0 
>=1 


dFVc^y) 

dy 


= ^ 2 (y-yt)=° 

i=i 


■( 1 ) 

...( 2 ) 


de la ecuacion (1) se tiene: 


^2(x-x f ) = 2^(;r-x,) = 0 

/=! i=i 


n 



- x.) = - ^x.. = nx - = 0 de donde x = — 

i=i i=i i=i i=i 1 


* n 

de la ecuacion (2) se tiene 7_,2( y- y.) = 2^(y -y .) 


i=l 


i=l 


n n 


y^( v - v,) = ^ v - ^ y g = nv - 'y^ j y. = 0 


i=i 


i=l i=i 


f=i 


I* 


i x < z>', 

i=i i=i 


de donde y = ----- Luego el punto P( J 

* n n 


-,0) es punto criti co 


d 2 F(x,y) ^ d'F(x y y) ^ 3 2 F(x,y) A 

- = zn , ---= Zn , ;—; *= U 


dx 


by i 


dvdx 


_ 1fl2 r Q 


,# * ftc 2 0y 2 


dydx 
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$*V**(jt v) 

como aL > 0 =i> 3 extremo en P pero como -r-— = 2n>0, Luego la funcion F(x,y) 

dx 1 

Z*. Z* 

tiene un rninimo en el punto. P(- --,0) 

n n 

11) Hallar la ecuacion del piano tangente a la superficie de la ecuacion siguiente 
x + y+z+xy-x 2 -y 1 = 0, en el punto de la funcion representada por dicha superficie tenga 
un valor extremo ^Que clase de extremo es? 

Solution 


Sea z = f(x,y) = x 2 + y 2 -x-y-xy, ecuacion de la superficie encontraremos los puntos 
criticos de f. 


d/(x,y) 


dx 

df(x,y) 


dy 


= 2x-l-y = 0 
= 2y-l-x = 0 


x = l 

y -1 


de donde P( 1,1) punto critico 


d 2 f(*>y) _ 2 gV(*.y ) _ 2 _ , 


dx i 


dy 1 


dydx 


«!A^2.,£4^Z),i.4-i. 3> o entoncesexiste extremo relativo y 


como 


dx 1 


d\f(x,y) 


dy' 


dydx 


dx 1 


> 0, entonces en el punto P(1,1) existe un minimo. 


para x = y = 1 => z = -1 => Q(l,l,-1) 

N = VF(x,y,z) = (2x-y-U2y-x-\'-l) entonces N = VF(1,1,-1) = (0,0,-1) 


P T : N.(x- 1, y- l f z +1) = 0 entonces P T : (0,0,-l).(x- \,y- l,z+1) = 0 . P T : z +1 = 0 
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12) Una caja rectangular sin tapa debera tener un volumen fijo. ^Como debera hacerse la caja 
para emplear en su manufactura la cantidad minima de material? 

Solution 



Sean x,y,z las dimensiones de la caja de volumen fijo V. V = xyz 
de la condition del problema, el area lateral de la caja esta dado por: A= xy+2xz+2yz ...(1) 
V 

como V = xyz => z = — ... (2) 

xy 


2V 2V 

reemplazando (2) en ( 1 ) se tiene: A = xv +-1- 

y x 


cA 2V 

— = v — v = 0 
dx x 2 




... (a) 


al resolver el sistema (a) se tiene: 


X = y = UW. 


Luego el punto P$2V, 1J2V )es punto critico y mediante el criterio de la segunda derivada 
corresponde a un mini mo, ademas z = — de donde para x = v ~l]2V , z - IJlV por lo 

tanto las dimensiones de la caja deben ser x = l[2V , y = IJlV , z = V 2V 
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13) Determinar entre los triangulos de perimetro dado el de area maxima. 

Solution 

Sean x,y,z los lados del triangulo, cuyo perimetro es: 2S = x + y + z 
ademas el area de un triangulo en funcion de su perimetro y lado es: 

A~JS(S-x){S-y){S-z) 

como 2S = x + y + z => z = 25 - x — y 

•> 

reemplazando (2) en (1) se tiene: A~ = 5(5-Jc)(5-.yH* + .y-•S , ) = f(x,y) 

Luego f(x,y) = S(S - x)(S - y)(x + y - s) 

' 1[l,y> =2S i -2S 2 x-3S 2 v + 2Sxv + Sy 2 =0 ...(1) 

dx 

' M t - V) =-3S 2 x + Sx 2 + 25 3 -2yS i + 2Sxy = 0 ...(2) 

dy 

restando (1) y (2) se tiene: Sx-Sy-x 2 +y 2 = 0 de donde 

y 2 -Sy = x 2 -Sx => (v-) 2 = {x -) 2 => x = y 

2 2 

Luego y = x reemplazando en (1) 

2$ 3 -25 2 x-35 2 jc + 25jc 2 + 5x 2 =0 simplificando 3x 2 -5Sx + 2S 2 = 0 

5S±j25S 2 -24S 2 2 2 

x =- => x = S 3 ,x=—S , z = 2S-x-y para x=v= — S , 

6 3 '3 

que mediante el criterio de la segunda denvada se tiene un area maxima, para x = y 


- 0 ) 
... ( 2 ) 


25 

3 

25 

3 


es decir el triangulo de perimetro dado de area maxima es un triangulo equilatero. 
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2 2 

14) Hallar el maximo y minimo de z = /(*, v) = cos* x + cos y, estando ligados las variables x e 

n 

y por la relation v - x = — 

4 

Solud6n 


/r 

Sea = -la restriction de x e y defmimos la funcion F(x,y,A) por: 

4 


F(x,y,A) = f(x,y) + Ag(x,y) = cos 2 x + cos 2 y + A(jy - x -) 

4 


ahora encontramos los puntos criticos. 


A) 


3F(x,.)\A) 


5y 

3F(x,.y,A) 


dX 


= -2 cos x sen x - A = 0 ...(1) 

= -2 cos y sen y + X = 0 ...(2) 


=y-x - T = o ...0) 

4 


de (1) y (2) se tiene: 


A = -2senxcosx = -sen2x 
A = 2 sen y cos v = sen 2 v 


restando estas ecuaciones se tiene: sen 2x + sen 2y = 0 (4) 


k n 

de la ecuacion (3) y = x +—, que reempiazando en 4 se tiene sen2x + sen(2x +—) = 0, de 

4 2 

sen2x 

donde sen 2x + cos 2x = 0 => sen 2x = - cos 2x, por lo tanto. -— = -1 => tg2 jc = -1, 

cos2x 

despejando tenemos que: 


n 

2* =-H 


kn 


4 


it n 
x = —41: — 

8 2 

. * € Z 

n k 

V a- +k - 

8 2 
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k n n k + 

Luego P k (-+ k —, — + £—), k e Z son puntos criticos, ahora aplicaremos el criterio 

8 2 8 2 

2 2 a 2 r 

para los extremos condicionados: d F=/y -= dx { dxj (xj = x,x 2 = 

Tn'Tt 


dg(x,y) = dy - dx = 0 => dy = dx 


d*F d 2 F F 

ademas B(dx) = (——+ 2-H- zr)dxdx - (-2 cos 2x - 2 cos 2y) dx dx 

dx 2 dxdy 


*(*)L —2 


V2 * V 2 A 

-(- 1 ) +-(- 1 ) 

2 2 


dxdx = (- 1 )* 2V2 dxd!x 


por lo tanto: si k es impar A n > 0 => al punto P k le corresponde un minimo condicionado. 


si k es par A n < 0 => al punto P k le corresponde a un maximo condicionado. 


1) Determinar los valores extremos relativos de f si existen. 


a) f(x,y)=\%x 2 -32y 2 -36x-128y-110 


b) f(x,y) = Axy 2 -2x 2 y-x 


1 64 

c) f{x,y) = - +xy 

x y 


d) f(x,y) = x 2 +y 2 -\ixy 


2x+2y+1 

e) f(x,y) = — -j- 

x +y +1 


f) f(x,y) = x i +y i +3y 2 -3x-9y + 2 


xy x y 

g) z — —(47-x-y)(-+-) 
2 3 4 


h) z^ xy (1 -x-y) 


I) z-x 2 +xy+y 2 -3x-6 y 


J) f(x,y) = x i +y i -\5xy 
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2 ) 

3) 

4) 

5) 

6) 


k) /(*, v) = v)(*+ v-a) 

l) f(x,y) = x 3 +y 3 -3x-l2y+20 
II) f(x,y) = x 2 + xy + y 2 - 2x-y 

m) / (jc, v) = x 4 + v 4 -2 jc 2 +4jcv-2v 2 


I * 2 y 2 
n) f(x,y) = xyj 1 — r -~- 

| a b 


P) /(*.j 0 = 


1 + JC-V 
^/l + X 2 t/ 


r) /(^) = 4 -(x 2 +/) 2/3 


x x - , 2 2,2/3 

0) /(x,^) = l-(x + y ) 


8 x 

q) /(*,>>) «x > 0, y > 0 

X V 


/(*,j0 = x 3 -3xy 2 +2/ 


—j-s- 

t) f(x,y) = e 2+x + ™' y - cosy 
«) f(x,y) = x 2 +>' 3 +3a>’ 2 -18(.t + .y) 

Calcular los valores extremos de la funcion f(x,y) = 3 axy-x* -y 1 . 

Determinar los extremos relativos de la funcion f(x,y) = (x - y)(xy - 1) si existen, 

Hallar los extremos de la funcion si existen f(x,y) = x 2 + y 3 - 6xy + 3x + 6y - 2. 

Hallar los valores extremos relativos o puntos de ensilladura de las siguientes funciones: 


a) f(x,y) = x +6x 2 -y 2 +9x + 8 


b) f(x,y.) = x 2 -3xy 2 + 2y 4 


Calcular los extremos relativos de las siguientes funciones: 

2 


a) f(x,y) = Ln(x*‘+y+ 1) b) /(x,y) = {5x+ly-25)e 

I 2 7 

c) f(x t y) = x-2y + Ln^x +y +3arc.\g - , x > 0. 


i. 

i r + rr+ v ) 
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7) Hallar los extremos relativos de las funciones siguientes: 

») f(x,y,z) = 4x+xy-yz-x' -y 1 -z 

X 3 ? 3 ? 

b) f(x,y,z) = — -3xy-3xz-3y 2 +—z 2 -Sx-2 

2 2 2 

c) /(x,j\z) = x + >> + z -xy + x-2z 

2 z 2 2 

d) f(x,y,z) = x+-+—+-,x> 0 , y>0 , z>0 

Ax y z 

e) f(x,y,z) = x 2 +2y 2 +z 2 + xy-2z-7x+12 

0 /(x,j\z) = x 2 +xz-y + y 2 +yz+3z 2 

g) f(x,y,z) = 31nx + 2in.v + 51nz + ln(22-x- y-z) 

8) Hallar los valores maximos y minimos de la funcion z = x 2 + 2xv-4x + 8j> en el rectangulo 
limitado por las rectas x = 0, y = 0, x 2 l, y = 2. 

9) Determinar el maximo y minimo absoluto de las funciones. 

a) f(x t y) = x 2 y b) f(x,y) = x 2 ~y 2 en la region x 2 + y 2 ^ 1. 

10) Determinar el maximo y minimo absoluto de la funcion f(x,y) = x 3 + ^ 3 -3xy en la region 
0^x<:2 , -1 Zy<>2. 

2 

11) Hallar los valores maximos de la funcion z-x y(A-x-y) en el triangulo limitado por las 
rectas x = 0, y = 0, x + y= 6. 

12) Hallar los valores maximos y minimos de la funcion z = sen x + sen y + sen (x + y) en el 

n k 

rectangulo, 0 £ x £ — , 0 £ y £ —. 
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2 2 

13) Determinar el menor y mayor valor de la funcion z = x +3 y +x-y en el triangulo cuyo 
borde son las rectas x = 1, y = 1, x + y = 1. 

14) Determinar el mayor y menor valor de la funcion z = xy + x + y en el rectangulo cuyo borde 
son las rectas x=l,x = 2,y = 2, y = 3. 

15) Determinar el menor y mayor valor de la funcion z = x 2 - xy+y 2 - Ax en el dominio cerrado 
cuyo borde son las rectas x = 0 , y = 0 , 2x + 3y -12 = 0. 

16) Determinar el menor y el mayor valor de la funcion z=l-x 2 -y 2 en el circulo 
(;c-l) 2 +(j'-l) 2 £ 1. 

17) Determinar el menor y mayor valor de la funcion z = sen x + sen y + cos (x + y) en el 

3n 3/r 

dominio 0 £jc£— , —. 

2 ' 2 

18) Determinar el menor o mayor valor de la funcion z = cos y + cos (x + y) en el dominio 
0£x£n , 0 < y ^ 7t. 

2 2 

19) Un disco circular tiene la forma de la region acotada por la circunferencia x +y = 1 si T 

grados es la temperatura de cualquier punto (x,y) del disco y T= 2x 2 + y 2 -y 9 encontrar los 
puntos mas calientes y mas frios en el disco. 

20) Hallar los valores minimos de la funcion z = x 2 +y 2 en el circulo (x-^Jl ) 2 +(y-V2 ) 2 ^ 9 

21) Si la temperatura en cualquier punto de la esfera x 2 +y 2 +z 2 =4, esta dado por 
T = 3x 1 3 y 2 3 z L 3 . Hallar los puntos mas fnos y mas calientes de la esfera. 

22) La temperatura en grados centigrados en cualquier punto de la region limitada por las rectas 
x = 0, y=0, x + y = 3, esta dada por f(x,y)=8x 2 ^xy+Sy 2 -4x-8y. Determinar la maxima y 
minima temperatura en la region incluida las line as fronteras. 
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23) Hallar los valores maximos y minimos de la funcion z = x 2 — y 2 en el circulo x 2 + y 2 £ 4. 

24) Sea la funcion f(x,y) = x 2 -2ry + 2 y 2 -3 jc + 5 y . Determinar los extremos de f en la region 

encerrada por las curvas I y| = x+2 ; x=0. 

25) Hallar los extremos de la funcion f(x,y) = sen x + cosy + cos(x - y) en la region deflnida por 

n k 

0 ^ x ^ —, 0 ^ y £ — 

2 2 

26) Determinar entre los tnangulos iascritos en una circunferencia el de mayor area. 

27) En el piano XOY, hay que hallar un punto M(x,y) tal que la suma de los cuadrados de sus 
distancias hasta las tres rectas x = 0, y = 0, x — y + 1 = 0, sea la menor posible. 

28) Determinar entre los rectangulos de area S dada, el de menor perimetro. 

29) Desarrollar el numero “a” en tres sumandos positivos de modo que el producto de estos tenga 
el valor maxi mo. 


30) Representar al numero “a” en la forma de producto de cuatro factores positivos cuya suma sea 
la menor posible. 

31) Trazar un piano de modo que pase por el punto (a,b,c) y que el volumen del tetraedro 
recortado por dicho piano del triedro coordenado sea el menor posible. 

32) Dados tres puntos A(0,0,12), B(0,0,4) y C(8,0,8) en el piano OXY. Hallar un punto D tal que 
la esfera que pase por estos tres puntos tenga el menor radio posible. 

33) Inscribir en la esfera dada de diametro 2R un paralelopidedo rectangular que tenga el mayor 
volumen posible. 

34) En el piano x + y - 2z = 0, hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de las distancias 
que miden entre dichos puntos y los pianos x + 3z = 6; y+3z = 2, sea la menor posible. 
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35) Hallar la ecuacion del piano que contiene el punto (1,2,1) y que corta en un tetraedro de 
volumen minimo en el primer octante. 

36) ^Cual es el volumen del mayor paralelepipedo que puede ser inscrito en un eiipsoide 



37) Se quiere construir una cistema metalica abierta para agua, con un triangulo rectangulo como 
base y lados verticales. Si el volumen de la cistema debe ser de 2m . ^Que diseflo redundara 
en el area del metal.7 

38) Encontrar la distancia minima entre el punto (0,-2,4) y los puntos del piano x + y - 4z = 5. 

39) Un paralelepidedo rectangular tiene tres de sus caras en los pianos coordenados y el vertice 
opuesto al origen en el primer octante y en el piano 2x + y + 3z = 6. Encontrar el volumen 
maxi mo que puede tener este paralelepipedo. 

40) Encontrar las constantes a y ^ de tal manera que: 

f ft 2 2 

F{a , P ) = J (sen x - (ax + (3x )) dx , sea minimo. 

2 2 

x y 

41) ^,En que punto de la elipse — + -—r = 1, la tangente a esta, forma con los ejes coordenados el 

a b 

tnangulo de me nor area.? 

42) Hallar el paralelopipedo rectangular de volumen maximo que tiene tres caras en los pianos 

x y z 

coordenados y un vertice en el piano — + “+ — = 1. 

a b c 


Demostrar que en el interior del triangulo ABC, hay un punto P tal que: 
(d{P,A)) 2 +(d(P,B)) 2 +(J(/ > ,C)) 2 , es minimo, identificar el punto. 


43 ) 
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44) Encontrar las distancias maximas y minimo desde el origen hasta la superficie 

X 4 V 4 Z 4 

(—) + (—) + (—) = 1, donde a > b > c > 0. 

a b c 

45) Encontrar el volumen maximado por los pianos x = 0, y = 0, z = 0 y un piano tangente a la 

2 2 2 
x y z 

elipsoide —+—- + —- = 1, en el primer octante. 
a b c 

46) Encontrar los extremos relativos de la fimcion dada en cada uno de los casos, sujeta a las 
restricciones dadas. 

v 2 2-2 

a) z = xy para x +y =2 a 

b) z = x m +y m (m > 1) para x + y = 2, (x 2 0, y ^ 0) 

2 2 x V 

c) x = x + v para —+— = 1 

2 3 

K 

d) z- cos x + cos y para y-x- — 

4 

11 111 

e) z — —i— para —- + — = —r- 

x y x y' a 



g) z = 25-x 2 -y 2 para x 2 +y 2 -4y = 0 

h) z = 4x 2 +2y 2 +5 para x 2 +y 2 -2y=0 

I) z = x 2 +y para x 2 +y 2 =9 j) z = xy para x 2 +y 2 =4 

47) Encontrar los extremos relativos de la funcion dada en cada uno de los casos sujeta a las 
restricciones dadas. 
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a) fix, y, z) = x 3 + y 3 + z J para x + y + z = 1 

x 2 v 2 z 2 

b) fix, y, z) = x 2 + v 2 +z 2 para — =1 (a > /> > c) 

a b c~ 

c) fix, y, z) = xy 2 z 3 para x+y+z= 12 (jc > 0, y > 0, z > 0) 

1 1 1 

d) fix, y, z)=xvz para — + — +—=] 

x y z 

c) fix, y, z) = a(a -x)(a-y)(a -z) para x + y + z = 2a (a > 0) 

f) fix, y, z) = x 2 +y 2 + z 2 para 3x-2y + z-4 = 0 

g) f(x, y, z) = xyz para x 2 + 2y 2 + 4z 2 = 4 

h) fix, y, z ) = > ,3 + xz 2 para x 2 +y 2 +z 2 = 1 

i) fix, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 para xvz = 1 

j) fix, y, z) = xyz para x 2 + y 2 + z 2 = 1 

k) fix, y, z) = x + y-hz para x 2 +y 2 +z 2 = 9 

48) Sea C la curva de ecuaciones x 2 + z= 8, x 2 +8y 2 -z = 0 x > 0. Hallar el punto de C mas 
alejado del piano z=10. 

49) Hallar las distancias maximas y minimas de un punto de la elipse x 2 +4 y 7 =4a la recta 
x + y = 4. 

50) Sea C la curva de interseccion de las superficies x 2 +z 2 = 2y, x-j> + z + 3 = 0, encontrar el 
punto , en la curva C, que este mas alejado del piano xz. 

3 

51) Sea C la curva de interseccion de las superficies = l + (z-l) 2 ; x=l, hallar el punto de la 
curva mas proximo al piano XY. 
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52) Calcular las dimensiones exteriores que debera tener un cajon rectangular abierto, del que se 
dan el espesor de las paredes 5 y la capacidad (interior)V; para que al hacerlo se gaste la 
menor cantidad posible de material. 

f 1 2 

53) Determinar las constantes a y b para que la integral + f(x)) dx , tome el menor 

valor posible si: a) f(x) = x 2 ; b) f(x) = (x 2 +1)' 1 . 

54) Encontrar los puntos en la curva de intersection del elipsoide x 2 +4 y 2 +4z 2 = 4 y el piano 
x + 4y - z = 0 que esten mas cercanos al origen y encontrar la distancia minima. 

55) La section transversal de una batea es un trapecio isosceles. 

f(x,y)=x 2 -2xy + 2y 2 -3x + 5y 

Si la batea se construye doblando los lados de una franja de metal de 18 pulg. de ancho, 
^Cuales sen an las dimensiones, para que el area de la seccion transversal sea maxima.? 
siendo h, L las variables independientes. 

4 

56) Los hiperplanos x + y-z- 2<u = l, x-y + z + co = 2, se cortan en el conjunto j en R 
Encontrar el punto de j que diste menos al origen. 

57) Supongamos que tenemos una curva definida por la ecuacion 
G(x, v) = Ax 2 +2Bxy-hCy 2 -1 = 0. Encontrar la distancia maxima y minima de la curva al 
origen. 

58) Encontrar la distancia minima entre la parabola y = -x 2 y el piano 2x + y + z = 4. 

59) En el piano 3x - 2z = 0, hallar el punto tal que la suma de los cuadrados de las distancias que 
median entre dichos puntos y los puntos A (1,1,1) y B (2,3,4) sea la mayor posible. 
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60) Encuentre las distancias mas corta del origen a la curva dada por la interseccion de las 
superficies xyz = a , y = bx, a > 0, b > 0. 

2 2 2 

61) En la superficie x +96 y +9 6z =96, hallar los puntos cuyas distancias a, 
3 jc + 4 y + 1 2z = 288, sea la menor posible y la mayor posible. 

2 > 2 

62) Hallar la distancia mas corta entre el elipsoide de 36x +9y“+4z“=36 y el piano 
2x+ y+z+4= 0. 

63) Encuentrese los pantos mas cercanos al origen de la interseccion del hiperboloide de una hoja 

2 2 2 

x + v = 1 y el piano 2x + y + z = 0. 

2 2 

64) En la parabola 2 jc -4xy + 2yf - x- y * 0, hallar el punto mas proximo a la recta 
9x- 7y+16 = 0. 

65) Dados los puntos A(4,0,4), B(4,4,4), C(4,4,0). Hallar un punto M en la superficie de la esfera 
x 2 + y 2 + z 1 =4 de modo que el volumen de la piramide MABC sea el mayor posible. 

Rpta. M(-2,0,0) 

66) Una fabrica produce taladros y sierras cuyos precios por unidad son S/. 500.00 y S/. 70.00 

respectivamente. El costo de producir sierras, “y” taladros es 

2 2 
xv x v 

C(x y v) = 45x + 32v—=- + — + — . Halle los valores x e y para que la utilidad sea maxima. 
30 40 80 

Rpta. x = 9102, y= 12288 

67) Hallar los puntos sobre la superficie z = x 2 + y 2 que estan mas proximo al punto (3,-6,4). 

68) En que punto de la curva x = a sen t, y = b cos t, t g [0,2rc] la recta tangente a esta curva 
forma con los ejes coordenados un triangulo de area maxima. 
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a) Deflniclon.- La funcion f:Dcz R n R y definida por z = /(x lt x 2 ,...,x , l ) 1 se llama 
homogenea de grado k, si para cualquier numero real X, si se cumple: 

/( Ax 1 ,Aa: 2 ,...,Ax„) = A 1 f(x ]t x 2 ,...x n ) 

Ejemplo.- Las funciones siguientes son homogeneas: 

1 ) f(x,y) = x 2 +y 2 + xy , homogenea de grado 2 

V y 

2 ) /(x, v) = xsen-“ + y cos— , homogenea de grado 1 

x x 

3 — 3 y 

3) f(x,y) = x e* +y sen —, homogenea de grado 3 

x 

V V 

4) /(x,>\z) = fl 7 t\tg—+arco.sen— , homogenea de grado cero 

x x 


b) Propledades de las Funciones Homogeneas 

lero. Sea z = f(x,y.) una funcion homogenea de grado X, entonces 

x y x x 

z = x 0 (—) = y \f/ (—), donde <j> y \|/ son funciones de una sola variable, 
x y 


Demostracldn 

Como z = f(x y y) es de grado X y podemos escribir: 

y 

z = f (x.l,x.—) y por homogeneidad (X . x). 
x 

x v v y x y 

z — x /( 1 ,—), Ilamemos 0 (—) = /(l,—) tenemos z=x 0 (“); en forma similar 

X XX X 

puede hacerse con la variable y. 
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2do. Si z = f^x,y) es una funcion homogenea de grado X, entonces cualquiera de las 
derivadas parciales de primer orden es una funcion homogenea de grado X - 1 . 

Demostracion 

x y 

Por la propiedad lera. tenemos que z =x <p (—), derivando como producto y aplicando 

x 

t 

la regia de la cadena: — =Xx x <)>(—) + x K ^\-~~) = Xx k 1 <)>(-)- x k ~ 2 yf(* ) ahora si 
dx x x 7 x x 

reemplazamos (x,y) por (r x, r y ), <f> y <p' no se veran alterados de modo que en los 

factores x k 1 y x X 2 sera posible factorizar r A \ lo cual prueba que — es homogenea 

dx 

de grado X - 1. 


3ero. Teorema de Euler.- Si z = /(x, y)es una funcion homogenea de grado X, 

dz dz . 

entonces x —+ v —-Kz 
dx dy 


Demostracihn 


k v 

Como z =x <(>(—), derivando se tiene: 


V<4 *=**'♦'<*) 

dx x x dy x 


dz 


, . .. , VZ < T _ \ V l V. 

multiplicando por x a — se tiene: x — = X* cp(- ) - x yy (' ) 
dx dx x x 


... ( 1 ) 


dz dz i i y 

multiplicando por y a — se tiene: y — v<|>'(—) 

dx dx ' x 


... ( 2 ) 


dz dz i v 

sumando ( 1 ) y ( 2 ) se tiene: x — + y —=kx d>(—)=Xz 

dx ’ dy x 


dz dz . 
:.x—=+—=kz 
dx dv 
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4to. Teorema de Euler.- Una condition necesaria y suficiente para que una funcion 

/(x,,x 2 ,...,x n ) f definida y diferenciable en una region 

abierta D<zR n , sea homogenea de grado X es que la funcion f debe satisfacer la 

relacionde Euler: x i -^+x 2 -^— + ...x n ^-~=kf(x lJ x 2 i~'X n ) 

dx { dx 2 dx n 


5to. Si z = f{x,y) es una funcion homogenea de grado X , entonces. 


2 d‘: ^ d* z 2 

x —- + 2xy—— + v —-=X(X- l)z 
dx 2 dxdy ' dy 2 


Demostracidn 


Como el teorema de Euler establece una igualdad de funciones, tenemos: 

dz dz . 
x —+v—=Xz . 
dx ' dy 


Calculando las derivadas parciales, se tiene: 


d . dz dz d 

— (x —+ y —)=— (Xz) 
dx dx dy dx 

d . dz dz x d „ . 


efectuando estas derivadas parciales se tiene: 


d 2 z dz d 2 z _ dz 

x —- + — +y -=X— 

dx * dx dydy dx 

d 2 z d 2 z dz , dz 

x -t -y —-- +— =X— 

dydx dy- dy dy 


multiplicando por x a la primera ecuacion y por y a la segunda ecuacion. 
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fi 2 z dz 


-r- + X-h XV 


fi 2 z dz 
= Ax — 


fir fir ' fitfiz fir 
fi 2 z 2 fi 2 z 5z fiz 

xv + v + - - , + v —■ A.v — ■ sumanuo las dos ecuaciones. 
fivfir fiv* ‘ fiv ‘ fiv 


2 fi 2 Z _ fi 2 Z 2 fi 2 * & fiz . ,xfiz fiz v 2 fi 2 ^ 

x — T + 2xv- +y'+ —-+A'—+ y — = X( — + V — )x — T + 

fir* ’ dxdy fiv* fit dy fit ' fiv fit* 


- d 2 z 2 d 2 z \ 

+ 2xv- + V -- + ^2 = AZ 

dxdy ’ fiv 2 


2 fi 2 Z ^ fi“I 2 d 2 Z 


—- + 2xv —— + y — r- = X(X-I)z 
fix 2 * firfiv ' fiv 2 


1) Una expresion dc la forma M(x,y)dx+ N(x y v)dv se denomina diferencial exacta si 
existe una funcion f.DczR 2 —> R tal que df{x,y)~ M(x, v)dx + N(x,y)dy. 


2) Una expresion de la forma p(x,y,z)dx+ Q(x t v,z)dv + R(x y \\z)dz se denomina 

diferencial exacta si existe una funcion f:DaR 2 -+R tal que 
df (x,v,z) = p(x, y,z)dx+ Q(x,y,z)dv+ R(x,v,z)dz. 


3) Teorema.- Supongamos que M y N, son funciones continuas con derivadas 
parciales de primer orden continuas en D. Entonces la expresion 

M(x , y)dx + N(x , v)dv es una diferencial exacta si y solo si = —— ,V(x, y) e Z) 

fiv fir 


Ejemplo.- Examinar si (e x sen y- 2 y sen x)dx + (e x cos y + 2 cos x)dv es una diferencial exacta. 

Selsuttii 


■ 
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M =e x sen y-2ysen x 


8M 

-= e coy - 2 sen x 

dv 


N = e v cos y + 2 cos jc 


dN x 

-= e cos y - 2 sen x 

dx 


dM dN 

como -= — ,cs una difercncial exacta. 

dy ax 


4) Teorema.- Supongamos que P, Q, y R, son funciones continuas en D entonces, 
P(x, v,z)dx + Q(x,y,z)dv+ R(x y v<z)dz, es una diferencial exacta en 

dP dQ dP dR dQ dR 
dv dx ' dz dx' dz dv 


Ejemplo.- 


Determinar si la diferencial dada es exacta (2xv + j 2 )dx + (2 vz + x 2 )dy + (2 xz+y 2 )dz 


Soluci6n 


\p = 2xy + z 2 
I Q = 2yz + x 2 


dy ^ ^ dp__dQ_ 

dQ = 2x fy dx 
dx 


\p = 2xv + z 2 
[/? = 2 xz + y 2 


dP _dR 
dz dx 


\Q = 2vz + x 2 
\r = 2xz + y 2 


dQ , 

aT* 

dR . 

* =2 ' 


dQ dR 
dz dy 


por lo tanto la expresion dada es una diferencial exacta. 
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Observackm.- Suponiendo que M(x,y)dx + N(x,y)dy sea una diferencial exacta entonces, 

df(x, v) df(x t v) 

3/(*,y) tal que -— = A/, - '— = N; se puede tomar cualquiera de 


8x 


dy 


estas dos ecuaciones, ( ^ x '^ = M(x, v) , integrando respecto a x. 

dx 


f(x>y) = J M (jc, y)dx + g(y), derivando respecto a y. 


= j-\M(x,y)dx+g '(.v) = N(x, y ) 


g’(y) = N(x,y)--^-jM(x,y)dx, integrando g(y) = ^[N{x,y)-^-^M(x,y)dx]dy 
•••/(*. y) = \M (x, y)dx + J [N(x, y)-j-\M ( x, y)dx]dy 


EJemplos.- Demostrar que la diferencial dada es exacta y hallar la funcion f de la cual es diferencial 
total. 


2 2y l J > 3 3y" 

1) (3* tgy- —)dx+(x sec‘y + 4y H- —)dy 


M = 3x 2 tgy- ——+ z 2 
x 

3v 2 

A^ = x 3 sec 2 v + 4v 3 +^— 

x 2 


Soluddn 

dM 


= 3x 2 sec 2 v--^r- 


dy 


dN 2 2 6 y ‘ 

-= 3jc sec v-— 


dM dN , 5/(jc,y) „ 5/(jc,y) 

como -= -— , es exacta, entonces 3/(*,y) tal que -— = M y —-= N 

dy dx dx ' dy 
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df(x,v) 
dx 


7 2 v'' f 5 2v' 

= M=3x tg>»—^-integrado f(x,y) = J (3x tg v— ^j-)dx + g(y) 


2 / 

x 3 


i 

3 V 

f(x,v) = x tg v + — + g(y) , derivando 
x" 


df(x, v) 3 2 3y : „ 3 2 - 3 3 y* 

— -— = x sec .y + —-j— + g (y) = N = x sec y + 4 y + 

dy x* x 


g'(y) = 4y 3 => g(.y) = y* entonces f(x,y) = x 3 tgv + ^-+>' 4 


2) (2xyz-3>' 2 z+8xv 2 + l)dx+{x 1 z-(>xyz+%x 2 y+\)dy+{x 1 y-3xy 2 + 3)dz 


|/ > = 2xyz-3>' 2 z + 8xr 2 +2 
|£? = x 2 z-6xyz+8x 2 .y + l 


[/> = 2xyz-3_y 2 z + 8xv 2 +2 
|/J = x 1 yz-3x)’ 2 +3 


Solucjdn 


— = 2xz-6vz + l6rv 

dy 

dO 

— = 2xz - 6 yz +16xy 

c!x 


d/» = d(? 
dy dx 


6P 

dz 


2 ^- 3 / 


dR - * 2 

— = 2*y-3y 
dr 


dP _dR 
dz dx 


Q = x 2 r-6x^2 + 8x 2 > v + l 
/? = x 2 v-3jcv 2 +1 


dQ 

dz 


x 2 -6xy 



=> 


dQ dR 

dz dy 


por lo tanto la deferencial dada es exacta, ahora calcularemos la funcion f (x,y) 

- ~ Xy y ' = P = 2xyz -3 y 2 z + 8 xy 2 + 2 , integrado 
dx 

/(x, y, z) = | (2xyz -3y 1 z + %xy 1 + 2 )dx + g(.y, z) 
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f(x,y,z) = x 2 yz-3xy 2 z + 4x 2 y 2 + 2x + g(y,z), derivando 

f -' - ' ' = x 2 z-6xyz+Sx 2 v +g Y (y,z) = Q = x 2 z-6xvz+8x 2 v +1 
by 


gy(.v,z) = 1 => g(v,z) = y+h(z) 

f(x,y,z) = x 2 yz-3xy 2 z+4x 2 y 2 +2x+y+h(z), derivando 

a/~(AT,.V,Z) =x 2 y _ 3xy 2 + h ( 2 ) = R = x 2 y- 3^2 +1 

bz 

h(z) = 1 =>/>(r) = r . f(x, v,z) = x 2 yz-3xv 2 z+4x 2 v 2 +2x+ v + z 


iy^l......<Eiirdcios PropuestosJ 


1) Probar que las siguientes funciones son homogeneas y hallar su grado: 


a ) f(x y y) = ax* +*v 3 


- v s, * >1 1/5 3/s 1/5 

b) f(x y y) = 4x v + z 


c) f(x,y) = - 


2 ,2 

ary + />x v 


x + v 


3 _ 3 

d) f(XyV) = ln(—;—- J ) 

X + V 


e) f(x,y)= Ax 2 + 2 By + cy 2 


f) f(x,y) = 


X+ V 




2) Mostrar que la funcion homogenea de orden cero z = f(y/x) satisface la relacion 

dz dz 

x — + y — = 0. 
dx dy 

3) Si , probar que: . f 2^-^ + /* - 0 

X dx 1 dydx dy 1 


k Z V 

4) Mostrar que la funcion homogenea de k-esima orden u = x F (—), donde F es una funcion 

x z 

du du du 

derivable satisface la relacion x-h y— + z— = /ru. 

Sx ' dv dz 
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5) 


Demostrar que z = (ax + by) a (cx + dy) 1 ° y z=ax a y X a +bx^ y l ^ son funciones 
homogeneas y comprobar en cada caso , el teorema de Euler. 


6) Demostrar que si (j> (x,y) es una fund on homogene a de grado n y <p(x,y) es una funcion 
homogenea de grado 1-n, entonces la funcion /(*,y) = (j)(x, y) + <p(x,y) (que en general no 
es homogenea), satisface la relacion. 


■*£ 


2 xv^-+ = 


dxdv 


dy 


7) Para la funcion homogenea z = ax a , demuestre que x — + y— = (a + p )z 

dx ' dv 


2 d 2 z 


d 2 z 


2 d 2 z 


dr 


Y + 2xy—r- + v— r = (a + p-l)z. 
dydx dy 1 


8) Si y = /(JCj) es una funcion homogenea de grado r, demuestre que: 
jc 2 *3 

y = x x r <j> (——), siendo <j) una determinada funcion de (n-1) variables. Deducir que 


dv dv 


dy 


la derivadas parciales son homogeneas de grado (r-1) y que x { + x 2 —— +...+ x n —— = rv . 

^ dx„ 


dx x dx 2 


9) Determinar cuales de las diferenciales son exactas, en caso que sea una diferencial exacta, 
hallar la funcion para la cual es diferencial total. 

3 2 3 3 1 1 

a) (x +3jc y)<£c + (* +y )dy b) (2y-— )dx + (2x + —)dy 

x y 

c) (ye J + 2xy)dx + (xe xy +x 2 )dy d) (x 2 +2xy)dx + (y 3 -x 2 )dy 

e) (jc + cosxtg y)dx + (y 3 -x 2 )dy 

i 

f) (3x 2 lny-x 3 )<ix + (x + tgx.cosy)^v 
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10 ) 


1 x lnx 

g) ( 2x In y + — )dx + (- r )dy 

xv y y 

h) (e v + cos x cos y)dx - (sen x. sen y -xe y )d 

i) (2x-y + 3z)dx + (3y + 2z- x)dy + (2x + 3v-z)dz 

j) (2xy + z 2 )dx + (2 vz+x 2 )dv + (2xz+y 2 )dz 

1 v z 1 x z 1 x v 

k) (————)dx + ( -—-—— T)dz 

yz x z x y xz y z xy xy yz xz" 

Demostrar que la diferencial dada es exacta y hallar la funcion f de la cual es diferencial total. 
1 1 


a) (seny + ysenx + — )dx+ (xcosj>-cosx + — )dy 

x y 

1 x y y 1 y x x 1 

b) ( — sen- '—cos— + l)d!x+(—cos-j-sen—+— )dy 

y y x x x x y y y 

2 2v 3 2 3 

c) (3x tgv- —)dx + (x sec y+4y +-^j-)dy 

x x 


d) [a cos( ax + by) - b scn(dx + ay)]dx + [b cos (ax + by)-a sen(frt + ay)]dy 


V + senxcos xy 

- 

cos xy 


dx + {- 


cos xy 
2 


-+ sen v)dy 


x 

f) (x lny + v\nx + y)dx + ( — +xlnx)dv 

2 y 


g) ( e* sen y-2 vsenx)dx + (e* cos y+ 2cosx)dy = 0 


h) (2xy* + y cosx)dx + (3x 2 y 2 + sen x)dv 


V x 

I) (- y + arc • 45 y)dx +(- Y +arc ' l 8 x )dy 

1 + x " .1 + y 
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11) Demostrar que la diferencial dada es exacta, y hallar la funcion f de la cual es diferencial 
total. 

1 z lx 1 v 

a) (——)dx + (- — 2 ")rfv + (—-V)dz 

y x z y x 

b) (2 xyz - 3 y 2 z + 8 xy 2 + 2 )dx + (x 2 z - 6 xyz + 8x 2 y + \)dy + (x 2 y- 3xy 2 + 3 )dz 

c) (x 2 -y)dx-(x-3z)dy + (z+ 3y)dz 

d) yzdx + xzdy + xydz 

e) (ze* + e r )dx + (xe v - )dy + (- ve‘ +e* )dz 

f) (2x cosy - 3 )dx - (x“ sen v + z 2 )dv - (2yz - z)</z 

g) (2y 3 -8xz 2 )dx + (6xy 2 + l)dfy-(8x 2 z+ 3z 2 )dz 

12) Determinar la constante a para que la diferencial sea exacta. 

a) (x+ ve 2x} )dx + axe lTy dv 

1 1 ax+1 

b) ( —+—)dx + ——dy 

x y y 

c) (e**** + 3x 2 y 2 )dx+(2yx* +e ax+> )dy 
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CAPITULO IV 


4 . FUNCIONES VECTQR1AL1S DE VARIAS VARIABLES, 

Pre-requisitOS.- Para la comprension adecuada de este capitulo de las funciones 
vectoriales de varias variables se requiere del conocimiento previo de: 
Calculo diferenciales e integral. 

Funciones vectoriales de variable real. 

Funciones de varias variables. 

Superficies. 

ObjetivoS.- Establecer los fundamentos necesarios para la interpretacion del gradiente de 
una funcion de varias variables, la divergencia, el rotacional, de tal manera 
que al concluir el estudio del presente capitulo el estudiante debe ser capaz de: 

Utilizar estos conccptos en las integrales Curvilineas. 

En el teorema de la divergencia de Gauss y el teorema de Stokes. 

Las aplicaciones en fisica, quimica e ingenieria. 

Las aplicaciones de la integral de superflcie para la determinacion de la masa de una 
superficie y la densidad de flujo de un campo de velocidad a traves de una superflcie. 

Se ha estudiado las funciones reales de variable real o funciones reales de una variable 

/: R~ — >R , asi mismo se ha estudiado las funciones vectoriales de variable real 

—> 

/: R - > R n , tambien se ha estudiado las funciones reales de varias variables 

/: R n - >R, ahora estudiaremos las funciones vectoriales de varias variables que 


denotaremos por f : R 
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Una fund on vectorial de variable vectorial es una correspondence de un conjunto A de 
vectores a un conjunto B de vectores de tal manera que para cada vector x e A existe un 
vector f(x) e B , es decir, es una transformacion del conjunto A en el conjunto B. 

Si A es un conjunto de R n y B es un conjunto de R m entonces diremos que / es una 
funcion de R n en R m cuya notation es /: R n —— >R m . 

— > —► 

Ejemplo.- Las funciones /: R - > R n y /: R n - >R son funciones de este tipo de 

funciones. 

—> —♦ 

Ejemplo.- La funcion F definida por F(x, y) = (x + 4, y + 5) es una funcion vectorial de dos 
variables. 


Ejemplo.- El gradiente de una funcion de R n en R es una funcion de R n en R n . Si, 

f(x,y,z) = x 2 y + yz => Yf(x,y,z)=(^-,^-, |^), de donde 

ox ay oz 

Yf(x,y, z) = (2 xy, x 2 +z, y). 

t 

Luego F : 3 -► R 3 tal que F(x ; y 9 z) = Vf(x , v, z) = (2xy, x 2 + z, y) 

Observation.- Las funciones vectoriales de una parte del piano R 2 o del espacio con rango un 

conjunto de vectores de R 2 es definido por: 

*♦ —♦ —» 

F : Da R 2 -> R 2 tal que F(x, y) = P(x>y) i +Q(x,y) j 
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F: Da R - >R~ tal que F(x y y y z) = P(x y y y z) i + Q(x y y,z) j 



Si el rango de la funcion vectorial es un conjunto de vectores de R 3 , estas funciones son 
definidas por: 

F : Da R 2 - > R 3 tal que F(x y y) = P(x y v) i + Q(x,y) j+R(x y y) k 

• *» * * 

F : Da R - > R tal que F(x y y y z) = P(x y y y z) i + Q( x y y 9 z) j + R(x y y, z) k 

donde P, Q y R se denominan funciones componentes o funciones coordenadas. 

—> 

En los problemas fisicos, a las funciones vectoriales F de R n en R m le llaman campos 
vectonales. 


Ejempio.- La funcion V : R* - > R 3 es el campo de velocidades de una corriente estacionaria 

de un fluido (es decir, con velocidad independiente del tiempo). 

-* 

A cada punto (x,y,z) del fluido corresponde un vector V(x y y,z) velocidad de una particula 

-t -♦ 

en el punto x . V(x, y, z) = V x (x, y, z) i + V 2 (x, y, z) j+ (x, y, z) k 


Ejempio.- Consideremos la curva. 



F(x, y, z) = P(x, y, z) i + Q(x, y, z) j+ R(x, y, z) k 


campo de vectores tangentes a la curva. 
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Ejemplo.- Sea S: F(x,y,z) = 0 una superficie. 



Campo de vectores normales a una superficie. 


Ejemplo.< 



Campo de velocidad de un cuerpo en rotation. 


Ejemplo.- Suponga que un objeto esferico de masa M (por ejemplo la tierra) tiene su centra en el 
origen. 

—> 

Deduzca la formula del campo gravitacional de la fuerza F(x y y y z) ejercida por esta masa 
sobre un objeto ubicado en el punto (x,y,z) del espacio. 

Solution 

Supongamos que se puede manejar el objeto de masa M como un punto de masa situado en el 


origen. 
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^ * -> 'grim ' 

Sea r =jr /' + v j+zk entonces, la magnitud de F sea ||F|| =-, F esta dirigida 

II r II 2 

* r 

hacia el origen, es decir, F tiene la direccion del vector unitario-— concluimos que 

II r || 

. r ,, r 

F{x,y % 2) =—-—(-—) = -g A/ m—-— 

i'V ii 'ii 



Estas definiciones son extensiones de las defmiciones de las funciones estudiadas. 

—> > -* 

Def1nicl6n.- Se dice que el vector b es el limite de la funcion F en a y escribiremos 
—> —> —► 

lim F(x)-b si para cada numero e > 0, cxiste un numero 6 > 0, 

• -• ‘ 

.r —mi 

—* —> —> —> —> —► 

talquejceZ)^ y 0<||x-a||<<5 entonces || /^x )-b ||< e . 

F 
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4.3. Teoremaj 

Sea b=(b ] ,b 2 h m )eR m , F = , F 2 F m ) una funcion de F : R" - >R m y a 

—> —> —> 

es un punto de acumulacion de D . entonces lim F(x)=b si y solo si 

F * * 

x—> a 

-4 

lim F k (x) = bL y Vk= 1,2,3 ,...,m; la demostracion de este teorema es similar al caso de las 
-♦ -♦ 
x-*a 

funciones vectoriales de variable real. 

4.4. PropiedadesJ 

Sean F,G: R n - > R m funciones vectoriales tal que lim F(x)= b y lim G(x)= c , 

1 t -« *♦ • 

* -»fl 1 40 

entonces: 


I) lim XF(x) = X lim X F(x) = X b , X es un escalar 
•« ■« • 

i*»0 J-40 


-4 —• -4 -♦ -4 -4 —• -4 -4 

II) lim (F(x)±G(x)) = lim F(x)± lim G(x) = b± c 

x—> a x —*a .t —>a 


-4 -# -4 -4 -4 -4 - 4-0 —4 -4 

III) lim F(x).G(x) = lim F(x). lim G(x) = b.c 
-• ■* • 

jr —> a x —4 a x —* a 


lv) lim || F(x )|| = || F(x)|=|*l 

f*40 1-40 


v) 


Si <p: /?"-► /? una funcion real y a un punto de acumulacion de D ,C\D 9 

F 

- 4-4 —► —> —4 

entonces: lim (cpF)(x) = lim <p(x). lim F{x) 

JT—> Ci JTH>a x -*0 
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4.5 ContinuUlad de ana Funcidn Vectorial de Varias 


Deflnicion.- La funcion F es continua en el punto a de D ., si para cada e > 0, existe un 

F 

5 >0, tal que: || F(x ) - F(a ) ||< e , siempre que x e D-> y || x- a )|< S 

F 


4.6 TeoremaJ 


La funcion F es continua en a si y solo si cada una de sus funciones componentes es 
—► 

continua en a . La demostracion es similar al de las funciones vectoriales de variable real, 
por lo tanto se deja como ejercicio. 


4.7 Derivadas Parciales de Funciones Vectoriales de mas de una 


Sea F: R* - >R Z una funcion vectorial definida por: 


F(x, y, z) = F x ( x , y, z) i + F 2 (x, y, z) j+ F 3 ( x . y, z) k 


La derivada parcial de F con respecto a x se define por: 


dx Ax 


siempre que el limite exista. 


De modo similar defimmos las derivadas parciales de F con respecto a y,z asi: 


F ,u. y,x) = = Um 

dy Ay-»o Ay 


^ , ^dF F(x,y.z + Az)-F(x,y,z) 

F Z {x,y,z) = lim ----- 

dz Ar-»0 AZ 


siempre que estos limites existan. 
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Las denvadas parciales de orden superior se pueden definir de esta manera. 


d 2 F 

d dF 

dx 2 

ii 

wl 

d 2 F 

d .dF „ 

dy 2 

= X' ( ^T ) 

O)’ 0)> 


-1 . d 2 F d dF x 

Fxy(x,y,z) = -— = — ) 

oyox ov ox 


Sean F y G funciones vectoriales diferenciables de x, y, z, y <p es una funcion escalar 
diferenciable de x,y,z entonces. 


I) — (F+ G) = F x + G x , 

ox 


ii) —(<pF) = <p.F x +<p x F 
ox 


iii) — {F.G) = F.G X +F X .G 
dx 


Iv) -f(FxG) = FxG x+ F x xG 

dx 


(mantener el orden de los factores) 


M T^rema] 


Si F(x,y,z) = Fi{x,y,z) i +F 2 (x,y,z) j+F$(x,y,z)k . Entonces su derivada parcial esta 
dado por: 



Demostraci6n 

Por definition de derivada parcial se tiene: 


, x 8F , F(x + &x 9 y,z)-F(x,y 9 z) 

Fx(x,y,z)=—~ = hm - L 

OX Ax— >0 A* 




















) 
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F x (x+Ax, y,z)-F l( x, y, z) F 2 (x +te,y,z)~ F 2 (x,y % z)-> 

:: hm [ - l H-/ + 

Ax AX 

F 3 ( x + Ax, y, z) - F 3 (x, y, z) 7 

+ - 1 - 

Ax 


8F X - 8F 2 
—- i +—- 
fix fix 



F = 


dF 

fix 


8F x 

fix 


/+- 


fi^ 

fix 


/ + - 


fiF 3 

fix 


Ejcmplo.- Si F(x,>>) i + (x-y) 7 + xsen j k , calcular F x ,F y ,F x xF y 

Solucl6n 


F(x, j/ + (x - j>) j+xseny k de donde se tiene: 


-* 8 8 8 "♦ -♦ -> -* 

F x =—1 +— (x-y) 7 + — xsen yk = ye** 1 + 7 + senj>£ 

fix fix fix 


—> fi , fi ~~*fi * ”♦ 

F r =— e** / +— (x-y) 7 + — xseny£ -xe** / — 7 + xcosy£ 

fiy fiy fiy 


F x xFy = 




*7 


j * 

1 sen _y 


xe^ -1 xcos^ 


= (x cos v + sen y) i +x(sen y-j'cos.y) j-(x-^y)e xy k 


a.io 


Si F: R n - >R m es una funcion vectorial diferenciable en x entonces cada una de las 


funciones componentes F i% es diferenciable en x , luego a la funcion matricial definiremos 


por: 
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D\F x {x) D 1 F l (x) 
D x F 2 (x) D 2 F 2 (x) 


DF(x) = 


> 

D n F\(x) 

D n F 2 \(x) 


0| F m (*) D iF m (x) ... D n F m (x) 


se llama matriz jacobiana de la funcion F de R n en R m . 


EJemplo.- Hallar el valor de la matriz jacobiana en el punto (x,y,z) de la funcion 
F(x,y,z) = (xy, y 2 , x 2 z). 

Soluclon 


DF{x,y,z) = 


d d d 

—(xy) T~(*y) T-(xy) 

Ox oy oz 

j-(y 2 ) |V> j-ly 2 ) 

ox oy oz 

—(x 2 z) ~-{x 2 z) — (x 2 z) 
dx dy 8z 


y 

0 

2xz 


X 0 
2 y 0 
0 x 2 

/ 


Kll PefintdonJ 

Sea F una funcion de R n en R m , si la matriz jacobiana de F es continua sobre un 

—9 

conjunto abierto D a R n entonces F es diferenciable sobre D. 


EJemplo.- Si F(x,y, z) » (x 2 + yz, z sen xy). Demuestre que F es diferenciable en cualquier 
(x,y,z) e R 

Soluclon 


El valor de la matriz jacobiana de F en cualquier punto (x,y,z) es dado por: 
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DF(x, y, z) = 


^-(x 2 +yz) ^-(x 2 +yz) 4~(x 1 + yz) 

ox dy oz 

— (zsenxv) — (zsenxy) — (zsenxy) 
dx dy dz 


2 x z y 

yz cos xy xz cos xy sen xy 


—* 

la matriz Jacobiana es continua en todo (x,y,z) de R' entonces F es difereneiable en (x,y,z). 


S8B&1 


Sea <J>(x,y,z) una fiincion escalar; al gradiente de la funeion escalar <j> (x,y,z) denotaremos por 
grad (4>), y es el vector definido por: 


grad(0) = — i+— J + —k 
dx oy dz 


Ejemplo.- Si <j> (x,y,z) = xy + yz + xz Hallar el grad <(>(1,1,3) 

Solucibn 

Si <J>(x,y,z) = xy + yz +xz sus derivadas parciales son: 


d<fi , 

— (x,y,z) = y + z 
dx 


d$ 

dy 


(x,y,z) = x + z 


d<j) 

— (x,y,z) = x + y 
dz 


U ( U, 3) = 4 

dx 

~~ (U.3) = 4 
dy 


d<l> 

dz 


(1,1.3) = 2 


gnuW(l,l,3)) = g * ( * ,1,3) ?+ j+ g ^’ 1,3) *, grad(^(l,l,3)) = 4 i + 4^j+2k 


dx 


dy 


dz 


|U3 El Operator VJ 


El operador vectorial diferencial es dada por: 


„ d “* d -» d ? 
dx dy dz 
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El operador vectorial diferencial no es un vector, sino un operador, sin embargo puede 

considerarse como un vector simbolico. Si (j)(x,y,z) es un campo escalar, entonces (j) V es un 

operador, mientras que V (j) da la importante funcion vectorial llamada gradiente, en forma 

—> —> —> 

similar si / es una funcion vectorial diferenciable, entonces /.V y f xV son operadores, 

—> —> 

mientras V./ y Vx f da importantes funciones escalares y vectoriales respectivamente. 
Nota.- El operador diferencial V se lee NABLA. 



Sean <|> y y funciones escalares diferenciables y c una constante. 

1) V(c,<j>) = cVcJ) 2) V(<|) + y) = V(|> + Vy 

3) V(<|>y) = <J>Vy + y 4) V/(w, v, w) = — Vu + — Vv + -^- V>v 

du dv dw 


Ejemplo.- Para un vector arbitrario constante a , mostrar que: V(a, r) = a , donde r es el 
vector de posicion. 

Soiueibn 


Sean a=(a lt a 2t a 3 ) y r =(x y y,z) 


a .r = aiX + a 2 y + a 3 z 


V(a,r)= 


d(a y r )"? a(a,r)-T 5(a,r)-^ 

ax ay az 


= «i 


»+«2 y + a 3 A = (a,,a 2) a 3 ) = a 


/. V(a, r) = a 
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Ejemplo.- Si $ = <(>(x,y,z,) Mostrar que V$.d r = 

Solucion 

-♦ —♦ -* -• 

Sea r=xi+yj+zk, su diferencial d r =dx i+dy j+dz k , calculando el gradiente de <)> 


d<f> •? d<j> 1 d<t> ■? 
V(A = —M- — /+— A 
' ctr dy & 


V+J r = (— U—j+^-kHdx i + dv j+dzk) = ^-dx + ^-dy + ^-dz = d<fi 
dx dy dz dx dy dz 


V<j>.d r = d(p 



Si una funcion vectorial es f = (/j, / 2 , / 3 ), donde /j, / 2 , / 3 son funciones escalares, 

—> 

entonces el producto escalar de la funcion vectorial / y el vector simbolico V es decir: 

— f —> —► 

V / se denomina la divergencia de la funcion vectorial y se denota por div(f) = V./ es 
decir: 


div(f) = V./ = 


A + A + A 

dx dy dz 


a) Teorema.- Si / y g son dos funciones vectoriales, mostrar que 
V.(/+g) = V./+V.g 

Demostracion 


Si / = (/i,/ 2 ./ 3 ) y g = (gi,g 2 ,g 3 ),entonces /+g = (/i+gi,/ 2 +g 2 ,/ 3 +g 3 ) 


= V./+V.g 
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b) Teorema.- Si <t> es una funcion escalar, entonces la divergencia del gradiente de <J> es 


d 2 <t> d 2 <t> 
rfiv(gra^)-^-f + l-f 

dx 2 dy 2 


d 2 <t> 

dz 2 


Demostracl6n 


Como gra<f(0) = V^ =—/+ — _/+ —£ gra d{<j>) = —i + —j+ —k 
ox dy dz dx dy dz 


div(gnd(<fi)) = V.(y<t>) = ~(^) + 
dx dx 


ddd> OM d 2 i> d 2 i 
dy dy dz dz dx 1 dy 2 


0 2 <t> 

dz 2 


La divergencia del gradiente V.V se escribe como V 2 . Entonces V.(V4>) se escribe 
como V.V0 = V 2 <j>. A1 operador V 2 le llamamos el Laplaciano, es decir: 


Laplaciano = V 2 


v v v 

—- + —- + —- entonces se tiene: 
dx‘ dy 2 dz 2 


n2 , ,d 2 d 2 d 2 , d 2 4> d 2 $ d 2 4> 

v z <t> = (—y + — —Y)<p = —+ — f + -4- 

dx dv 2 dz dx 1 dv 1 dz 2 


441 Definiciuo-l 


Una funcion escalar <J> se dice armonica si es continua, tiene segundas derivadas continuas y 
satisface a la ecuacion de Laplace. 

V 2 0 = O 


Ejemplo.- Mostrar que la funcion —, donde r =|| r ||= (x 2 +y 2 + z 2 ) 1,2 es una funcion 

r 

armonicasiempre que r^O 


Solucion 


Claramente — es continua, puesto que jc 2 , y 2 , z 2 
r 


y r son continuas entonces el Laplaciano es: 
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r dx- dv 2 dz 2 


-^-r-(x 2 + V 2 +Z 2 ) U2 +-^-rr(x 2 + V Z +Z 2 ) 1/2 + -^-r- (x 2 + V 2 + Z 2 ) 1/2 ... (1) 

dx 2 dv dz 2 


de donde la primera y segunda derivada parciales de — con respecto a x son: 

r 


— (x 2 +y 2 +z 2 ) 1/2 =-x(x 2 +y 2 +z 2 ) 3/2 
dx 

^(x 2 + y 2 +Z 2 )-' /2 = -(X 2 + y 2 + z 2 )- 312 + 3 x 2 (x 2 + y 2 + z 2 r 5/2 
dx* 

en forma similar, las derivadas parciales de — con respecto a las variables x,y,z. 

r 

il (* 2 +y 2 +z 2 ) ]l2 = -(x 2 + y 2 + z 2 )~ 3/2 + 3_y 2 (x 2 + v 2 +z 2 )- V2 

dy- 

-—(x 2 +y 2 +z 2 r V2 = -(x 2 + y 2 +z 2 r 3/2 +3 z 2 (x 2 + y 2 + Z 2 )' 5 L 2 
dz 1 

Luego al momento de reemplazar en (1) se tiene: 

V 2 (—) = -(X 2 + v 2 +z 2 )- 312 + 3x 2 (x 2 +y 2 +z 2 )- 5/2 -(X 2 + / + z 2 y 3/2 + 
r 

+ 3y 2 (x 2 +y 2 +z 2 r 5/2 -(x 2 +y 2 + z 2 )~ 3/2 +3z 2 (x 2 + y 2 +z 2 ) 5/2 

= _ 3 (* 2 + + z 2 } - 3/2 +3(jr 2 + y 2 +z 2 ){x 2 + ^2 + ^- 5/2 

= -3(x 2 + y 2 +z 2 )- 3/2 +3(x 2 + y 2 + z 2 )- 5/2 =0 
Como satisface la ecuacion de Laplace, la funcion — es armonica. 


* 
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4.18 Rotacioaal He una Foncidn Vectorial] 

Si una funcion vectorial / = (/j, fi , fa ) donde /j, / 2 , /j son funciones escalares con 

primeras denvadas continuas entonces su producto vectorial o cruz con el vector simbolico V 
es: 


k 

d 
dz 

A 

—* 

Liamamos a esta funcion el rotacional (rot f) de la funcion vectorial / es decir: 
Rotacional / = Vjt / 

Nota.- Vx f no necesariaraente es perpendicular a / . 

ES 

1) Sean / y g funciones vectoriales entonces: 

Vx(/+ g) = Vx/+Vxg 

2) Sea <f> una funcion escalar con segundas denvadas continuas entonces: 

Vx(V(</>)) = 0 

3) Sea f una funcion vectorial con segundas derivadas continuas entonces: 



„ d -+ d d 4 ^ 

vx/-(—/+ y+-*w>;/+/2y+/i*)* 

OX O)’ <7Z 


7 J 

d d 

dx dy 
fx h 


a/, df 2 - a/, a/, -• a / 2 a/, 

av az az ax 7 ar av 


V.(Vx /) = 0 
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4) Sean f y g funciones vectoriales, entonces: 


(/xV)g=/.(Vxg) 


1) Si <j> = 4>(u) donde u = u(x,y) entonces mostrar que V<|> = V<J>(w) = 4 y(u)Vu 

Solucl6n 

Como el gradiente de o es: V<f> = V^(u) - —^ i + — j+ — k 

dx 8y 02 

,5k? J# , Ll/ flu? ... 0 M At/ xr7 

= ♦(«)—»+♦(«)— 7 + <►(«)— * = <l> (M)(— I + — j+ — k) = $(u)Vu 
dx dy dz ox cry dz 


2 ) 


. 1 , 


Si r =|| r ||= (x 2 + y 2 + z ) . Hallar Vr" y V(-), donde n es cualquier numero real. 

r 

Soluclbn 

Sea $ = <(>(r) = r n , por el ejercicio anterior se tiene: 


Vr" = —(r w )Vr = nr ,, ' 1 (- 

dr 


~p7777 "* ~J77/77 r * 7^7777 


'*) 


= nr”' 1 , - ; (* i + yj+zk) = nr n ~ 2 .r 

t/x + y+2 


„! 1 -* 

para n sc tiene: V(—)=- r 

r r 3 


2 2 3 

3) Hallar la divergencia de /(*,y,z) = xyz /+x y z j+yz k 

Solucjbn 

div(f) = V.f = —+ -*^- = ^r + 2ar J >c + 3>r 2 

at rp Ar 
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4) Hallar el rotacional de /(jc,j\z) = jcyz / +x y j + yz k 

Soluclon 

Como el rotacional es dado por: 

-• -> -•> 

/ j k 

d d 8 

dx dv dz 

xyz x 2 v 2 z vz 1 

» [ ' ( V ) -f (* V)] 7 + (xyz) - '' (yz 3 )] 7 +[|- (x 2 y 2 z)-f (xyz)] k 

oy dz oz ox ox oy 

= (z 3 -x 2 y 2 ) i + xy j+(2xy 2 z-xz ) k 


Vx/ = 


5) Hallar (/.V)<|> y (/V)g en (1,1,1) si /(x,y,z) = (-y,x,z), 

"* , ♦ 

g(x,y,z) = 3:»yz i + 2xy j-x yzk y <fr(x,y,z) = xyz. 

Soluclon 


Como 






<3z 


tenemos (/.V)<|> = /.V<(> = + x(jcz) + z(xy) = -j' 2 z + jc 2 z + xyz 


Por tanto, en (1,1,1), (/.V)(l,l,l) = -1 +1 + 1 = 1; ahora calculando (/ V).g 


“* *♦*■*“♦ d ) *♦ d 1 1 *♦ j *♦ 

(f $)g = f (V g) = -y — (3xvz' i + 2xv j-x vzk)+x — (3xvz i+2xv j-x vzk) 
dx dy 
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= -3 yz 2 i-2y 4 j+2xy 2 z k + 3x 2 z 2 i + 6x l y 2 j-x 3 zk + 6xyz 2 i-x'yzk 

= (-3 y 2 z 2 +3 x 2 z 2 +6xyz 2 ) i + (-2y 4 + 6 x 2 y 2 ) j+(2xy 2 z-x 3 z-x 2 yz) 

—> —► 

por lo tanto en ( 1 , 1 , 1 ) se tiene: (/.V).g(l,l,l) = 6 / +4 j+0 k = (6,4,0) 


6) Mostrar que: (d r .V) / = d f 


Solution 


-> d d ^ d * d d d 

d r .V = (dx i +dy j+dz k ).(— i 4- j+ — k = dx — + dy -1 -dz — 

dx dy dz dx dy dz 


t df ,df , 8f df . df . df , ,; 

(d r .V) f = dx -h dy — + dz = —— dx 4—— dy 4* — dz = d / 

cbr dy dz dr dy dz 


7) Demostrar que: V.(«|>./) = (()V /+ /\V<J> 

Solutidn 

V-(kf) = ^-(ty\)+ J-(<^2) + T- Wj) = ♦'T£-+/i ^‘+$'^7'+ft T“ + < i , 4r" + /3 ^ 
fit dy dz dx dx dy dy dz oz 

= «k| L + ‘5- + -| 1) + ( /i ^ + / 2 ^ + /3 = < t > V./+/- V «t> 

dx dy dz ox dy dz 


8 ) Hallese el gradiente de la funcion cp = u 2 v —■=■. Si u=3xe x +y, v 2 =x z +\ -y, 

V w 


w = 3x +l + z . 


Solucldn 


Por propiedad de gradiente se tiene: 

V<p = — Vu 4 - ^ Vv+ ^ Vw = 2mvVm -»• w"Vv+ — ^-Vw 
du dv cHv 2Ww 


...( 1 ) 


donde Vu = (3x* T + 30 i + j , Vv=2jci-/» Vw = 6xi + k ...(2) 


. 
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reemplazando (2) en (1) se tiene: 

V<p=2(3xe x +y)(x 2 + l-y)[(3xe x +3e x ) i + j] + 3(3xe x +y) 2 (2x1- j) 


H- .—.. - . (6x i + k ) 

2‘\j3x^ +1 + z(3x 2 +1 + z) 


9) 


Demostrar que: 


d r _ du du 

(—.V)w= —-- , si u = u(x,y,z,t) 

dt dt dt 


Solucion 


Si u = u(x,y,z,t) la diferencia total es: 


, du , du , du . du , du du dx du dv du dz du 

du = — dx h- dy + — dz + — di => — -1-— + - + — 

dx dy ' dz dt dt dx dt dy dt dz dt dt 


10 ) 


.dx d dy d dz du v du du 

: (-+ ^-— +-)H + — = (d r .V)w + — 

dt dx dt dy dt dz dt dt 


(d 1 .V)k « ~ 
dt 


Determinese la divergencia y el rotacional de la funcion 
f(x,y y z) = xcosz i+yInx j-z 2 e x k 


Solucion 


Calculando la divergencia de / se tiene: 


div(f) = Vf = 


O O C 2 

— (x cos z)h -(ylnx) + — (-z e ) = cosz + ln x-2ze 

dx dy ' dz 


Calculando el rotacional de funcion vectorial f 


Rot(f) = Vx f = 


l J 

A A 

dx dy 

x co» z y In x 


A 

dz 


du 

~~dt 

vectorial 
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d(-z 2 e ) d , ^. T &, v 3 i ,^,,5, , , d(xcosz ‘ 

= [---— (vlnx)] /+[— (xcosz)- — (-z e )] y+[—-(vlnx)---]* 

dy dz dz dx dx dv 


(0-0) / + (-^rsenz + z 2 e r ) y + (—-0) k = 0 i + (z 2 e r + xsenz) j+ — k 


11) Siendo /(jc,y,z) = x 2 y i -2xz j+2vzk . Hallar rot(rot f) 

Solution 


rot(rot f) = Vx(Vx /) = 


j k 

d d 


dx dy dz 
x 2 y -2 xz 2 vz 


= Vx[(2x + 2z)i-(x : +2z)k] 


J 

d 


dx dy 
2x + 2z 0 


k 

d_ 
dz 

-(x 2 + 2z) 


= (2x+2) i 


12) Si f(x,y,z) = 2yz i-x 2 y j+xz 2 k y §(x,y % z) = 2x 2 yz* 


Hallar a) (/xV)<t> 


b) fx(Vi |>) 


Solucldn 


- - 2 - 2 - d d d 

a) (/xV)(|> = [(2xyz i-x 2 y j+xz 1 k)x(— i+— j+—k)W 

dx dy dz 


2xy -x 2 y xz 2 


<t > =[i' (~x 2 y-^-~ XZ 2 -?-) + j(xz 2 -^--2yzj-) + k\lyz^-+x 2 y 

dz dy dx dz dy dx 
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, 2 2 7 / 2 cty <3<j> 2 ddr ? 

+XZ ~)i + (xz - — 2yz —) j+(2yz-^ + x y— )k 
dz dy ox dz dy dx 


-(6 x A y 2 z 2 + 2jc 3 z 5 6 ) / + (4x 2 yz 5 -12* 2 y 2 z 3 ) y+ (4x 2 yz 4 + 4x 3 y 2 z 3 ) k 


b) /at(V<))) = (2 vz I — x 2 y y + xz 2 *)x(^ i+^ y+ — k) 

dx by dz 


i j k 

2yz -x 2 y x z 2 

dty cty 

dx by dz 


, 2 2 ^’ , 2 ^ , < 36 - „ 56 2 56,7 

= (-* V- —xz —) !+(xz 2 -r--2yz-?-) j+(2yz— +x 2 y— )k 
dz dy dx dz dv at 


= -(6x 4 y 2 z“ +2 x 3 z ) / + (4x 2 yz 5 -12x 2 v 2 z 3 ) y+(4x 2 yz 4 + 4x 3 y 2 z 3 )£ 


I.- Escriba la matriz Jacobiana de la funcion en el punto indicado. 


1) /: R 2 - >R 2 / f(x,y) = (a ] x + b l y, a 2 x + b 2 y) en P(x 0 ,y 0 ) 


2) /: /?’- >R % / f(x,y,z) = (x, x + y, x + y + z) en P(x 0 ,y 0 ,z 0 ) 


2 n 

3) f: R -► R / /(x, y) = (sen x, sen x cos y, cos y) en P( 0, —) 


4) /: rt 3 ->fl 2 //(x ) y) = (^-^,(z + x 2 )(z + >' 2 )) enP(l,l,l) 

1 + z * l 


5) /:/? - >R 4 /f(t) = (t,t 2 ,t\t A ) en P(l) 


6) f : /J 2 -► / f(x,y) = (x y ,y x ,e xy ,xe y ,ye x ) enP(l,2) 
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II. - Demuestrese que /es diferenciable en todos los puntos (x,y,z) de y determinese 

Df(x, y, z) 

1) f(x,y,z) = (xz, y + z) 2) f(x,y,z) = (xy, y 2 , x 2 z) 

3) f(x,y,z) = (-, 2y + \, xz 2 ) 4) f(x,y,z) = (x 2 y, ze*, x+z) 

y 

III. - Gradiente, divergente y rotational. 

1) Si <J>(x,y,z) = xy + yz + zx. Hallar V<J> en (1,1,3). Rpta. (4,4,2) 

2) Hallar la divergencia y el rotational de la funcion 

f(x,y,z) = {x-y) i+(y-z)j+(z-x)k ,y 

g(x. y, z) = (x‘ + yz) i + {y+ xz) j+ (z*+xy)k 

Rpta. V-7 = 3, V*/-(Ul).V.J-2(x+^+z),VxI-.0 

—t —♦ —• 

3) Si ty(x y y y z) = 3x 2 -yz y f(x y y y z) = 3xyz 2 i + 2xy* j-x 2 yz k . Hallar en (1,-1.1) 


a) 

V«j> 

b) 

v./ 

c) 

Vxf 

d) /.V* 


e) 

v.(*7) 

0 

Vx(*7) 

g) 

V 2 <|> 



Rpta. 

a) (6.-1,1) 


b) 4 

c) 

(-1,-8,-5) 

d) -15 

e) 1 


1) (-3,-41, 

-35) 

g) 6 






4) Siendo ty(x,y,z) = 2orz 4 -x 2 y . Hallar V<j> y ||V(ji|| en el punto (2,-2,-1) 

Rpta. 107-47-16?, 2^93 
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5) Siendo /(x,y,z) = 2x i-3yzj+xz~k y <(>(x,>\z) = 2z-x 3 y 

Hallar /.V(J> y f xV<fr cn el punto (1,-1,1) 

Rpta. 5, 7 i - j-Uk 


6 ) Hallar Vy siendo y = (x 2 + _y 2 + z 2 )e^ x + y 


Rpta. (2 + r)e r r 


7) Siendo V<^ = 2xyz 3 i+x 2 z 3 7 + 3x 2 yz 2 it, hallar<|>(x,y,z) sabiendo que <|>(l,-2,2) = 4 

Rpta. <(>(x, y, z) = x 2 yz 3 + 20 


8 ) Siendo V<)> = (y -2xyz ) /+ (3 + 2xy-x z )y'+(6z -3 x yz )k, hallar 

Rpta. = *y 2 ~x 2 yz 3 +3y + — z 4 + c 

7 -• 7 

9) Hallar div(2x z i-xy z j+?>yz k) Rpta. 4xz-2xyz + 6yz 

10) Hallar 4» = 3x 2 yz-y 2 z* + 4x 3 y + 2x-3y-5, hallar V 2 (|> 

Rpta. V 2 0 = 6yz + 24xy-2z 3 -6y 2 z 


11) Siendo f(x,y,z) = 3xyz i + 2xy j-x'yzk y <J> = 3x : -yz . Hallar 

a) V./ b) /.V* c) V.(* /) d) V.(V^) en el punto ( 1 ,- 1 , 1 ) 
Rpta. a) 4 b) -15 c) 1 d) 6 

12) Siendo /(x,y,z) = 2xz i-yz 7 + 3xz /t y 4> = x yz 

Hallar a) Vx / b) rot(§ f) c) Vx(Vx/) d) V[/.roi(/)] 
e) ror(gra^( 4 » /)) en el punto ( 1 , 1 , 1 ) 

Rpta. a) 1 + 7 b) 5i-3j-4k c) 5/+3 it d) -2 1+7 e) 0 
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13) Siendo F = x 2 yz, G - xy-3z 2 . Hallar: 

a) [VF.VG] b) V.[VFxVG] c) Vx[VFxVG] 

p -f —p 

Rpta. a) ( 2y 2 z + 3x 2 z-12xyz ) i + (4xyz-6x 2 z) j+(2xy 2 +x 3 -6x 2 y) k 

b) 0 

c) (x 2 z-24xyz) i -(12jc 2 z + Ixyz) j+(2xy 2 +12 yz 2 + jc 3 ) k 

14) Calcular: a) Vr 2 b) V(r 4 +r 7 ) c) V[/(r)+g(-)], 

r 

2 2 7 . 1 1 

donde r =x +y ' + z ' y f(r), g(r) = — son funciones arbitrarios der y - 

r r 

Respectivamente. 

Rpta. a) 2 r b) r 2 (4 + 7r 2 )r c) r ~ 3 [r 2 /'(r)-/'(-)] r 

r 

, -♦ -* -* 

15) Siendo f(x,y,z) = yz' i-3xz‘ j+2xyzk y g(x,y,z) = (3x, 4 z, -xy) y «j» = xyz 


Hallar a) b) (fxV)$ c) (Vxf)xg 

Rpta. a) -5 jc yz i + xy z j+4xyz k 

-♦ —» -# 

b) -5jc 2 vz 2 i + xy } z 2 j+4xyz } k 


c) -16z 3 i + (8x 2 yz-12;cz 2 ) j+32xz 2 k 


16) Calcular: a) V(a.r) b) V/(r)(a.r) 




c) V[(a.r){b.r)] 


donde r = x i+y j+zk , siendo a y b vectores constantes y f(r) una funcion 
arbitraria de r. 


Rpta. a) a 


b) f(r) a + f'(r)(a . r )— c) (a . r) b+(b . r ) a 

r 
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17) Si /(x,y,z) = 2z / + x 2 y + x A: y <j) = 2x 2 y 2 z 2 . Hallar (/xV)<)) en el punto (1,-1,1). 

Rpta. (-8, -4,4) 

18) Calcular: 

a) div(x*y i + y*z j+z 2 k) b) div[(x 2 + y 2 + z 2 )(x z' + y j+z k)] 

Rpta. a) 3x 2 j> + 3j' 2 z + 2z b) 2(2x +2 y~+z'-z) 

19) Dado /(j,^,z) = x y l + (4xz + _v )y'+(5z +xy ) ^ , calcular rot(f ) y hallar su 
valor en los puntos (1,1,1) y (1,2,3). 

♦ -» -» -> » -» » * 

Rpta. 2x(y-2) i-y 2 j+{4z-x 2 ) k ; -2z'-/-f3/:; -4/+11A; 

-♦ • » » ♦ * 

20) Si /I =x 2 /'+y 2 y'+z 2 A , B = xi+yj+zk calcular: 

-♦ -* -♦ -» 
a) {AxV)xB b) (BxV)xA 

~¥ -f -♦ 

Rpta. a) -2 A b) -2x(y + z)i-2y(z + x)j-2z(x + y) 

21) Dado V = xz 3 z-4x 2 yz y'+3xz 3 . Hallar rot(rotV ) 

Rpta. z(l9z - 14x) i + 8yz y+(3z 2 - 4x 2 ) k 

—♦ —♦ —> 

22) Si 0 =x 2 y 2 +y 2 z 2 +z 2 x 2 , F = xy i + yz j +xz calcular: 

—> 

a) rot(grad(()) b) div{rotV) 


Rpta. a) 0 


b) 0 
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23) Hallar la divergencia de cada una de los siguientes campos vectoriales. 

a) f(r)7 b) (a.7)7 c) r n f(-)7 

r 

> > —> -> > 

d) (x/+.yy)jcr e) a x r f) (x i +y j)x(z j+x k) 

1 1 

donde /(—) es una funcion arbitraria de -, a es un vector constante, n e z + 
r r 


Rpta. a) 3/(r) + r f'(r) 


b) 


4 (a.r) 


c) (3+«)r"/(-)-r*' , /’(-) d) 0 e) 0 

r r 

f) y + x 


24) Usar la identidad: div(<f>V) = V.(0K) = ^d»v(K) + F.(V0), para hallar: 

a) V.(r"7) b) V.[(a.7)7] c) V[r(Vr 2 )] 

-> 

donde es un vector constante. 

Rpta. a) (n + 3)r n b) 4 (a.r) c) 8r 

25) Se definen las funciones escalares <j) y y mediante las ecuaciones 0 = a.Vr 3 , 

-♦ —p —♦ 

i// = 6 .Vr 3 , donde a y b son vectores constantes, calcular: 

a) b j-ot(<l> r)-r a rot(\y r) 

b) b rot[div(r r )(a x r )] + 5 r* a .rot[div(r : r)(b x r )] 

c) rot(<f>y/ r) 


b) 20 r*(a.b) c) -9r 4 [(a. r )(b x r)+{b . r)(a x r)\ 


Rpta. a) 0 
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26) Por medio de la identidad V^<p = V.V0 . Hallar: a) V 2 (r 4 ) b) V 2 (lnr) 

Rpta. a) 12r 2 b) 3 r 2 

27) Demuestre que V 2 (0i/) = <f>V 2 \j/ + 2V0.Vy/ -H//V 2 ^, don de <J> y vy son funciones 
esc al ares. 

-♦ -4 -• -f 

28) Demuestre que el campo vectorial V = (xyz) m (x n i + y n j+z n k ) es Solenoidal 
solamente si m + n = 0. 


29) Demuestre que (yz i + zx j+xy k) es a la vez irrotacional y Solenoidal. 

30) Si las segundas derivadas parciales de las funciones <|> y y existen, entonces, demostrar 
que: 


V{ <t> ) = 

V V 2 


31) Si Vx f = 0 , donde f(x,y, z) = (xyz) m (x n i + y n j+ z n k), mostrar que m = 0 o bien 
n = -1. 


fir) - 

32) Demostrar que V/(r) =- r 


r 








Integrates Dobles 


567 


CAPITULO V 


' 



Pre-Requisitos.- Para la comprension adecuada de este capitulo de las integrates 
multiples se requiere del conocimiento previo de: 

Metodos de integracion. 

Geometria anaiitica. 

Superficies. 

Coordenadas polares. 

ObjetivOS- Establecer los fundamentos necesarios para la interpretacion y aplicacion de 
la integral doble, al finalizar este capitulo el alumno debe estar en capacidad 
de utilizar la integral doble en el calculo de areas, volumen, centra de masa, etc., asi como 
tambien el calculo en coordenadas polares y emplear los jacobianos. 


|SJL . 


c b 

En el estudio de las integrates ordinarias j f(x)dx , la funcion f(x) es definida en un 

Jo 


intervalo cerrado [a,b], ahora estudiaremos las integral es dobles de la funcion f(x,y) definida 


sobre una region R, al cual denotaremos por 


\^f(x,y)dxdy 

R 
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La Integral Doble sobre un Rectum 


Consideremos una funcion f definida en el rectangulo: 

R = <(*,y) e RxR/a<x^b a c^y^d} 

Consideremos una particion p del rectangulo R y para esto 
sea Pi . x m} una particion de [a,b] y 

Pi = U ,yi<-">y n } una participacion de [c,d], 

llamaremos particion de R a un conjunto de la forma: 
P=P\*P 2 = l (x i ,yj)GR*R/x { €/>, A>- y € p 2 1 




La particion P del rectangulo R, descompone al rectangulo R en m x n rectangulos, es decir: 

R ij = {(x,y) e r1 /*.-1 ^xzx t a yj_i zyzy } ) 


_ %# 

Y 

a -y n 

n - 

i 

1 

1 

1 

i 

1 

--- 

1 

1 

y: 

i 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

l 

1 

J 

J J 

1 

1 


E s 

j 

y H 

1 

1 

1 

i 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

i 

1 

1 

0 

II 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 _ 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

i 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

T-- 

1 

l 

1 

! X, 


a = x 0 

Xj_, 

*i 

b = x„ 
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En cada rectangulo R ijy la funcion f toma un valor maximo My y un valor rmnirno m f j\ 
Luego se tiene: 

M i} (area de R i} ) = M i} (x ( - x M )(yj - y j_ x ) = M tJ Ax,.. A y } 

m f j (area de Ry) = my fx,- - x ( ^ ){y j-y ) = my Ar l -. Ay j ahora formando las suma se tiene: 


££ 


M-Ax.Av 

ij i - j 


XXm...Av, A. . 


1=1 y=i 


que reciben los nombres de suma superior p de f, y se denota por: 


m n 

1=1 M 


y suma inferior p de f, y se denota por: 


L f (p)= ^ ^ . Ax,. Ayj 

>'=i ;=i 


En forma similar del caso de las funciones de una variable se tiene: 

Si f es una funcion continua, existe un numero I que satisface la desigualdad. 

L f (p)<*l<, LJ/ (/?), para toda particion p de R. 

5,3OtfinicidpJ 

El unico numero I que satisface la desigualdad (p) £ I £ U j(p) para toda particion p de 
R, se denomina la integral doble de f sobre R y que simbolizaremos por: 

JJ f(x, y)dxdy 

R 
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Fiineioaes 


Definicion 1 .- Una funcion f: Da R~ - >R, es acotada en D, si existen r, s g R, tal 

que: r ^ f(x,y) £ s T V (x,y) g D. 



Sea f: DaR 2 - >R , una funcion acotada en 

la region cerrada D del piano y f(x,y) > 0, V 
(x,y) g D. Trazaremos rectas paralelas a los 
ejes y denotaremos por ?\,r 29 ... J r n los 

2 

rectangulos contenidos enDci? . 

Luego el conjunto p = {r x ,r 2 } constituye 

una particion de la region D. 


La norma de la particion p representada por | P I se define como la longitud de la diagonal 
mayor de los rectangulos contenidos en D. 


Consideremos el i-esimo rectangulo r i9 i = l,2,...,n contenido en D, el area es 
A(r t ) = Ax r Ay £t y sea (x i ,y i ) un punto del rectangulo r t . 


Luego la suma de Riemann de la funcion /: DaR - > R , asociada a la particion p sera: 


£/( w. ) = ^,f(x,,y t ).Ax, .Ay, 


1=1 


Geometric amente la suma de Riemann representa el volumen aproximado del solido bajo la 
superficie z = f(x,y) y que tiene como base la region cerrada D. 
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Definickm 2.- Consideremos una funcion acotada en la region cerrada D, 


/:/)(=/? -» R , el limite de la suma de Riemann 


zLf( x t' 


FlM(T|) es 


i=l 


n 

un numero L, si V e > 0, 3 5 > 0, tal que: | ^ /(x,, y i )A(r,) - L | < £ , para toda particion 


i=i 


con I p I < 6 y (jc,- , y g ) e r { , que lo representaremos por: 


1= Itm £/( x ( ,y t )A{r ,) 


siempre y cuando el limite existe. 


Definickm 3.- Una funcion acotada /:D<z/c - >R , es integrable sobre la region 

cerrada D, si existe el numero real, 1= lim / f(x i ,y i )A(r i ) . A este 

I 

numero L se le llama integral doble de f en D y se representa por: 
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Si f: Dc.R - >R, es una funcion integrable en la region cerrada D y f(x,y) £ 0, 

V(x,y)e D, entonces F(S) = jjf(x,y)dA es el volumen del solido S bajo la superficie 

D 

z = ffx,y) y que tiene como base la region cerrada D. 

fe* Prwirtatf w Fundunenulw u Imegr.l P^bie] 


1 “ 


Si la funcion /: DaR 2 - >R es continua en la region cerrada D, entonces f es 

integrable en D. 


2 « 


Si la funcion f: DczR 2 - > R es integrable en la region cerrada Dyke R, entonces 

kf es integrable en D y ^kf(x y y)dA = k JJ f(x,y)dA 

D D 


3 fl Si las funciones /,g: D <z R 2 - > R , son integrates en la region cerrada D, entonces 

f ± g es integrates en D, y 

JJ \f (*, y) ± g(x, y)]JA = JJ f(x, y)dA ± JJ g(x, y)dA 

D D D 

4 fl Las funciones f y g:DczR 2 - >R f son integrable en la region cerrada D y 

f(x,y) £ g(x,y), V(x,y) gD, entonces: JJ f(x, y)dA £ JJ g(x, y)dA 

D D 


5 fi Si la funcion f:D a R 2 -- >R , es integrable en la region cerrada D y m y M, son 

respectivamente los valores minimo y maximo absolute de f en D, es decir: 

m £ f(x,y) <, M, V(x,y) e D, entonces mA(D)<> JJ f(x,y)dA<MA(D) t donde 

D 


A(D) = area de la region cerrada D. 





















Integrates Dobles 


573 


6 2 Si la funcion /: Z)czi? - >R, es continua en la region cerrada D y D=DjUD 2 , 

donde D x y D 2 regiones cerradas disjuntas, entonces. 


JJ /(*. y)dA = JJ/(x, y)<£4 + JJ /(*, y)dA 

D D, Dj 

7* Si flx.y) > 0, V(x,y) e Cl y Deft entonces jj f(x,y)dA<jj f(x,y)dA 

D n 

8 s Si la funcion f: DczR 2 - >R , es continua en la region cerrada entonces: 


\\f{x,y)dA £ ,y)\dA 


Ejempk*.- Hallar m y M de la propiedad (5) en la integral doble JJ** + 4y 2 + 9)dxdy , donde D 


es el circulo x 2 +y 2 £ 4 . 


Soluckm 



Calculamos los puntos criticos en el interior de la region 
f(x,y) = x 2 +4y 2 + 9. 


dx 


= 2x = 0 




8y = 0 


x~y=0 


Luego el punto critico es P x (0,0) ahora calculamos los puntos criticos en el horde corao 
x 2 +y 2 =4 => y 2 =4-x 2 => F(x) = f(x,y) = x 2 + 4(4-x 2 ) + 9 
F(x) = -3x 2 +25 => F’(x) = -6x = 0 => x = 0, y = ±2 => P 2 (0£2) 
para* 2 =4-y 2 => i*Xy) = /(x,y) = 4-y 2 + 4y 2 +9 
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E(y) = 3y : + 13 =s> F , (y)-6y = 0 => j> = 0,x = ±2 => /> 3 (±2,0) 
f(0,0) = 9 , f(± 2,0) = 13 , fl[0, ± 2) = 25 

Luego el valor minimo es f(0,0) = 9 y el valor maximo es f(0, ±2)= 25 de acuerdo a la 
propiedad 5 se tiene. 


mA(D)£ JJ(x 2 + 4 y 2 +9)dxdy £ M A(D) 

D 

9(4rc)£ JJ(x 2 + 4y 2 + 9)dxdy £ 25(4rc) 
z> 

36n£l!> 100n 


EJemplo. 


Hallar m y M de la propiedad (5) en la integral doble F + y 2 )dxdy , donde D esta 

D 

limitada por las rectas x =-2, y = 3, y = x + 2, y = -2 


Graficando la region D. 


Solucl6n 



D = {(x,y) / -2 ^ x ^ 3 a -2 ^ y ^ x+2 \ 

f :D <z R 2 -> R/f(x, y) = x 2 + y 2 

calculando los puntos criticos en el interior de la region. 

dx 

d IiMl = 2 y = 0 
dy 


x = 0 

y = o 


( 0 , 0 ) 


ahora calculamos los puntos criticos en el horde de D. 
para x = -2 , F(y) = /(-2, y) = 4 + y 2 enlonees 
F'(y) = 2y = 0^y = 0 entonces P 2 (-2,0). 
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para x = 3 , F(y) = /(3,^) = 9 + y 2 => F'(v) = 2y = 0 => y - 0 entonces /? 3 (3,0). 
para y = -2 , F(x) = /(x,-2) = x 2 + 4 => F'(x) = 2x => x - 0 entonces p 4 (0,-2). 
para y = x + 2, F(x) = /(x,x + 2) = x 2 + (x + 2) 2 = 2x 2 + 4x + 4 => F'(x) = 4x + 4 = 0 

entoncesx= -1, y = 1, entonces P s (- 1,1); parax = 3,y = 5 => p 6 ( 3,5) 

2 2 

ahora evaluamos la funcion f(x y y) = x + y en los puntos criticos f(0,0) = 0, f(-2,0) = 4, 
f(3,0) = 9, f(0,-2) = 4, f(-l,l) = 2, f(3,5) = 34. 

Luego el valor mini mo es f(0,0) = 0 = m y el valor maximo es f(3,5) = 34 = M, de tal manera 
que: m < f(x,y) ^ M , como el area de D es A(D) = 22.5 u 


Luego por la propiedad (5) se tiene: 


mA(D)£ JJ/(x, y)dxdy <> M A(D) 

D 


0(22.5) <, + y 2 )dxdy £ 34(22.5) entonces 0 £ JJ (x 2 + y 2 )dxdy ^ 765 


Consideremos tres casos para el calculo de las integrales dobles. 

I 2 Caso.- Si f:DczR 2 - >R , es una funcion continua sobre D, donde 

D = [{x,y) eR 2 /aZxZbA,cZyZd} es un rectangulo. 


Y 




d 




c 




—ft 

a 


b X 
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\\ f{*,y)dxdy = \ J f(x,y)dydx = \ (\ f(x,y)dy)dx ... (1) 

a c a c 

D 

JJ fix, y)dx dy = f ffix, y)dx dy = ,y)dx = dy ...(2) 

c a r a 

D 

a las integrates de (1) y (2) se llaman integrates iteradas de f. 

>2 


2 s Caso.- Si f: DczR 


-+R, es una funcion continua sobre D, donde 


D={(x,y) e R~ / xZb a <p(x)Z y £ y/(x)} es una region cerrada en 
R 2 y <p.\)/: [o,b\ - >R son funciones continuas en [a,b], tal que (p(x)<\|/(x), Vxe[a,b]. 



La integral iterada de f sobre D es: 


JJ fix, y)dxdy = JJ (JJ fix, y)dy)dx 


3 fi Caso.- Si f:Dc:R - >R, es una funcion continua sobre D, donde 

D = \(x,y) e R 2 Ic^y^d a (p(y)ZxZ y(y)] es una region cerrada en R 1 
donde q >, y: [c,d] R son funciones continuas en [c,d], tal que, <p(y)<Aj/(y), Vye[c,d]. 


x = u/fv) 
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La integral iterada de f sobre D es: 


JJ fix, y)dydx = £ (J*^ f(x, y)dx)dy 


‘•x 2 dxdy 


Ejemplo.- Calcular la integral doble [ I —— -f -, donde D: 0 < x < 1 , 0 £ y £ 1 

d l+ y 



Solucldn 

rrx 2 dxdv f* f* x 2 ... 

-2 <f - 2 dX) ' iv 

JJ 1 + y 2 Jo Jo 1-H V 


= f'—-—— /' = —arctg.y /* = — 

Jo 3(1+ v 2 )' ° J° 3(1+ y 2 ) 3 ' o 12 


Ejemplo.- Calcular la integral doble JJ x 2 y cos xy 2 dxdy donde D:0£x£— , (K y£ 2 


Soiuci6n 



x 2 j;cosjry 



xy cosxy 2 dy)dx 


r* 12 xsen jc v 2 

Jo —— 


/ 2 

/. 


dir 


i 'nii x sen4x 
0 2 



Ejemplo.- Calcular JJ Ixdxdy donde D es la region limitada por 4y - x 1 f x-2y +4= 0. 


Solution 
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Ejemplo.- 


Calcular , donde D = |(x, >>) e R 2 /0 ^ y <>2 a 0£ x £ *^4 -y 2 |. 


Solucion 



f/4 


If^-fA xdx)dy 


|*2 X L l-fi-v 1 1 f2 

= J — / dy — J (4- 
'o 2 ' 0 2 0 

1 y* /2 s 
= -(4 v-—)/ =- 

2 3 ' o 3 


/Mv 


Ejcmplo.- Calcular la integral doble JJ —dx</y donde D es un dominio acotado por las rectas 


x = 2, y = x y la hiperbola xy = 1. 



Solucion 

Graficando la region D que es limitado por las 
lineas x = 2, y = x, xy = 1 
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Ejemplo.- Evaluar la integral doble JJ (x 1 2 -y 2 )dxdy , donde R esta limitada por y = x 2 , x = y 4 



f l 2 3,4 J5/2 , /\ j , 1 

’I,'?' 7 


Ejemplo.- Calcular la integral doble JJ"(|x| +|^)d&trfy 
Y 

Solucion 



Sea D = {(x,y) /1xl +1 yl £ 1}. Graficando la region D se 

ticnc. 


1 DuX ' X 

>\ rv-- 

y=-x -1 

1 


Se observa que; D = D, uD 2 u/) 3 uD 4 

+W)^= jj« +1 }\)dxdy +JJ(|jcj+1 )\)dxdy+ JJ(||x| +\)\)dxdy + JJ (|ac )+\)\)dxdy ...(1) 

£) D { Z?2 -£^3 ^4 

ahora calculando cada una de las integrates. 

II(M + \y\)dx dy = II (x + y)dxdy = J q (^(x + y)dy)dx 


p y 2 /i-jt p 1 x 2 1 

= J (xy + —)/ dx = ] (- )dx = - 

J o 2 0 °22 3 


(2) 
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+\^)dxdy = JJ (-x + y)dxdy = J (JJ-x + y)dy)dx 
if, i>. 


fo y 2 fo 1 x 3 1 

= J {-*}> + —) dx = J (- )dx = - 

i 2 ' 0 -i 2 2 3 

II(H +dy = II (- V -^ = J“ (J T ] (-X -y)dy)dx 
if, o, 

fo y 2 /o 1 fo , 1 

IJ (M + \y\)dx dy = \\(X- y)dx dy = j Q {^(x- y)dy )dx = ~ 


~(3) 


(4) 


- (5) 


ahora reemplazamos (2), (3) y (4) en (1): W\x\ + \)\dxdy = —+—+—+— = ~z 


(5.8 Clleaie de Areas y Volumeaes nor" 


2 

l 2 Consideremos la funcion /:£)c/C- >R , continua sobre la region cerrada D. El 

volumen del solido S bajo la superficie z = f(x,y), que tiene como base la region D es 
dado por la expresion: 

V(S) = ^f(x,y)dA 

o 


2 2 Consideremos la funcion /:Dcz/C- >R , continua en la region cerrada D, tal que: 

flXy) = 1, V(x,y) g D, entonces el area de la region plana D es dado por: 

A{D) = \\f{x,y)dA = \\dA 

D D 














Integrates Dobles 


581 


Ejemplo.- Calcular el volumen del solido limitado superiormente por el paraboloide 
z = 4 - x 2 -2y 2 e inferiormente por el piano XY. 



-2y 



Solucidn 

Proyectando al piano XY, se tiene z = 0 de donde: 
x 2 +2y 2 =4 , y = 0, y = ±j2 , x = 0, x = ± 2 



-2y i )dy)dx 


dx = 





dx 





v'4-x’ 


2 cos 0 = %/4 - x 2 


4 cos 2 0 = 4 - x 2 


sen0 = — 

2 

X x = 2sen0 
dx = 2cos0d0 

r*=o rv =o 

' x=2 ^ \e = * 


4 a /2 r *' 2 ? 

- 1 4 cos 0.2 cos0.2 cos OdO 

3 Jo 


64^2 r /J 

1 eos 0 


r 

Jo 


64V2 f* /2 / l + COs 20 2 J/1 

-) OC7 


r (- 

Jo 


2 1 W 2 r /2 


Jl* (1 + 2 cos 20 + cos 2 2Q)d6 


16^2 f*/2 l + cos40 I&J 2 (mi 3 

=-I (l + 2cos20 +- )dd = - J (—+ 2cos20 + 


cos40 


3 '0 


3 '0 2 


-)d6 


16^2 3 x 


3 2 


3x sen40 tmi ^ 3 

(—+ sen 20 +-) / *4y2 n u 

9 g / 0 


Hallar el area por integration doble de la region limitada por las parabolas y -V?, 
y = 2<fx , y la recta x = 4. 


Ejemplo.^ 
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V 



Solucion 




Ejemplo.- Hallar el volumen del cuerpo limitado por los pianos coordenados, los pianos x = 4 



a h c 


Z 


Solution 
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. i-i-i,**=j;J 

p d a h 0 0 a b 

fa xy V 2 /*( 1 - 7 ) fo JC T JC 1 X 1 be fa X 2 

= ] c(y-—-—)f dx = c\ b( 1—<1- (1—) |dtx=-I (1—) * 

J 0 • a 2b ' 0 J 0 a 1 a 2 a J 2 J ° a 


2 3 a ' o J 6 6 


5.9 Cambio delQrden de iaiegratiogj 


En muchos casos una integral iterada puede evaluarse mas facilmente si se invierte el orden 
de las variables en la integracion. Esto se obtiene conociendo perfectamente la region. 


Ejemplo 


Calcular J 2 J cos2^Vl- P 2 sen 2 x dxdy , 0 < P 2 < 1 




Solucjdn 


\0ZxZy 

Sea i n => D=i(x,y)eR /0£x£y a 0 £y£ —} 

(O^T ' 2 

Graficando la region de integracion D se tiene. 



|*Jcos2vVl-/ >2 sen 2 dxdy = 


= P(f cos2y^l-P 2 sen 2 xdy)dx 

Jo Jo 

.psivi-Twi/** 

*o 2 • x 

= - — J 2 sen 2xyl\- P 7 sen 2 x dx 


2 o 


= _L ( 1 _ jP 2 sen 2 X) V2 n —L[d /> 2 ) 3 / 2 _i] 

3 P- ' « 3P* J 
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Ejemplo.- 


Ejemplo.- 


Ejemplo.- 


f 1 [y ye 

Calcular la integral doble J J 2 - dxdy 

*° y x 



Solucl6n 


Sea D: 


\y 2 <x< 



41 

dx 

X 


Graficando la region D. 

y 



dx)dy 



e-2 

2 


Evaluar la integral 


17 


'41 


y cosx ’ dxdy 



Sojuc|6n 

\0<yZ4 

i J 

Sea D : i Graficando la region D. 


1 y[y 


ZxZ2 


x = 2 


f 4 f 2 5 f 4 f 4 5 

I I >>cosx' dxdy = I (J >>cosx dx)dy 

0 *0 Jy 

f 2 f' 2 5 f 2 y 2 5 i* 1 

= J 0 (J 0 ^COSX dy)dx =)— cos* / q 


1 f 2 4 s sen* n sen32 

— I x cos x dx - -/ =- 

2 0 10 ' 0 10 


f 4 f 4 -v 2 

Calcular la integral J e v dydx 


Solucl6n 
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JOSx<4 

Sea D : \ Graficando la region D. 

\x<, v*4 


f*\\ ** </v<& = f (JY r <£c)dy 

'll r 0 '() 


X™’' I’fi'b'’ /i— 


dydx = — (1-e 16 ) 


1) 


10 Ejerckios PesarroUadosJ 

Calcular la integral doble cos(x -k , donde D es un dominio acotado por las rectas 

D 

x = 0, y = n, y = x. 

Solucion 

JJ cos(x + y)dx dy = n; cos(x + y)dy)dx 



P* /* f* 

= 1 sen(x+v)/ dx = I (sen(x+;r)-sen2x)<i* 

'o r * o 

_^ cos2x i* 1 1 

n v - * =(-cos(x+w) + - ) / = (— lH - ) — (1H - ) = —2 

A 7*027 


JJ* cos(x + y)dxdy = -2 

D 

2) Calcular la integral doble JJ x 2 ydA , donde D esta limitado por y = 2x + 1, y = x 2 +1. 


SolucKm 
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3) Calcular la integral doble JJ xydxdy en la que el recinto de integration S esta limitado por los 

s 

i i ft 

ejes de coordenadas y por el Astroide x = Rcos t , v = flsen t , — 

2 

Solucl6n 



2/3 2/3,3/2 


4) Calcular la integral doble Jj* xydxdy , donde D es un dominio limitado por la elipse 


x* y ^ 

—- + —= 1 y siluado en cl primer cuadranie 
o h 2 
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5) 



l 2 2 2 4 

b .ax x 


2a l 




x 4 r 

- -]/ = 
4/o 


h 2 . 4 „ 4 U 2 .2,2 

o r a a , a o a 0 


—■-]= 


2a 2 2 4 8a 


JI^ = 


a 2 b 2 


Calcular la integral doble JJ(xy + 2x 2 )dA , siendo R: y = V*, y = -x, x = 0, x = 4. 

* 

Solution 

Graficando la region R se tiene: 

4 f/7 


Y ' 

> 

y = Vx 










4 X ^ 


y = -x 

\ 


(xy+2x )dy)dx 


6) Calcular 


Y 

0 

k 

^ / r 


ilk F2 X 


g^r y = 2x - 4 

/ 

•4 


jj(xy+2x 2 )dA = J o (JT 

R 

f 4 7 /V* f 4 3 , X 2 

= 1 (—+ 2jcv)/ dx=J (-* + — + 2x 3 )dt = 179.81 

0 2 ' -x 09 1 


f f 2 v — 1 

| |-drdy, donde D esta limitado por las rectas x = 0, y = 0, 2x - y=4. 

2> X+1 

Solucltin 

Graficando la region D se tiene: 


jr+1 

- 18x + 20 


f f 2_y -1 f2 fo 2y-l |*2 y —y /0 

11 ——dx</v = J (I —— dv)dx= I -- - dx 

D JT+1 0 2j ~ 4 r+1 ' jt+ 1 ' **-« 

(*2 4x 2 


-otc = 36-421n3 


x+l 
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1) Calcular JK + y 2 )dxdy , donde D es la region acotada por la recta y = x y la parabola 


2 

y = x . 


Graficando la region D se tiene: 


Solucidn 



\y = x _ 2 x = o 


u- 

U 


=> X * x=> 


1 + y 1 )dxdy = \ Q {\y 1 ■ -- 2 ' 


| 0 £ xZl 

. .. * 1 2 
= 1 

,(* 2 +/)40<fr 

= f(*V— )l\dx = \\-x i -x*)dx 
= 77 jj(x 2 +y 2 )dxdy = — 


3_ 

35 


8) Calcular la integral JJ (x+2y)dxdy , donde D es la region limitada por las rectas y = -, 


y = 3, y = 1, x = 7. 


y' 

i 


3 

t\ 

(N 

II 

X 



>"! 

x = 

1 

I I 

i i 


" 0 

1 5 7 

X 


Solucjbn 

Graficando la region D se tiene: 

\\(x + 2y)dxdy = [([ _ (x + 2y)dx)dy 


+ ={ (—■ +2 W 2 , x d y = { (24+i8^-6j 


6 y )dy 


= (24y+9y : -2 y')/ = (72 + 81 - 54) - (24 + 9 - 2) = 68 
. [ j"(x + 2y)dxdy - 68 
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9) Hallar la integral doble Ml x-y\dxdy 


Solucl6n 


|0< x < 1 

i => D = j(x,,y) e R /0£ x£ 1 a 0£y £ lj 



Graficando la region D se tiene: 
, S ' X * y 


\x-y\ - ^ Luego D = D, uD 2 

(y-x si x <y 


7 JJ|x - y\dxdy = JJ|x - y\dxdy + JJ|x - y\dxdy 


= JJ (* - y)dxdy + JJ (v - x)dxdy 

D. Dj 


= J 0 ( Jj* - y)dy)dx + J o (J (.y - x)dy)dx 
\\\x-y\dxdy = \\xy-^) l* a dx+\^{~-xy) ffo 


flX 2 f! 1 X 2 11111 

= I — dx+ I (—-x +—)dr = —= — 
*o 2 '02 2 62263 


10) Calcular el valor de la integral U'M 


Solucl6n 


\\x-y\dxdy = - 


f0£x£l . , 

^ => D = |(x,.y) e R~ /0 £ x £ 1 a 0£_y£lj 














590 


Eduardo Espinoza Ramos 


11 ) 



Graficando la region D se tiene: 


i 2 | \y-x Si yJrx 

r'h 2 

I x - y si y < x 


porlo tanto: D = D x \jD 2 


A 


f|| y - x 2 |<&dy = |||y - x 2 |aWy +1|| y - x 2 1 dxdy 
D 

-f(f< 


(x 2 -y)dy)dx+j (J\ (y-x 2 )dy)«ix 
*0 0 0 


-/ww *+u--* i »r.*-VT*‘+uw+T'>* 

J o J 2 • 0 0 2 ' x J o 2 J o 2 2 

fl . , 1 X 5 X 3 X /l 1 1 1 11 ff, 11 

J o 2 5 3 2 7 o 5 3 2 30 1 1 30 

Calcular la integral i:[u -2\ sen y dxdy 


Solucl6n 


Ubiquemos la region D de integration. 
fl£x£4 


1 


0 < y <, n 


D = {(x,y)l \<rX<A a 0£y£n\. 


Y 




Graficando la region D se tiene: 



ill 

D 2 

(x-2 si x^2 

l*-2|- , 9 9 

1.2-x si x < 2 

X 

0 

1 


2 

4 * 

por lo tanto D = D x \jD 2 entonces 


|*J|x - 2| sen ydxdy = JJ|x - 2| sen ydxdy + - 2| sen ydxdy 


A 
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12 ) 


JJx- 2\ sen ydxdy = | (£(2-x)sen ydy)dx+^ (x-2) sen ydv)dx 

D 

= J (x-2)cosv/ dx+\(2-x)l dx = \{4-2x)dx+\ (2x-4)dx 
■'l ' / 0 *7 • 0 *1 *2 

= (Ax-x 1 )/\ + (x l -Ax)/*, =4-3 + 0-(4-8)= 1+4 = 5 


\ o \y-2\senydxdy = 5 


Calcular la integral JJ"(r- v+ l)dxdy , donde D es la region limitada por las curvas 

D 

y = (x- 1) 3 + 1 ,y=l + U7^\ 

Solution 

Graficando la region D, y para esto calcularemos los puntos de intersection. 


! 


V = — 1) 3 -h 1 (x-l) 3 =V*-l => x = 1 de donde y=\ 

—s 

[y = V jr-1 + 1 


(x-1) 9 =x-\ => (x-l) 8 =1 



x - 1 = ± 1 => x = 2 , x = 0. Luego la region D es: 


D = D,uZ) 2 


jj(x-y+\)dxdy=jj(x-y + \)dxdy+-y + \)dxdy...{\) 

D D, Oi 


' >X ahora calculamos cada una de las intcgrales dobles 

W fi f(*-D 3 +i fi 1 , /l+(.r-l)’ 

(x-y + l)dxdv = } o (] i+if — (x-y+\)dy)dx = } o --(x-y + l) / {+ ^dx 
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ff f2 fi+V* i fi l - /l+V^T 

]]{x-y+\)dxdy = ] (j (x-y+l)dy)dx = J —r(x-y+\) 2 / 
ff 'o 2 ' i ♦ < • ♦ 11 


ahora reemplazamos (2), (3) en (1): 


\\(x-y + i)dxdy = ^- + ^=\ 
D 


... (3) 


13) Calcular la integral doble -y)dxdy, sobre la region D por arriba de y = \x-l\ y 


debajo de y = 4-|;c| 



Solucion 

Graflcando la region D, de donde se observa que: 

D { kjD 2 ^jD 3 

Luego a la integral doble expresaremos en la forma 


JJ(2* - y)dx dy = JJ<2, - y)dx dv + JJ (2x - y)dx dy + JJ (2x -y)dxdy ... (1) 

D D { Dj 


ff fO f4+jr fO \p- /4+x fO 

JJ (2x-y)dxdy = J (J (2x-y)dy)dx = ) (2xy—)/ dx = J 

-}>2 \-x ill • 1 * 3 

A 


8x + 2x- 15 


3/2 2 


-dx 


1 8 jT j /o 45 

= -(--x -15 jc) / -- 

2 v 3 '/ -3/2 8 

JJ(2jt- y)dxdy = \ a {\ (2x- v)dy)dx = \^(2xy-^-) / ^ dx= J 

Oi 

-i^-lSr]/'—3 


H8JC-15 


~dx 
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ff |*5/2 f4-jc f5/2 v 2 /4 -jt 

JJ (2*-.V)<fr 4V = J (J (2x-y)dy)dx = J (2xy-—)/ dx 

1 X-l 1 L * X-l 

D, 

1 fS/2 , 1 8X 3 , /5/2 

= - J (-8x 2 + 26* -1 5)dx = -(--+1 3x 2 -15x) / 

2 J i 2 3 ' l 


25 1_ _ 25 ]__T]_ 

24 “3* “ 24 + 3 = 8 


14) 


Evaluar 



xy 2 (x 3 + j> 3 ) 


1/2 « + |fx/(. 3 +J 3 ) 
1 y 


Solucion 


Ubicando la region sobre el cual se realiza la integral 



JP (J; jy 1 (x^ V X ) v -dx)dy + \\ £ xy 2 (x i + y *) 12 dx) ,/v 
0 2 1 2 


f<fV(*w' 2 <M* 

0 X 


_ p 2x 

'I3 


(* 3 +/) U3 


/ x 3 J o 


(3* 5/2 - -Jlx 512 )dx = 


4(3 -V2) 
21 


J| ) ,xv 2 (j: 3 +>’ 3 ) 1,2 <fr</v + J^ j^*y 2 (x 3 +.y 3 ) V2 dxdy = — ^ — 


JJ x y y 


£ 


15) Calcular la integral e v x dxdv , donde D es la region plana limitada por las rectas 

D J 

x = 1, x = 2, y = x, y = 3x. 
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Solucidn 


Graficando la region D. 





X J* 



X ^ 



— c’ * dxdy + 2J J e 1 x dxdy = (J^ e* x dy)dx + 2^ (J J—e’ x dy)dx 


= f 2xe' x / ^+ 2 / 2xe' x / dx= [ (2xe^ - 2xe)dx + 4\ {xe^-xe^ )dx 

1 f M *1 / 2 i *1 1 


= {e^ -e)x 2 j*+lie' 12 - e & )x 2 /*=6e^ - 3e^ - 3e 



-e 


V2 


-e) 


16) Calcular el area de la region comprendida por: D: y = x , y = x, por integration doble. 


Solution 
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17) 


18 ) 



A(D) = jj dxdv = £< J/*”* 




A(D) = -u 2 


Hallar el area de la region R limitada por las curvas y = x 2 -x> y = sen ;r x 

Solucion 


Dibujando la region R. 



Luego la region R es dado por. 

i? = {(jt,>0/0<x< 1 A x 2 -x£ >>£sen;rx} 

Luego el area es dado por: 

A(R) = JJ dxdy 


fl i*senrrjr fl 

(I dy)dx = I (sen(^x)-x* +x)dx 
JO Jx 2 -x JO 




cos;rx x 3 x 2 /i 1 1 1 1 2 1 

-—+—)/=( -r+ T )-(—0)—+-- 

i o / n w 1 7 rr _ 


3 2 ' 0 ^ 3 2 ;r 


2 1 /r +12 2 

— + 
n 

2 

X V 


n 6 6 ft 

2 2 


Hallar el area de la region R encerrada por la elipse —+ :L y = 1, a,b > 0. 

a b 


Solucion 


Luego la region R descrita por R = {{x,y)!-a ^ x <S a a Vtf 2 -x 2 <y<~^Ja 2 -x 2 } 

a 
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= A{R) = \\dxdy = \ (j^ZLdy)dx 
r * 7 "-' 

= j (— -x" *>-—Ja 2 -x 2 )dx-—-\ Ja 2 - x 2 dx = abn 

a a a a -• 


19) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide z = x 2 +y 2 , los pianos 
coordenados y el piano x + y = 1. 

Solucion 




V = 


jjzdxdy = jj(x 2 +y 2 )dxdy = \ o (\ a {x 2 +y 2 )dy)dx 

D D 



f 1 —4x 3 + 6x 2 - 3x +1 1 

I - dx = - 

J o 3 6 


V = 




1 


20) Hallar el volumen del cuerpo limitado por los pianos coordenados y los pianos x = a, y = b y 

x 2 v 2 

el paraboloide eliptico z = —— + —. 


Solucl6n 
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21 ) 


22 ) 



V = \\zdxdy = \\{^+^)dxdy 


D 

2 .,2 


1 f« f b x 2 y 1 f fl ,b 2 o ^ 

1 / = t! (J (—+—My)<£* = -J (—at 2 +—)<&= -(—+—) 

loop q p 3q 2 ip 3q 


r-1! 


ab a' b 2 


zdxdy = —(— + —)u 
b p q 

Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies x 2 + y 2 = a 2 , x 2 + z 2 = a 2 

Soluci6n 

Calculando el volumen de octava parte del cuerpo dado en la figura. 

-7 = zdxdy, de donde 

D 



V = 8jJ zdxdy = -x 2 dxdy 


= 8P(* Ja 2 -x 2 dy)dx = s\~ Ja^x 2 y/^° * dx 

J 0 J 0 •'o / 0 


ff 16a 3 , 
/. F = 8jJ zdxdy = —— 


Hallar el volumen limitado por las superficies y 2 =x, z + x = 1, z = 0 

Solucion 



Proyectando al piano XY, se tiene. 


v = JJ zdxd.y = JJ (1 - x)dxdy = J q (J (1 - x)dy)dx 

D D 

V = f(l - x)y r '_dx = 2 P(l- *)Vx dx = 2 P (x 1 ' 2 - x m )dx 

/ -Jjr "o *0 
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23) 


= 7 l ^ x in -^ x 512 ] f = 2[|-|]-0 = 2 (- i ) = 

3 5 ' o 3 5 15 15 


' v = jjzdxdy = ^u' 

D 

Calcular la integral \ \ tg x 2 dxdy 


Solucion 

Ubicando la region D sobre el cual se calcula la integral 

[ 0^<1 

D\ \ , => D= (jc,v)/0^v$1 a 

[y £ x £ 1 



Graficando la region D. 
fjtgx 2 dxdy = \ (J tgx 2 dx)dy 


o V 


como la integral J \gx'dx se puede calcular por ningun 

y 

^ metodo de integration, en este caso se cambia el orden de 
integration. 


jjtgx 2 dxdy = | (Ptg x 2 dx)dy = \^(\^ tgx 2 dy)dx 


= j^xtgx 2 d!x = —lnsecx 2 j ^ = — ln|sec l| 


JJ tg x 2 dx dy = — ln(sec 1) 

D 


24) Evaluar la integral 


* x 


0 X jx 2 +y 2 


dydx 

Solucl6n 


Ubicando la region D sobre el cual se realiza la integral D\ 


0 <, x<>a 
x<,y£a 
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25) 


Graficando la region D. 



Calcular la integral 




*y l: 


0 fy 


dxdy 


Solucion 


Ubicando la region se tiene: 


|0S.yS 1 
\-Jy ^ x z l 


Z) = {(x,y)/0S y £1 a JySxSlj 


Graficando la region. 




= (0-j)-(-l-0) = j 
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1 ) 


Calcular la integral sobre 
0£x£ti, 



D 


cos ydxdy, si la region D es el rectangulo 
Rpta. (e-lXe* -1) 


2) Calcular la integral doble JJ e x+y dxdy , donde D es la region 0 £ x £ 1, 0 £ y £ 1. 


Rpta. ( e-ly 


3) Calcular la integral 


f f ydxdv 

J J - 2 — ' i 3/2 * donde D es la region 0 £ x ^ 1 , 0 ^ y £1. 


( 14 -x*+y z Y 


2+V2 

R pta. 


4) Calcular la integral \\x 2 ye xy dxdy , donde Des la region 0 < x < 1, 0 ^ y < 2. 


D 

Calcular las siguientes integrates. 

Rpta. 2 


a) J 

[ Jj;t-2|sen ydxdy 

Rpta. 

2(1 - cos 2) 

b) J 

[I ( x 2 +y)dydx 

Rpta. 

6 

c > J 

| J (8* 2 + 2y)dydx 

0 0 

Rpta. 

152 

3 

*») J 

1 J e* cos(y+e* )dvdx 

0 *0 

.> fJ 

e’ (cos y + cose*) dy dx 
a 

° J 

p 1 fi dxdy 

Rpta. 

toil 

"o Jo X + y+ l 

™ 16 
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g) |cosxy|c/xdy 


Rpta. 2k 


b> J'J" 

■'o 0 


sen 2 x.sen 2 y dxdy 


R pta. — 


6) Calcular la integral doble Jj*|jc + \\dxdy % donde D: 


7) Calcular la integral doble 


iif- 


Rpta. - 


x~\dxdy , donde D: I xl £ 1 , 05y £ 2. 
20+3 n 


Rpta. 


12 


8) Calcular Jj f(x, y)dxdy , donde D: [-*,6]x[-2,2] 


[y-senx] si -n<*x<>n a -2<y<2 
f(x*y)**'x + y si x£5+y 2 


si x>5 + >r 


73 


Rpta. 61 + — + 8x - 7T 


9) Calcular JJ f(x,y)dxdy , donde D : [-1,2]. 


n k 

T’4 - 


siendo 




n 2 

:-tg.y| si |.r|£ 1 a |y| <: — 


71 X 3 71 

" 

3 71 71 X 


Rpta. 2 + — n 


Calcular la integral doble JK + y 2 , si la region D esta limitada 

D 


t* loo 1 «nark0 


y = x, x = 0, y = 1, y = 2. 


Rpta. 5 
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11) Calcular j"j" (3jc 2 -2xy + y)dxdy, si la region D esta limitada por las lineas x = 0, jc = y 2 . 


y = 2. 


244 

Rpta.- 

P 21 


12 ) 


Calcular JJ— - dxdy y donde D esta limitada por y = 4-x 2 , y = 0. 

d x 

80 

Rpta. 4arctg2- — 

ffsen x.dxdy e n ^ 

Calcular IJ-=—, donde D = \(jc, y)/0^ x , 0<:y<:jc} 

,, 4 - sen* y 2 

Rpta. —In 3 
4 

14) Calcular JJ*cos(jc + y)dxdy y donde D es un trapezoide limitado mediante segmentos de rectas 


13) 


n n n 


de los puntos (—,0), (n —), (-n —) , (- — ,0). 


n 

Rpta. — 


15) 


16) 


Calcular jj^xy-y 2 dxdy , donde D es un triangulo de vertices en los puntos 0(0,0), 

D 

A(10,l) y B(l,l). Rpta. 6 

Calcular ^e x+y dxdy , donde D es el interior del triangulo de vertice (-7,-6), (5,3), (0,0). 


_ 3e 8 3e -13 41 

Rpta.-h-+ — 

56 91 24 


17) 


18) 


Calcular JJ y In xdxdy , si la region D esta limitado por las lineas xy= 1, y = ifx y x = 2. 

D 

5(2 In 2-1) 

Rpta.- 

8 

Calcular JJ (2xy-3x 2 )dxdy , donde D es limitado por y - ln|x|, y = 0, y = -2. 
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19) 


Calcular j"j" (x + y)dA , donde D es la region limitada por xy = a 2 , 2(x + y) = 5a. 


Rpta. 


9a' 


20 ) 


24) 


Calcular Jj*(3x + y)dxdy , si la region D se define por las desigualdades x 2 +y~ < 9, 

D 

432 


2 x 

y2r — + 3 
3 * 


Rpta. — 


169 


21) Calcular JJ||x| -|y| -l|flbrdy, donde D = DjUD 2 siendo D, = [0,3]^[—2,2] y D 2 el 

D 

142 

triangulo formado por las rectas x = 0, y = 2, y = 8 - 2x. Rpta. - 

3 

22) Calcular la integral doble j j sig(x 2 - y 2 + 2)dxdy, donde D es la region limitada por 


x 1 +y 7 <: 4 . 


4 k i+V5 

Rpta.-h81n(—=—) 

3 v2 


23) Calcular JJ x 2 |j donde D: x 2 £ y < 4 


Rpta. -(4-3V2+4V3) 
3 


Demuestrese que si f(x,y) = g(x) h(y) entonces 
j \f(x y y)dydx = {\ g{x)dx){\h(y)dy) 


25) 


26) 


Hallar el valor de Wx 2 y]jl-x J -y J dxdy , donde D es la region limitada por las 

D 


3 3 


lineasx^O, y^O, x 3 +y*£ 1. 


Rpta. 


27>/3 


Calcular jjx 2 y 2 (a 3 -x 3 -y*) 112 dxdy , donde D es la region limitada por x £ 0, y £ 0, 


3 . 3.3 

x +y £a . 


4a 


15/2 


Rpta. 


135 
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27) 


28) 


CalcuLar JJ ydxdy , donde D es el recinto dado por: x 2 + y 2 - 2y £ 0. 
D 

Rpta. 7i 

n 2 2 2 

xy dxdy , donde D es el recinto dado por x +y -2x^0. 


K 

Rpta. — 

8 


29) Calcular las siguientes integrales dobles. 


a) J | dydx 


b) j^ysen/r xdydx 

c) J J e x+y dxdy 


d) 


'l 'o 


tt 


sen*. dxdy 


e) II dy dx 


rw 

f) + y)dydx 


Rpta. — 


Rpta. 


Rpta. 


k 2 -4 
In 2, 


e A - 3e 2 + 2 e 


Rpta. 0 

Rpta. 1 

Rpta. 


e 2 -2 


g) 

f f ’ 1 e** y dxdy 

Rpta. 

-3 t : 

e -1 e 

■ ■ .. + ■■■■ 

3 

h) 

\\r-ixdydx 

Rpta. 

3 4 25 

—e - 


0 y4~.r 


2 6 


|*4 C** 1 2 > 


csch4 

i) 

J J —sec h 2 (—)dydx 

Rpta. 

ln( „) 


*7 * x X X 


csch2 


IV fl+cos.c 2 


4 

J) 

v senxdWx 

0 0 

Rpta. 

3 


-+ — 

2 e 
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30) 


lSg-16 

150 

12 

5 


Calcular la integral doble j"J x^Jy dxdy , donde D es la region encerrada por _v = x 2 , 

D 

1 


k) 

f* /2 f 1 4 

J J ydydx 

0 cosjt 

Rpta. 


(V/2 r3cos^ j 


1) 

x sen ' ydxdy 

-n/2' f 0 

Rpta. 


y=-x +1 


Rpta. - 


15-J2 


31) Calcular JJ(2x + 2 y)dxdy , donde D es la region acotada por las curvas y = x 3 , x = y 2 . 


32) Calcular las siguientes integrales dobles. 


fa fVa 2 -AT 2 

y) dydx 


a) u„ <,+ 

f'f ,; 

b) J J lny</y<ix 


53 

Rpta. — 

70 


2 3 

Rpta. —a 

3 


'1 JT 


Rpta. 


4e 3 +9e 2 -7 
36 


33) Calcular JJ(1 + x) sen ydWy , donde D es el trapezoide de vertice (0,0), (1,0), (1,2), (0,1). 


Rpta. —+cosl +senl-cos2-2sen2 
2 


34) Calcular j *^e x + y dxdy , donde Z) = ((x,^)/|x| + |^| ^ ij 


Rpta. e — 

e 


35) Calcular las siguientes integrales dobles. 
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36) 


37) 


38) 


fl fl-jr 2 


31 

b ) \J{x + y)dydx 

Rpta. 

60 

f 2 (V7 2 j 


16V2-2 

c ) J ( J 0 yx dxdy 

Rpta. 

21 

f 2 2 


32 

d) II xy 2 dydx 

0 0 

Rpta. 

3 

f 1 f' 


n 1 -4 

e ) J J y sen( k x)dydx 

Rpta. 

2n 3 

f ) f j e x+y dxdy 

Rpta. 

e 4 -3e 2 + 2e 

2 

fa C^a 2 -M 2 , 

8) U 3 '** 

Rpta. 

a 

fff/2 fsenx 1 

h) (1+ vny 


7I 2 +8 

Rpta. 

8 

Calcular x cos(jc -i- y)dxdy , donde 

D es el triangulo cuyos 

vertices son (0,0), (rt,0), ( 71 , 71 ). 

D 

3n 

Rpta. -— 

2 

Calcular JJcos (x + y)dxdy, sobre el trapezoide definido al conectar mediante rectas los 

0 

n k 

puntos ( ±n ,—)y (±—,0). 

2 2 

Rpta. 0 


Calcular J | (x 2 +y)dxdy , donde D 

es un dominio acotado por las parabolas y — x 2 e 

D 

y 2 -x. 

33 

Rpta. - 

140 



39) Calcular la integral doble ^\x + y\dxdy, donde D: [-l,l]x[-l,l]. 
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40) Calcular la integral doble JJ^I y-x 2 \dxdy , donde D:|x|^l, 0^y<2. 


41) Calcular la integral JJ y 3 e 47 dxdy, donde Resta li mi tada por x = y 2 , x = 4y 2 ,x = 4. 

R 

42) Evaluar JJ| x 2 + y 2 \dxdy donde D: 0 < x, 0 ^ y, x + y = 1. 


43) Calcular las siguientes integrales: 


a) JJV + v 2 )dx dy , donde la region D esta limitada por las rectas y = x. 


x + y = 2a, x = 0. 


Rpta. 


4a 


b) ll (x + 2 y)dxdy , donde la region D esta limitada por las curvas y-x 2 e y = «Jx 


Rpta. — 

20 


C) JJ( 4 -y)dxdy , donde la region D esta limitada por las curvas x 2 =4j',y=l,x = 0. 


D 

(x>0). 


Rpta. 


68 

15 


d) JjVa 2 +* 2 dxdy , donde la region D esta limitada por las curvas y 2 -x 2 =a 2 , 


x =a, x = 0, y = 0, (y>0). 


Rpta. 


4a 


44) Calcular la integral J ^e*+ y dxdy , donde la region D esta limitada por las curvas y~e x , 

D 

x = 0, y = 2. Rpta. e 
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f t xdxdy 

45) Calcular la integral —-V, donde la region D esta limitada por las curvas y = x tg x, 

x 1 + y 


y = x. 


Rpta. 


32 


46) 


Rpta. — 


47) 


Calcular la integral Jj *^xy>-y 2 dxdy , donde D es el trapecio con vertice A(l,l), B(5,l), 
D 

C(10,2), D(2,2). 

Calcular la integral JJ y dxdy , donde D es un triangulo con vertices 0(0,0), A(l,l), B(0,1). 

D 

Rpta. - 


48) 


2 2 2 

Calcular el area limitada por las lineas y -Ax-x , y =2x (fuera de la parabola) 

16 , 

Rpta. (In - )u 

3 


49) Calcular el area de la region limitada por las lineas x = y -2y,x + y = 0 

„ 1 2 

Rpta. —u 

6 

50) Encontrar el area de la region en el primer cuadrante acotada por las parabolas x 2 =4y. 


x z =8-4 y. 


1 (y 

Rpta. —«‘ 


2 2 2 

51) Hallar el area de la region limitada por las lineas y =4(l-x), x =4 (fuera de la 


parabola). 


Rpta. (2n 


2 2 

52) Hallar el area de la region encerrada por las graficas de x =4 y, y =4x,x + y = 3, 
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53) Hallar el area de la region acotada por las lineas 


a) 

y = x + 2, y = x + 4 

Rpta. 

2 

1>) 

y = x 2 9 y = x + 2 

Rpta. 

• 2 
—u 

2 

c) 

2 - 2 

X = v , X = ly-y 

Rpta. 

1 2 

— u 

3 

d) 

<N 

II 

1 

X 

X 

II 

Rpta. 

’ 2 
—u 

2 

e) 

^ = |x|, 4 v = 4x 2 + 1 

Rpta. 

1 2 
— u 

12 

0 

jc = y - y 2 , jr + y = 0 

Rpta. 

4 2 

—u 

3 

g) 

x 2 = 4y, 2y-x-4 = 0 

Rpta. 

9 u 

h) 

y = x 3 -2xy y = 6x-x 3 

Rpta. 

16u 2 

1) 

y =2x, x + y -4^=0 

Rpta. 

4 , 

(n --)«* 

J) 

2 n n 2 

^ = x -9, ^ = 9-jc 

Rpta. 

72 u 2 

k) 

II 

X 

1 

X 

II 

X 

Rpta. 

9 2 

—u 

2 

I) 

= 9 + x, y 2 = 9-3x 

Rpta. 

36 u 2 

11) 

v+12 = x 2 , y = |x| 

Rpta. 

68 u 2 

m) 

= e*, ^ = lnx, x = l, x = 2 

Rpta. 

(e 2 -21n2 + l-e)M" 

n) 

X 2 A A 

>> = e , ^ = -x ,x = -2, x = 2 

Rpta. 

(l± + e 2 -e- 2 )u 2 

3 
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54) 

55) 

56) 

57) 

58) 

59) 


60) 


61) 


62) 


Hallar el area de la region plana limitada por la parte de arriba por x 2 + y 2 = 2, y en la parte 

2 n 1 2 
de abajo por y = x . Rpta. (—+ — )u 

Calcular el area de la region del piano XY, acotado por las graficas de las curvas x = y 1 , 
x + y=2, y = 0. Rpta. ^u 2 

Por medio de la integral doble, hallar el area de la region D comprendida entre las curvas 
y 2 =4-x y y 2 = 4-4x. Rpta. 8 w 2 

Por integrates dobles, calcular el area de la region D acotado por las curvas y = x 4 , 
y = 7-6x 2 . Rpta. -^r« 2 

2 2 2 

Calcular el volumen del cuerpo iimitado por las superficies z = x +y , y = x , 

88 

y = 1, z = 0. Rpta. - u 2 

105 


Calcular el Volumen del so lido cuya base de la region en el piano XY acotada por las curvas 
y = 4 - jc 2 , y=3x y cuyo techo es el piano z = x + 4. 

625 

Rpta. - 

12 

Hallar el volumen del cuerpo Iimitado por el paraboloide hiperbolico z~x 2 -y 2 y los 
pianos z = 0, x = 3. Rpta. V - 27u 3 


Hallar el volumen del cuerpo Iimitado por las superficies del paraboloide hiperbolico 
z = xy, el cilindro y = Jx y los pianos x + y = 2, y = 0, z = 0. 

3 , 

Rpta. V = — u 
o 


Hallar el volumen del solido en el primer octante Iimitado por las superficies x + z 2 = 1, 

I - 32 , 


x = y, x = y 


Rpta. 


120 
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63) Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies x* + 4 y + z = 1, z = 0. 

n , 

Rpta. — u 

4 

64) Hallar el volumen del solido indicado. 

a) El tetraedro acotado por los pianos coordenados y el piano z = 6 - 2x - 3y. 

Rpta. 6 u 3 

b) El tetraedro limitado por los pianos coordenados y el piano 3x + 4y + z — 2 = 0 

Rpta. 20 u 3 

2 2 

c) El solido del ler octante limitado por la superficie 9x + 4y = 30 y el piano 

9x + 4y-6z = 0. Rpta. 10 w 3 

65) Hallar el volumen del solido limitado por las superficies. 

a) z = 4-y 2 , y + z = 2, x = 0, x = 2 Rpta. 9w 3 

b) z = y, z = x 2 + y 2 . Rpta. — 

32 

66 ) Hallar el volumen encerrado entre las superficies x 2 +3j> 2 -z = 0 , 4 — y 2 - z 

Rpta. 4 ku' 

2 2 

67) Calcular el volumen del solido limitado por las superficies z = x, z = 4 - x , 

2l4l 

z + 2y - 4 = 0, y = 0. Rpta. - 

10 

68 ) Calcular el volumen del solido limitado por las superficies y = 2x,y = 2x 2 , 

1 3 

x + y + z = 3, x + y + z = 4. Rpta. — u 

69) Calcular el volumen del solido en el primer octante acotado por los pianos coordenados y el 

piano 2x + y + z = 6 . Rpta. 18 u 3 
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70) Hallar el volumen de la region limitado por el cilindro x 2 +z= 1 y por los pianos 


x + y= 1, y = 0 y z = 0. 


Rpta. —u 

3 


71) Hallar el volumen del solido limitado por la grafica de z= 1-x 2 -4y 2 e inferiormente 


por la grafica de x 2 +4y 2 -4z = 1. 


5 n 3 

Rpta. —u 
16 


72) Hallar el volumen del solido limitado arriba por y 2 = a 2 -az y abajo por z = 0 y dentro de 

2 2 2 3 


x +y = a . 


Rpta. — 7i a u 
4 


73) Hallar el volumen del espacio comprendido debajo del piano x + y + z = 8, arriba de 

2 3 

z = 0 y entre los pianos x + 2y=8 , x-2y = 8. Rpta. 170yw 

2 2 

74) Hallar el volumen del solido en el primer octante limitado por el paraboloide z = x -by , el 

2 2 3 

cilindro x -by = 4 y los pianos coordenados. Rpta. 2 nu 


2 2 

75) Hallar el volumen del solido limitado superiormente por el paraboloide 2x +4 y =4 -z e 

22 5 * 

inferiormente por el paraboloide 2x +4 y =4 + 4z. Rpta. —— 

V 2 


76) Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de z = 4 - y arriba de z = 0 y dentro de 

22 512 3 

las superficies cilindric as y -2x = 0 , y =8-2x. Rpta. 


77) Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de z = 2x + a, arriba de z = 0 y dentro de 


2 2 - 
x -by =2 ax. 


Rpta. 3 na^ u 
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2 2 2 

78) El piano XY y la superficie y =16-4z cortan al cilindro x +y =4x. Hallar el volumen 

de la region limitada por estas superficies. Rpta. 15/r u 3 

79) Calcular el volumen de la region sobre el piano XY dentro del cilindro x 2 +y 2 = 4 y debajo 

de paraboloide 2z+x 2 +y 2 =l6. Rpta. 28 nu 


2 2 

80) Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de 4z= 16-4x -y arribade z = 0 


2 2 

y dentro de x +y =2x. 


43 3 

Rpta. — 7i u 

16 


8 1) Hallar el volumen del solido limitado por x + y 2 = az y x 2 +y 2 = 2 ax , en el primer octante. 


Rpta. 


3 Tia 


82) 


Hallar el volumen del solido limitado superiormente por el paraboloide 2x 2 +4 2 =4-z e 


inferiormente por el paraboloide 2 jc 2 + 4y 2 = 4 + 4z . 


Rpta. 

V2 


83) Calcular las siguientes integrales dobles. 


b) 


d) 


e) 


f J e yU dxdy 

%/y 

Rpta. 

1 

2 

Cn/2 Cx senx 

1 1. 2 d y dx 

Rpta. 

In 3 

'o o 4 -sen y 


2 

fl f-r 1 + X 


4e-9 

JJ. - w* 

0 e 

Rpta. 

2 

JT 

Rpta. 

U> | 00 

Cn /2 Can seny 

J J - -dydx 

'Ox y 

Rpta. 

1 
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n i j 

ye dxdy 

* 


Rpta. 


e-1 


g) 


h) 


It,(7.^ 


(J' 4 tg x^dxdy 

0 y 


ffV* l)Vl ~-e** dydx Rpta. 


In 2 

Rpta. — 


I) jV 1 — dx)dy 
JO J y X 


l[2V5-V2 + ln(^^)-I(5 3/2 -2 3/2 )] 
2 V 2+1 6 


Rpta. 1-cosl 


84) Cambiar el orden de integration: 
a) f (f ^ f(x,y)dx)dy 

JO Jv 


■» 


y)dy)dx 


e) f (f f(x,y)dy)dx 

Jo J lx 

g) | 


b ) f (T, f(x,y)dx)dy 
J 1 •> 1 


/•4 d\6-x z 

* Jlfe?^**** 


h) JR «*•*>*»' 


i»r ryjlrx-x 1 

0 J o (£/(*■ .vRR 


r 6 H 

11 1,<I, 


»-3+Vl2+4jr-jr 2 
^3—\/l2+4x-ji 


r f (x* y )dx 


f2 f-7*V4-jr 2 

k ) j 2 (pf ^— I f(x y y)dy)dx 

~7T 


l) J o (|/(*,.v)4v)<* c 


85) Representar en una sola integral iterada a la suma de las siguientes integrates. 

.y+$ 

xdxdy + i 

Jin y 


r p'*- fX,”** 
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86) Representar en una sola integral iterada a la suma de las integrals 

♦r j: 


Cm C-yli f2 f2 

J.L f(x,y)dxdy +\/ f(x,y)dxdy + 

- 6 ^y -1 2/3 V^- 1 


f6f-2+Vl6-(*-2) J 

+ JJ 


J /- T f(x.y)dvdx 

2 J - 2 -J\ 6 -(s-l)* J '-y/J 


f2/3 f-: 

+ J,J .Jix,y)dxdy 

f 2 f 2 +^ 16 -(>. + 2 ) J 

j_» Ju 2 +4y_4 


Rpta - J. 6 J fix,y)dxdy 


87) Representar en una sola integral iterada a la suma de las integrates. 


89) 


0 * y I 2 2 


0 a 


1 { o - r (* 2 +^ 2 ) 1 J ' + , a > o 

f'J 

*n »n 


J 2fl N2ax-X 2 7 J }/7 

0 J 0 (x +y ) dydx 


88) Representar en una sola integral iterada a la suma de las integrales. 


J 'jj! r s r# C<Jr 2 -x 2 rM fJ/r 1 -/ 

0 2 y + Rpta- Jlj J f(x,y)dxdy 

2 y 


f2 fjr ;r X j*4 f2 /T X 4(tf+2) 

Demostrar que: J J - sen (-) rfy <£c + J J _ sen(- )dy dx - -;- 

1 "V* 2 y 2 v* 2^ 


;r 


90) Calcular a siguiente integral doble.J } (x 2 +y 2 )dxdy +\J ^(x 2 + y 1 )dxdy 

0 0 * 1 *0 


Rpta. y 


91) Calcular la siguiente integral doble 
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92) 


93) 

94) 


95) 

96) 

97) 


Cambiar el orden de integration escribiendo la expresion dada en forma de una integral 
iterada de segundo orden. 


a) j Q (f^fix,y)dx)dy + ^ (^f{x,y)dx)dy 

9 9 

b ) ^i^fix,y)dy)dx +(^J(x,y)dy)dx 

1 x 1 3 ■ ^~ y 

c ) + | fix,y)dy)dx 

2 x+2 10 x+2 

d ) J 2 (J o 2 fix, y)dy)dx + £ 3 fix, y)dy)dx 

r 7 r 3 r 9 r 10 - r 

e) J 3 (j? fix, y)dy)dx + (J, f(x, y)dy)dx 


A f 2 |»1—V 4jr— jc 2 —3 

0 J o (j f(x,y)dy)dx + y (j^f(x,y)dy)dx 

Hallar el valor de fd- ix 2 +y 2 )dx)dy+ f (f "(x 2 + y 2 )dx)dy. 

Jo Jo Jl Jo 

f X dx , calcular en funcion M, 
Ji x 


Sea 


el valor de: 


Cf f’(f’ 

Jo Jl+^ x J 0 J 2 jf Jl Jy+\ x 


Calcular f (['«£** + f £***» . 

Jl Jl X h J 4 X 

f0 *15 p/9+9x , 

Calcular ( _v dfyV£t+ j ( y‘d[y)d!x 

J-l J-V9+9* Jo Jjr-3 

Calcular la integral JJ y^e^dxdy , donde R esta limitada por jc = y 2 , x = 4y 2 
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5.11 lategrales Dobles Mediaate Coordenadas i 


En esta seccion veremos como se realiza el cambio de variables de una funeion f(x,y) de las 
coordenadas (x,y) a las coordenadas polares (r,0). La transformation de las cartesianas a las 
polares se ha estudiado en el libro de Analisis Matematico II para estudiantes de Ciencia e 
Ingenieria, aqui veremos su efecto sobre las integrates dobles. 

Consideremos una region DczR 2 acotada por a < 0 ^ J3 y a ^ r £ b; es decir: 



Trazando rectas a traves del polo y circulos con centro en el polo, se obtiene una particion P 
de la region D, que viene a ser una red de “n” regiones llamadas rectangulos curveados. 



A la norma de la particion representaremos por I Pi y es la longitud de la diagonal mas grande 
de los rectangulos curveados. 

El area del l-esimo rectangulo curveado r ( es igual a la diferencia de las areas de los sectores 
circulares, es decir: 

r 2 r 2 1 - 


donde r. = 


- r- + r. 


i Z r i -1 


, A r i =r i -r i _ l , A0 f =0,.-0 ( _, 
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Consideremos una funcion f: Da R 2 - >R continua sobre D y sea (r h 9 ( ) un punto en 

la i-esima sub-region con 0- l < t Q i ^ 0. , luego formando la suma de Riemann se tiene: 

, Oi )A(r i ) = ^ f(Xi , Oi )r ( . A r t . A0,- 
1 = 1 1=1 

tomando limite cuando I P| 0 se tiene: 

, l J m n jL/(nAU(r i )= lim 9 , K• Af i■ Ad i 

J--1 \n->0 /=1 

a este limite denotaremos por JJ/(r, 0)<£4 , es decir: 

D 

\jf(r,d)dA = \\f(r,9)rdrd9 = lim ■)/;•. A/;. A0, 

Observaci6n.- Sobre la region D en el piano coordenado polar situaremos una superficie z = fl[r,0), 
donde f:DaR - >R es una funcion continua sobre D con f(r,0) £ 0, en D. 



Luego el solido comprendido en la region D y la superficie z = f(r,0) tiene un volumen V 
dado por: 


v (i) = |J f(r, Q)rdrdQ 
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Iteradas en Coordenadas Polaresj 



Consideremos dos casos para el calculo de las integrales mediante coordenadas polares. 

ler Caso.- Consideremos la region polar D dado por: D={ (r,0)/ a £ 0^0 a cp(0)£ r £ y(0)} 

2 

y sea f :D a R -» R , una funcion continua sobre D. 


Luego la integral en coordenadas polares es: 


JJ /('\ QW = £(JJ ( 'V(r, G )rdr)dO 


2do Caso.- Consideremos la region polar D dado por: D={(r,0) / a £ r^b a <p(r)£ 0 £ y(r)} y 
sea /: Da R 2 - > R , una funcion continua sobre D. 



Luego la integral doble en coordenadas polares es: 

jjf(r,e)dA = rc ’ f(r,0) r d0)dr 
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Observation.- Para pasar de una integral doble en coordenadas cartesianas a una integral doble en 
coordenadas polares se tiene la relation: 
x = r cos 0 , y = r sen 0 , por lo tanto: 

JJ fix, y)dxdy - JJ f(r cos 0, r sen Q)rdrdQ 
L) D 


Ejemplo.- Calcular la integral doble JJ^1-x 2 -y 2 dxdy , donde D es la cuarta parte del circulo 


x 2 +y 2 £ 1, que se halla en el primer cuadrante. 



Ejemplo.- Calcular la integral doble JJ ydxdy , donde D es la region encerrada por la cardiode 



r = 1+ cos 0 , sobre el eje X. 


r = 1 + cos# 


Soluti6n 

Sea x = r cos 0 , y = r sen 0 

(0 <>6^71 
D: 

0 <r ^ 1 + cos 6 

Ahora caiculamos la integral doble, mediante coordenadas 
polares. 
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ffydxdy = fj r sen d.rdr.dd = JJ sen 0 r 2 drdd 

D D D 

[n CUcose „ [n y J /l+cos0 

J (I r~ sen 0 dr)dO - J —sen 0 / dO 
J o J o J o 3 ' o 

1 f* , (1 + cos 0 ) * /* 1 r '16 4 

= — I ( 1 + cos 0 ) sen 0 dO =- -/ --[0 — 16] = — = — 

3 J <) 12 / o 12 12 3 

Ejemplo.- Calcular JJe * 1 +v 3 dxafv , donde D es la region en el primer cuadrante acotado por la 

D 

2 2 2 

circunfereneia x +y = y los ejes coordenados. 

Solution 

Sea x = r cos 0 , y = r sen 0 

2 2 2 2 2 

x + v -a => r = a => r = a 



D: 


2 


Luego cambiando a coordenadas polares mediante la 
transformation x = r cos 0 , y = r sen 0 se tiene: 


\e 1 +y * dx dy - JJ e r r dr dO = J (J e r r dr)d6 

D 

[nil e la 1 [n/2 2 

-J -- { dO =—J (e -l)d0 

J o 7 9 o 7 J fl 


e -1 /«/2 e a Tt n j n 

-- el --- —(* 1 e * ) 

2 7 0 2 2 4 4 

Ejemplo.- Hallar el volumen de la region en el espacio limitado superiormente por el cono 


z = V* 2 +y 2 » dentro del cilindro x 2 + y 2 = 1 y sobre el eje X. 
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Solucion 




Sea x = rcos0, y = r sen 0 , f(x,y) = ^Jx 2 + y 2 => /(rcos0,rsen0) = r 
fo <0 <71 

D: I 

l0^r£ 1 


ff ff f* 

r f 1 _ Ctz r' /\ Cn 

JJ /(x,.v) dxdy = JJ r.rdr.dd = 

(J r 2 dr)d0 = J — dO = J 
'o •'O 1 f o •'o 


DO 


Ejemplo.- Hallar el area de la region plana D ubicada en el interior del circulo r = 3cos 0 y en el 
exterior de la cardioide r = 1 + cos 0. 

Solucion 


Graficando la circunferencia, la cardioide. 



= 3cos0 
= 1 + cos 0 

r 

X 


\0.-l 

3 


Calculando las intersecciones para obtener los limites para 0 


frs3cosd 3cos0 = l + cosc< 

1 K 71 

| r = 1 + cos(9 cosO - — => 0 = "y 


ff Ck/3 (*3cos0 

A(D) -■ J J dxdy = J (J rdr)dG = 


ff/3 I+cosfl 


jn/3 


/3cos 8 ] fir/3 r - 

/ d9=— I 9cos 2 6 -(1-f cosO) 2 ]dO 

*/3 2 / 1+cosfl 1 
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1 f*/3 , 1 f*/3 

*r I (8cos % 0 -2cos0 - \)dO = — J (4(l + cos20)-2cos0 -1 )dd 

2 


1 Cn/i 1 iniy y 

—J (4cos20 -2cos0 + 3)rf0 = —(2sen20 -2sen0 +30) / = n u 

2 -*/3 2 /-*/3 


is iiei una funcion de a 


a) Deflnicion.- Sea F: S<zR 2 - > DczR 2 una funcion (transformation) continuamente 

diferenciable dado por F(u f v) = (x,y), donde x=x(u f v), y = y(u,v). 



El Jacobiano de F es dado por: 


J(u, v) 


d(u , v) 


dx dx 

du dv 
dy dy 

du dv 


j 

Ejemplo.- La funcion F: R - > R que transforma coordenadas polares en coordenadas 

cartesianas esta dado por F(r,0) = (x,y) donde x = r cos 0, y = r sen 0 entonces el 
Jacobiano de F es: 


7(r,0) = 


d(x,v) 

5(r,0) 


dx 

dx 




dr 

50 


COS0 

- r sen 0 

dv 

dy 


sen 0 

rcos0 

"dr 

50 





ahora dare mo s la definition en forma mas general. 
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b) Deflnicl6n.- Consideremos una funcion g definida en un conjunto cerrado D, es decir: 
g: DczR m - >R. 

Supongamos que F: LJ c^R m - > R m es una funcion continuamente diferenciable y 

uno a uno en un conjunto abierto U. 


Si S es un conjunto cerrado contenido en U tal que g es la imagen de F en S; es decir: 
F(5) = D = {(*,,X 2 . x m ) e R m l(x l ,x 2 . x m ) = F(y l ,y 2 , . y m ) = 


= (^(>• 1^2 . ymir 2 (yi.y 2 . y m )....,F m {y x ,y 2 .>„))} 



Como las funciones coordenadas son x, =F 2 (y x ,y 2 . ,y m ), . ,x m = F m (y u y 2 . ,y m ) 

entonces el Jacobiano de F es: 




, x 2 X m ) 
d(y l ,y 2 ,....,y m ) 


dx x 

dx x 

dx l 

Sy\ 

dy 2 " 

'dy^ 

dx 2 

dx 2 

dx l 

dvi 

dy 2 




tern 

5Vi 

dy 2 
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Ejemplo.- Sea F: R 3 -una transformation definida por F(y x ,y 2 >y 3 ) = (*1 > x 2 ** 3 ) donde 

x { = 2yi - 3y 2 , y 2 - 3y 2 , x y = ^2 ” V 3 , entonces el Jacobiano de F es: 


J (y\>y^y-i) 


8x x dx x dx x 

dy { dy 2 dy 3 

dx 2 dx 2 dx 2 

dy x dy 2 dy 3 

dx 3 dx 3 cbr 3 

dy { dy 2 dy y 


2 

0 

0 


-3 

3 

1 




En las integrates ordinarias el metodo de sustitucion nos permitia calcular integrates 
complicadas, transformandola en otras mas sencillas, es decir: 


£f(x)dx = ff(g(t)).g'(t)dt 


En forma similar existe un metodo para las integrates dobles, es decir, que se transforma una 

integral doble de la forma JJ f(x, y)dxdy , extendida a una region D del piano XY en otra 

D 

integral doble Jj Flu, v)dudv extendida a una region S del piano uv. 

5 

Para esto se vera la relation entre las regiones D y S y los integrandos f(x,y) y F(u,v). 


El metodo de sustitucion en las integrates dobles es mas laborioso que en las integrates 
simples, puesto que en lugar de una funcion ahora se tiene dos funciones X e Y que 
relacionan a x,y con u,v en la forma siguiente X = x(u,v), Y = y (u,v). 
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Geo metric amente, puede considerarse que las dos ecuaciones definen una “aplicacion” que 
hace corresponder a un punto (u,v) del piano uv, el punto imagen (x,y) del piano XY y que la 
aplicacion puede expresarse mediante una funcion vectorial. 

—* 

En el piano trazamos el radio vector r que une el origen (0,0) con el punto (x,y) de la region 
-♦ 

D, el vector r depende de u y v, y se puede considerar como una funcion vectorial de dos 
variables definida por la ecuacion: 


r (w,v) = x(w,v) i + y(u,v) j Si (u,v) e S 


esta ecuacion se llama ecuacion vectorial de la aplicacion. Como (u,v) recorre puntos de S, el 
—» 

vector r(u,v ) describe puntos de D. 

La formula para la transformation de integrales dobles puede escribirse asi. 



donde el factor J(u,v) es el Jacobiano de la aplicacion. 


EJemplo.- Sea R la region triangular del piano XY limitado por: x = 0, y = 0, x + y= l, encontrar 



R 


Solucion 


Transformaremos la region R: x = 0, y = 0, x + y = 1 


«+ v 


I u = x-y 
Sea j => 

{v = x + y 


x - 


2 


v — u 


y = 


2 













Integrates Dobles 


627 


para x = 0 = 


u + v 
2 


v = -u 


v-u 

V = 0 =- => v = u 

2 


X+ V=V = 1 => V = 1 


D = {(u,v) / v = -u , v = u, v = 1 \ 



Calculando el Jacobiano J(u y v) 


d(x,y) 

3(w,v) 


se tiene 


J(u,v) 


d(x 9 y) 

3(«,v) 


dx 

dx 


1 

1 

~du 



2 

2 

dy_ 



1 

1 

du 

dv 


2 

2 


-I I-i 

~ 4 4 " 2 


|Te x+Jf dScdfv = \j{u,v)\du dv = — JJe v da dv = — J (f e v du)dv- — J ve v / dv 

_ _ 1 - 7 0 -V 7 0 'V 

■£. 


e-e p 


vrfv = ■ 


e-e 


D 

-1 


2 0 


Ejemplo.- Calcular la integral doblc 




cosxy 


dA y donde D es la region limitada por las 


parabolas v = x 2 , x = y 2 , jc 2 =4y, y 2 =4x 


Solution 


Transformando la region D: y = x 2 , x = y 2 , x 2 =4y, y 2 =4x para esto hacemos el 
cambio de variable siguiente: 
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2 

x = y 
4x = y 1 


( 


)y = 


2 


X 


4 v = x 


2 



U = ■ 


X 

2 




1 W 4 
1 ^ v < 4 


por lo tanto la region D se transforma en la region 
R = {(w,v) e R~ / 1 ^ u £ 4 a l£v£4j 


Graficando las regiones se tiene: 




V 



4 

1 


R 

•• ’ 

. 






0 


1 4 

U 


Ahora calculamos cl Jacobiano 



f* = i/ 1/3 v 2 ' 3 
\y = u 2n v U2 


=> xv = t/v 


7(w,v) = 


d(x> v) 
d(u, v) 


car 

ft: 


ft^ 

dv 


dv 

d y 


ft/ 

<5v 



I w - 2/3 v 2/J 3„' V 

3 3 

3 U -' V » Jv'V 2/3 

3 3 


1 1 

^""9 '”3 


donde 
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JJ— - dA = \\ueosu^\j(u,v\dudv = — IJ u cos uvdudv = — (j^ucosuv dv)du 


1 f4 /4 1 f4 1 COs4u 1 / 

= — J senwv / du = —\ (sen4u-senu)du ----t-cosui/ 

3 J \ ' l 3 V 3.4 JM 


cos 16 cos4 

(cos 4--) - (--+ cos I) 

4 4 


5 cos 16 ' 

— cos4---cosl | 

.4 4 J 


= —[5cos4-cosl6-4cosl] 
12 


5.1ft 4piicaciones de la 


lro. Centro de Masa de una Lamina.- 

Consideremos una lamina que tiene la forma de una region cerrada R en el piano XY, y sea p 
la medida de la densidad de area de la lamina en cualquier punto (x,y) de R, donde 

p : R c= R 2 -> R es una funcion continua sobre R. 

Entonces la masa total de la lamina R esta dado por: 

M =jjp(x,y)dA 
R _ 

i) El momento de masa de una lamina R con respecto al eje X es: 

' M x = jjyp(x,y)dA 

_*_ 

ii) El momento de masa de una lamina R con respecto al eje Y es: 

M y = jjxp(x,v)dA 
R 
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Luego el centro de masa de la lamina es el punto P(x,y) donde: 


\[xp (x,y)dA 

M 

^ r 1 y m r 

jjyp(x,y)dA 

y- R 

M JJp (x,y)dA 

jjp(x,y)dA 

R 

R 


2do. Momento de Inercia de una Lamina.- 

Consideremos una particula de masa m que se encuentra a una distancia d unidades de una 
recta L, entonces llamaremos momento de inercia de la particula respecto a L al numero. 

I = md 2 

El momento de masa de una particula, usualmente se le llama el primer momento y el 
momento de inercia el segundo momento de la particula respecto a L. 

Consideremos un sistema de n particulars de masas m ]y m 2 ,... y m n situados a distancias 
d x ,d ly ... y d n respectivamente desde una recta L, tiene un momento de inercia I qqe se define 
como la suma de los momentos de las particulas individuales. 

n 

i=1 

El momento de inercia de una lamina que tiene la forma de una region plana S y una funcion 

> 

densidad p: S<zR^ - >R continua, puede encontrarse respecto a cualquier recta L. 

En particular, los momentos de inercia de la lamina respecto a los ejes X e Y estan dados por: 

I x =jjy 2 p(x,y)dA , l y = jjx 2 p(x,y)dA 
s _ s _ 

El momento polar de inercia alrededor del origen O esta dado por: 

/„ =I X +I y = JjV 2 +y 2 )p(x,y)dA 

s 
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Observacion.- Consideremos en el piano XY una lamina S que tiene una densidad continua 

p.SaR 2 -»/?,entonces los primeros momentos M [y M 2 de S respecto a las 

rectas x = a, y = b, estan dadas respectivamente por: 


M ° ~ jj( x ~ a )p( x >y) dA > m 2 = 

jj(y-b)p(x,y)dA 

s 

s 


Observaci6n.- Los momentos de inercia de la lamina S respecto a las rectas L ] :x = a,z = 0; 
L 2 . y = b, z = 0; Ly x = a % y = b son respectivamente. 


1\ = ^(x-a) 2 p(x,y)dA ; = ^(y-b) 2 p(x,y)dA 

s s 

l o' h =\\\x-a) 2 +{y-b) 2 \(x,y)dA 

s 

Observaci6n.- El radio de giro de un objeto respecto de un eje L es el numero R definido por 

R = J — donde I es el momento de inercia respecto de L y M es la masa total del 

V M 

objeto. 


Ejemplo.- Encontrar la masa y el centro de masa de la lamina en la forma de una region rectangular 
acotada por las rectas x = 3, y = 2 y los ejes coordenados. 

Si la densidad de area en cualquier punto es xy 2 Slups//? 2 

Solution 

Sea p(x,y) = xy 



M = ||p(: x,y)dA = || xy 1 dxdy 
R R 


l ( l dy)dx L dx= ~X xdx ^ n slups 
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M x =\\y p(x y y)dA =\\xy dxdy = \ (I xydy)dx=\ -/ dx = 4 |r dx = 18 

hr 

M. = jjx p(x,y)dA = ffx 2 y 2 dxdy = j (——)/ )dx = -\ x l dx = 24 
’ 0 1 ' 0 ? *0 
R R 3 



M 



24 

— = 2 
12 

ii 2 

12*2 



3 

Luego el centro de masa es (x>y) * (2,—) 


Ejemplo.- Encontrar el momento de mercia de la lamina homogenea de la forma de la region 
acotada por 4y = 3x , x =4 y el eje X, correspondiente al eje Y, si la densidad de 
area cs p slugs/ p ~ 



Soluclon 

I y = || x z p(x , y)dA donde p(x,y) = p 

R 

I y =l\x 2 pdxdy = J o (J o 4 x l pdy)dx 
K 


J v =—x 4 / = 48p slugs//? 2 
4 

Ejemplo.- Encontrar el momento de inercia de la lamina homogenea de la forma de la region 
acotada por la parabola x = 4~4y y el eje X, si la densidad 
de area es p slugs /p 


Solucion 
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K = \\v' p(x,y)dA = j\y 2 pdxdy 
k k 

= pf 2 J 0 4 y 1 = 

P 2 4 6 1 7 3 

/ =—I (64-48* +12* -*)</* =-P 

192 # -2 280 


1) Caleular la integral doble JJ e , donde R es la region en el primer cuadrante 


acotado por el circulo *“ + y 2 = 4 y los ejes coordenados. 



Solution 

Pasando a coordenadas polares 

x = r cos 0 , y = r sen 0, donde el Jacobiano es J(r,0) = r. 
ahora sustituyendo en la integral dada, se tiene: 

ff.V .J 'r 




1 (e~ A -i)de =-{\-e A ) 
2 o 4 


2 ) 


2 2 2 2 2 2 

Dada la region R en el primer cuadrante entre los circulos * + y =a , * + y =b , 


0 < a < b. Caleular el valor de la integral doble 


a 


dxdy 

2 , 2 
x + y 


Solution 
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3) 



Graficando la region R, pasando a coordenadas polares. 
x = r cos 0 , y = r sen 0 , donde el Jacobiano es J(r,0) = r. 
ahora sustiiuimos en la integral doblc, se ticne: 
ff dxdy ft f ft dr 

- J 0 (J-^ 


x~ +y~ # o r 


f dSda 

'o / a a J o 2 a 

Calcular la integral doble graficando la region sobre el cual se calcula 

r r la ^L^£i^d V dx 

J-u J V« ; * 3 l„2 2 


-Ja 2 -x 2 -y 

Solucion 

Ubicando la region sobre el cual se realiza la integral 



I /"~2 2 l ~2 

[~\a -x 


< x <> a 
2 


{ 2 2 2 
|x + y =a 

I x = ±a 


-x ^ y £ ‘ 

pasando a coordenadas polares 

x = r cos 0, y = r sen 0 , donde el Jacobiano es J(r,0) = r. 
ahora pasando a coordenadas polares se tiene: 


'a (Ja 2 -x 2 3(x 2 + y 2 )-2a 


ff 3(x +y )-2 a [« fv« 2 -* 2 3(, 

J J- - dxd y =J J jT-T—f 

D ^a i -x i -y f 


a 2 -x 2 -v 2 


dvdx 


J 'ln f a 3 r — 2(3 /'271 ^ 

(J ■ , , .rdr)d0 ~ [ | 

0 0 J JO 


3r 


dr- 


2 ar 


■fa 2 -r 2 Jl) fa 


dr]dO 


= f [-Va 2 -r 2 (3r 2 -2a)-2(a 2 -r 2 ) 3 ' 2 /“ d9 
J o L ./ o 

= \ 2 * (2a 3 -2a 2 )dQ = S(a 3 -a 2 )— = 4n(a 3 -a 2 ) 
o 2 
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4) Calcular ia integral doble 


x 2 +y 2 £ 1, x £ 0 t y £ 0. 


5 ) 


re 


2 2 
-x -y 

-- dxdy , donde D es dado por las desigualdades 

x +y* 



Solucion 

Graficando I a region D, pasando a coordenadas polares 

x = r cos 0 , y = r sen 0 , de donde el Jacobiano es 
d(x,y) 

J(r,0 ) =-— - r 

d(r,0) 

ahora reemplazando en la integral dada se tiene: 




= / : (f 1 (■ T=f —F=)dr)d0 

= 1; (yarcsenr 2 +y -f (* r 2 ) 

Calcular la integral doble pasando a coordenadas polares {{ yjR 2 -x 2 -y 2 dxdy donde D 


es 


el circulo x 2 + y 2 ^ Tfr 


Solucion 



Graficando la region Z): x 2 +y 2 =Jfo, completando 

R 2 2 

cuadrado (x-—) + v =- 

2 4 


pasando a coordenadas polares: x = r cos 0, y = r sen 0, 

d(x y y) 

donde el Jacobiano es J(r y 6 ) =-= r 

d(r y Q) 
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(u 2 + l)(v 2 - 1) = 0 => v = ±1 

para y 2 =-4(x-l) => 4u 2 v 2 = -4(u 2 - y 2 - 1) 

u 2 v 2 = -u 2 + v 2 + 1 => u~ (v 2 +1) = v 2 + 1 de donde (u 1 - l)(v 2 + 1) - 0 => u~±\ 

Luego D = {(u,v) / -1 £ u £ 1 a -l^v < 1} 

2 2 

Como x = w -v , y = 2 u v, calculando el Jacobiano 



J(u, v)= 


r* J(u,v) = 


d( x *y) 

d{u,v) 

-2 u -2v 
2v 2w 


^ dx 

du dv 
dy dy 

du dv 


= 4(V + V ) 


/ 2 A 2* /, 2 2 X 2 , , 2 2 t 2 . 2. 

Jx +y -\(u -v ) +4 u v =>(• +v ) 


ahora reemplazando en la integral doble 
JJ^x 2 +y 2 dA = {{(u 2 + v 2 )|y(w,v)|d«tfv 


= 4JJ(w 2 +v 2 ) 2 dudv = 16^ (| (u 2 +v 2 ) 2 dv)du = 16j (w 4 v + yw 2 v 3 + ^-)/ 


= 16 j o (iT + -u z + -)<fo = 


1 , 448 


45 


jjj777dA= 


448 

45 


11 ) 


Calcular JJ^? + y 2 dxdy, utilizando el siguiente cambio de variable x = uv, y = u 2 - v 

R 

donde R es la imagen de la region D= {(u,v) / 1 £ u £ 2 a -1 £ v £ 1} 


Calculando el Jacobiano 7(w,v) = 


Solution 

d{x,y) . 

-, es dear: 

d(u,v) 
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12 ) 


J(u,v)= 


(HXyy) 

d(u,v) 


3c 

dx 



du 

dv 


v u 

dy 



2 u -2V 

du 

dv 




2 2 . 
= -2(v + u ) 


/ 2 2 / 2 2 2 2 2 2 2 

y4x + y =\4u v +(u -V ) =« + v , ahora reemplazando en la integral dobie 

+ J ;2 dxdy = \\(u 2 + v 2 )|y(w,v)|^w^v 
/? £> 

= JJ2(w 2 + v 2 ) 2 dudv = 2^ (J (a 2 +v 2 )^ = - 



14.32 


Calcular la integral dobie 


ff(2x-v) dxdy 
I !- : -, si D es la region en el piano XY, limitado por 


1 - 4x + y 


las rectas y = 2x, y = 12 + 4x, y = 4x, y + 2 = 2x. 

Solucion 

Transformando la region D: y = 2x, y = 2x - 2, y = 4x, y = 4x + 12 para esto hacemos el 
cambio de variable siguiente. 


2.x - y = u 
y-4x=v 


0 <: u<r2 


, de donde R = {(u,v) e RxR / 0 <; u £ 2 a 0^v^12! 


to <: V ^ 12 

Luego la region D del piano XY se transformando en la region R del piano uv, cuyo grafico 




es: 
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Ahora calculamos el Jacobiano 


2x-y=u 
Iv- 4x =v 


u + v 


X = — 


./(w, v) = 


>> = -(2w + v) 


y) 

<?(w,v) 


dx 

dx 

du 

dv 

dy 


du 

dv 


2 

-2 


JJ^ = JJ—|y<u,v »|du <iv = -/ ./' )du 


\-4x+y 


1 + v 


2 0 0 1+v 


1 f 2 2 /i 2 In 13 [*2 2 4 

= — I iTln(l + v)/ du =-J u du = — In 13 

? "o / o 2 J o } 



-ff 


t2x -» dxdv . - In 13 
1 - 4* + >> 3 


13) 


Hallar la integral doble 


JJ 


(x-j/)drrfy 
ij\3 + x 2 -y 2 


donde R es el cuadrilatero de vertices (2,0), (4,2), 


(2,4), (0,2). 


Solucion 



Graficamos R y hallamos las ecuaciones de los lados del 
paralelogramo. 

Transformando la region R en otra region mediante el 
cambio de variable. 

u + v 

I u = x + y X 2 [ 2 ^ u £ 6 

[v = x-.y ^ w-v 1-2£v£2 

v =- 

2 


Luego la region 1 


grafica es: 
























Integrates Dobles 


639 


ahora calculamos el Jacobiano 
u + 2v 


\u = x-2y 
[v = 2x 


1 


x - ■ 


+ y 


5 

v-2 u 


J(u,v) 


I y=- 


J(u,v) = 


1 2 

5 7| = J_ + ± = _L = I 

.1 i| 25 25 25 5 

5 5 




dx 


du 

ch> 





du 

dv 


Luego reemplazando en la integral doble 

|| (X-2y + 3) 2 e 2x+y +'dxdv = ||(u + 3) V +1 \J(u, v)| dudv =-||(w + 3) :2 e” 'dudv 

R D D 

= “J 0 (f + l dv)du = -\^(u + 3) 2 [e 4 - l\du = — (a+3 ) 3 / o 

= ———[216-27] =-^-(e 4 - 1) \j(x-2y + 3) 2 e 2x+y+1 dxdy--^-(e A -1) 

10) La region R se encuentra en el semipiano supenor del piano XY y esta limitada por las 

parabolas y 1 - 4(l±x) y el eje X, calcular JJ *Jx 2 + v“ dA , haciendo el cambio de 

R 

Solucion 

Graficando la region R => y* =4(l±x) de donde 
y 2 =4(x + l) ; y 2 =4(x-l) 

Transformando la region R, a otra region. 
v 2 =4(;c+l) => 4z/v~ = 4(1 + w‘ -v 2 ) 
w 2 v 2 =l + w 2 -v 2 => w 2 (v 2 -1) = 1-v 2 


variables jc = i/ 2 -v 2 , y = 2 u v. 
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(u 1 +l)(v 2 -1) = 0 => v = ±l 

2 iff') 

para y =-4(;t-l) => 4w“v~ = -4(w“ - v“ - 1) 

u 2 v 2 = -u~ + v 2 + 1 => u 2 (v 2 +1) = v 2 + 1 de donde (u 2 - l)(v 2 + 1) = 0 => u = ±\ 
Luego D = {(u,v) / -1 £ u £ 1 a -l^v ^ 1} 

7 7 

Como x = u - v , y = 2 u v, calculando el Jacobiano 



J(w,v) = 




dx 

dx 

du 

dv 

dy 

dy 

du 

dv 


-2t/ -2v 

2v 2u 


= 4(w 2 +v 2 ) 


J(u,v) = 

V 2 , 7 /71 2x2 ^ 22 .2 2x 

X = tJ(u -V ) +4 U V ~ (u + V ) 


ahora reemplazando en la integral doble 
JJ-y/* 2 Ty 2 dA = \\(u~+v 2 )|y(w,v)|^w^v 

R D 



+ v 2 ) 2 - 


dudv = 16 f (f (u 2 + v 2 ) 2 dv)du = 16 f (u 

JO JO JO 


4 _. . 2 2.3 


V+ — -)/ 

3 5 / o 



••• 


11 ) 


Calcular JJ y4x 2 + y 2 cfrdy, utilizando el siguiente cambio de variable x = uv, y = u 2 - v 2 

R 

donde R es la imagen de la region D= {(u,v) / 1 ^ u ^ 2 a -1 < v ^ 1} 

Solucion 

d(x y v) 

Calculando el Jacobiano J(u y v) =-, es decir: 

d(u,v) 
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12 ) 


y(w,v) = 


d{x,y) 

d(u,v) 


3c 

dx 



du 

dv 


V u 


dy_ 


2 u -2V 

du 

dv 




= -2(v 2 +u 2 ) 


4jc 2 + j> 2 = ^4 w 2 v 2 + (« 2 -v 2 ) 2 = w 2 +v 2 , ahora reemplazando en la integral doble 

||^4x 2 + y 2 dxdy = ||(n 2 +v 2 )\j(u,v)\dudv 
R D 

= ||2(w 2 + v 2 ) 2 dudv =2^ (j^(w 2 + v 2 )dv)du — * 



14.32 


v 2 


Calcular la integral doble 


f f (2x-yY dxdy 

| J-, si D es la region en el piano XY, limitado por 

p 1 - 4 x+y 

lasrectas y = 2x, y=12 + 4x, y = 4x, y + 2 = 2x. 

Soluc|6n 

Transformando la region D; y = 2x, y = 2x - 2, y = 4x, y = 4x+12 para esto hacemos el 
cambio de variable siguiente. 


\lx-y = u [0£ u ^ 2 

=> i , de donde R = {(u,v) e RxR / 0 ^ u £ 2 a 0^v£12) 

Ly-4jt = v [o^ v <; 12 


Luego la region D del piano XY se transformando en la region R del piano uv, cuyo grafico 
es: 
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Ahora calculamos el Jacobiano 


I 


i 2 x-y = u 


M + V 


X = — 


[y~4x = ■ 


2 => J(u y v) = 

y = -(2u + v) 



dx 

dx 


du 

dv 

d(u,v) 

dy 

& 


du 

dv 


1 1 


2 

'2 


2 

-1 


ff(2x-y) 2 ff w 2 * , 1 f2 [\iu 2 dv 

JJ - dxdy = JJ - \j(u y v)\dudv = -] (J - )du 


1-4 x+y 


1 + v 


2 0 o 1 + v 


1 f2 2 /i 2 In 13 f2 2 4 

* — I u ln(l + v) / =-I u du = — Ln 13 

2 o ' 0 ? 'o 

-Jii 


(2 * ^ dxdy - 4 ln 13 

1 - 4x + y 3 


13) Hallar la integral dobte 
(2,4), (0,2). 


JJ (*->)<& 

*V i3+ * : 


, donde R es el cuadrilatero de vertices (2,0), (4,2), 


Solucion 



Graficamos R y hallamos las ecuaciones de los lados del 
paralelogramo. 

Transformando la region R en otra region mediante el 
eambio de variable. 

u + v 

j-y-2 \ u=x+ y ^ . 

\v-x-:y 

V = ■ 


X = * 


2 

u -V 


(2:£h£6 

I-2S v£2 


Luego la region R se transforma en la region D = |(m, v) e / 2S 6 a -2 £ v £ 2 } cuya 

grafica es: 
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y' 




2 


j 


0 

2 


X 

CD 

-2 





Calculando el Jacobiano 


J{u,v) = 


d(x,y) 


3c 

dx 


1 

1 

du 

dv 


2 

2 




1 

1 

du 

dv 


2 

2 


\_ 

2 


= ii - 7 == \ j ( u ' v i dudv =~ II 


por lo tanto reemplazando en la integral dada se tiene. 
vdudv 


■y- Vl3 + Mv rV “’ ,r ““ 2 Vl3 + wv 

1 f2 f6 V rftt 1 f2 1/2 y6 

7Ld,-7==) rfv = -J (!3 + «v) 1 / rfv 


2-2 


. II 


2-2 2 ^13 + uv 

f2 r ,- ,-, 51^17-205 

= J JVl3 + 6v-Vl3 + 2vJrfv = - - - 

5lV7-205 


Vn+x 2 -: 


14) Calcular Jj2^(x 2 -.y 2 )sen n{x-y) 1 dA , donde D= |(x,_v) e 7? 2 /|x| + |^| < l| 

D 

Sojuddn 

Transformando la region D, mediante el siguiente cambio de variable se tiene: 

1/ = X +V J -1 £ M £ 1 

(v = X->' ^ l —IjJvSl 


Luego la region D se transforma en la region R donde R = {(u,v) / -1 £ u £ 1 a -1 £ v £ 1} 
ahora graficamos las regiones. 



1 
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15) 


Ahora calculamos el Jacobiano 


como 


j u = x+y 
[v = x-y 


U+ V 


X = ■ 


y=- 


2 =» y(«.v,-m 

u-v o(u y v) 


dx 

dx 


1 

1 

du 

dv 


2 

2 

dy 

dy 


1 

1 

du 

dv 


2 

2 


Luego sustituiremos en la integral dada. 

JJ2n(x 2 - y 2 )sen k(x - y) 2 dA = j^2nuvsen nv 2 dudv 
D R 

f 1 f 1 2 1 f 1 2 P 1 f 1 

= ( kuv sen/rv dv)du = -— I ucos^v / du= — J u(cos/r u-costtWu = 0 

J -\ J \ 2 - 1 ' i 2 1 

Calcular la integral doble JJcos[(2x-jk) 2 +2 (x+y) 2 ]dA , siendo D la region en el primer 

D 

cuadrante acotada por 2x 2 + y 2 = 4 y los ejes coordenados. 

Solucl6n 



2 2 

Dibujando la region D acotada por 2x + y =4 


2 y x 2 y 2 

X +— = 2 => (—) 2 +(-) 2 =l 

2 V2 2 

cambiando de variable se tiene. 


S(r,0) = 


d(x,y) 

a(r,0) 


etc 

dx 


dr 

ae 





dr 

ae 



cos0 ”V2rsen0| 
2 sen 0 2rcos 0 


= 2 / 2 ? 


ademas (2x“>') 2 +2(x + >>) 2 = 3(2x 2 + >> 2 ) = 4r 2 
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16) 


Luego reemplazando en la integral dada 

JJcos [(2x-j>) 2 +2 (x+y) 2 j/A = || cos3(2x 2 +y 2 )dxdy 


= JJ cosl2r 2 |7(r, 0)j drdQ = j*J cos I2r 2 2^2 r dr dQ 


/—fy f 1 i /—fisenl2 r 2 /i 

= 2v2| (I cosl2r .rdr)d6= 2V2J -/ d9 

J o *o J o 24 / o 


>/2 fi 

-I sen \2d6 = 

12 J o 


>/2 n sen 12 
24 


ff *-V 

Calcular la integral doble JJ cos(- )dxdy , donde D es la region limitada por las rectas 

it x + * 

x + y = 1, x + y = 4, x = 0, y = 0. 

Sojuci6n 

Transformando la region D: x + y = 1, x + y = 4, x = 0, y = 0 para esto hacemos la 
sustitucion siguiente: 


) u-x-y 
[v = x + y 


X = ■ 


u + v 

2 

v-u 


y=- 


u+v v-u 

para x = 0 = - => v = -u ; y = 0 = - => v = u 

2 2 

x + y = v => l£v£4 

Luego la region D se ha transformado en la region R = {(u,v) e R 2 / v~-u,v = u, 1 < v^4j 


Graficando las regiones se tiene: 
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17) 




J(u, v ) = 


d(x,y) 

d(u,v) 


<3x 

dx 


i 

1 

du 

dv 


2 

2 

dy 

dy 


1 

1 

du 

dv 


2 

2 


Ahora sustituiremos en la integral dada 

Jj" cos(- )dxdv = jj cos— \j(u, v )|dudv = — JJ cos(—) = du dv 


x + y 


2 ~ v- 


1 f4 fv u 1 f4 U /v 

= —I (I cos— du)dv = — I vsen — dv 

2 v 2 v 1 v 

1 f 4 f 4 

= — J v(sen 1- sen(-l)^/v = J vs 


V 2 /4 


senl 15senl 


— v(sen 1 - sen (-\)dv = I v sen 1 dv — sen 1.— / =8 sen 1 - 

2 i 2 ' 1 2 2 

Calcular la integral , donde D es un dominio limitado por la 


2 2 

* y 4 x)’ 

(-1-) =—— situado en el primer cuadrante. 

2 3 V6 

Solution 


Cambiando de variable se tiene: 

[x-^2 u x 2 y 2 4 xv 

_ => xy = J6uv como (—+—) = —— 

[y = yl 3v 2 3 V6 


entonces (u 2 +v 2 ) 4 =uv, ademas tenemos 


linea 
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■fxy = tfcjuv =^6(m 2 +v 2 ) 2 => Jxy = V6(« 2 + v 2 ) 2 


Ahora calculamos el Jacobiano : J(u,v) = 


d(u,v) 


J(u,v) = 


dx 

dx 




du 

dv 


J2 

0 

dy 

ft 


0 

V3 

du 

dv 





= V6 => 7(«,v) = V6 


Luego reemplazando en la integral dada 

= J|V6(w 2 +v 2 ) 2 |y(u,v)|rfurfv = V6 3 JJ(w 2 + v 2 ) 2 tfwrfv 

£> * 

ahora pasando a coordenadas polares se tiene: 

I u = rcosO 


\v-r sen 6 


=> ( u 2 + v 2 ) 2 = r 4 


2 2 2 8 2 

como R\ (u + v ) = uv => r -r sen# cost?, de donde r 


la integral 

\\ Jxv dxdy =• r*\j(r,6)\dr dr = iffr* JJr 5 drdO 


-0.r,J 


sen20 


1 |rsen20 cos20 yy 1 1 

~~ y[£ 0 2 d ° ~ 4 V6 /o ” 4^6 ' ^2^6 


, reemplazando 
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18) 


Calcular la integral [{e ' ’ " 1 ’ arctg(- —)dA, donde: 

D x ~ 2y 

D = {(x.y) /1 £ lx 1 - 2xy + Sy 2 i, 9, (1 - Jb)x + (1 + 2 S)y Z 0, fi(x + y) 2: x - 2y) 

Solucl6n 

Haciendo el cambio de variable se tiene: 


j u=x+y 
[v = x-2 y 


2 2 , -i .2 

u = x + 2xy+y 

2 2 2 
v = x -4xy+4y 


u~ + v 2 = 2 jc 2 -2xy+5j> 2 


como 1^ 2x 2 -2XVH-5J 2 ^ 9 => l£n 2 +v 2 £9 
(1-V3)x + (1 + 2V3)>><:0 => uz4lv 
■J3(x+y)^ x-2y => -J3uiv 

Luego la region D se ha transformado en la region R donde: 

R = |(«,v)/« £ V? v a a 1 <; a 2 + v 2 <; 9 j 

Graficando la region: Suponiendo que: 

1 l /r 

w = -7=v => tg0 = —t=- => 0= — 

V3 V3 6 


u = -J 3v => tg 0 = ^3 => 0 = — 
ahora reemplazando en la integral dada. 


JJe (2 * 2fv+5 ^ } arctg(-)<£4 = J{e {M +v } arctg(— )\j{u,v)\dudv 

n * V 



calculando el Jacobiano /(u, v) = 


d(u,v) 
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19) 


Luc go 


2 w+v 

(u = x + y x = ~ 

) „ => u -v entonces J(u,v) = 

lv-x-2 y y = ^-^- 


Sr 

dx 


2 1 

du 

dv 


3 3 

dy_ 

dy 


1 1 

du 

dv 


3 3 


jje (2x 2 *>'**>' ) arctg(- —)dA = —ffe +v * arctg(— )dudv 

n X ~ 2 y 3 » V 


pasando a coordenadas polares se tiene 


: I" 


= rsenfl 


]v = rcos0 

ffe" (2 x2 ~ 2x y+ 5 y 2 ) arctg (-?—¥-)dA = - +v } arctg( W )<fw^v 

JJ x-2v 3 JJ v 

n ' o 


J(r,6) = r , 


n n 

— <>&<,— 
6 3 

1 ^ r <; 3 


n ^ 

= | f f arctg(—- e - 1 ^ -) | J(r, 0) | dr dQ = f e~ r ' arctg(tg 0)r dr)dQ 
3 JJ r cos0 3 J- Ji 




Sl/T 

2 /* 


-1 -0 2 2 -1 -9 

* ( n n 2 

12 9 36 144 




Calcular la integral doble 
4-2* 

y =- y los ejes coordenadas. 


- I 

+ 3Jf \2jt + 3t 

-e 1 donde D es el triangulo limitado por 


Soiucjdn 

|u = x + y | x = 3w- v 

Haciendo la sustitucion por: \ => | 

[v = 2x + 3y [y = v-2u 


ahora transformando la region D se tiene: 


x = 0 = 3u-v 
y = 0 = v~2u - 
2x + 13 y = 4 = v 


v = 3 u 
v-2u 
v =4 


Luego la region D se transforma en la region R = {(u,v) / 2u <> v £3u, v= 4} 
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20 ) 



C&iculando el Jacobiano J(u, v) 


gtJCQj 

d(u, v) 


J(u,v) = 


dpc^y) 

8(u,v) 


Sr 

Sx 



Su 

Sv 


3 -1 


Sv 


-2 1 

Sw 

Sv 




ahora reemplazando en la integral dada. 



Calcular 


j^xydxdy donde F = {(x t y )/(—■+— ) 2 y £ 0. 

F 


2 4 6 

Soluci6n 


lx x y fx 

como y £ 0 => —J— ^— 1 —< , x £ 0 

V 6 2 4 V 6 


=> 2x + y^4^— => y£ -2x + 4^ => -2x + 4^— 2 0 => xZ2^— 
ffjxydxdy = f o (J Q ^-Jxjydy)dx = -jJ o ^x(-2x + 4^) y2 dx 


2 

0S.x<,- 

3 
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21 ) 


2 2 1 

sea x = 6t => dx = \2tdt para x = 0, t = 0 ; x = —, t = — 


jjj^dxdy^l 3 ' 2 ^- 2x + 4^) 3/2 < fe=-^( 1/3 V6r(-12r 2 + 4/) 

= 8^6 f 13 / 2 (-12r 2 +4r ) 3 2 dt = 64^6 \ 13 (l-3t) V2 1 3 dt 

"n •n 


12/rfr 


..( 1 ) 


, 2 

Sea 3t = sen 0 => dt = — sen# cos0 dO 


f f sen *9 1 2 f 

I t 3 Jt(l-3t) V2 dt = I -(1-sen 2 6) V1 —sen# cos# </# =— J sen 7 0.cos 4 6dO 

27 3 81 J 

= — J (-cos 10 9 -3cos 8 9 + 3cos 6 0 +cos 4 0)sen# d0 
81 

2 5 cos * 1 0 cos 4 0 3cos 2 0 1 , 

= —cos 0 f-+---J 


81 ' 11 


7 5 


- 2 (1 3r) s/2 r (1 ~ 30 i (1 ~ 3 ° 3(1 ~ 3 ° *1 

8l' ’ 1 11 3 7 5 J 


reemplazando ( 2 ) en ( 1 ) 


81 5 7 V 11 3 7 5 7J 81 33,35 81 

.1 ,1-, ^ 


fl fl-X - 

Calcular la integral doble I I e x+y dydx 
Jo Jo 


Soludbn 


( 2 ) 


Ubiquemos la region sobre el cual se realiza la integracion. 
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JOrSxSl 

jo^.y^l-x’ 


Sea D: {_ , graficando la region 

Para y=l-x => x + y = 1 



Aplicando Jacobiano se tiene: 


\x + y = u 

[y-v 


I x = u-v 
[y = v 


J(U, V) = 


d(*,y) 


ax 

Ar 



aw 



i -i 

ay 



0 1 

aw 

dv 




= 1 - 0=1 


d(w.v) 

Calculando la region R en el piano uv, teniendo en cuenta la transformacion x = u - v 


Para 


y = 0, v = 0 

x = 0, v = u , luego se tiene: 

x + y = u - 1 => u = 1 


R = {(u, v) zR / v = w, v — 0, u —1} 
Graficando la region R se tiene: 

Y 



rr e x+y dy dx = JJ e x+y dx dy 

D 

• - i _ 

= jje u \J(u,v)\dudv = (jj e u dv)du 
R 

f 1 u ^ /* e — 1 

= l(ue-u)du = (e- l) T / o 


2/o 2 


n 2xy(2-3x) ( 2 2^1 

—j- 2 —dxdy, donde F=\(x,y)e.R /x>0, y£0, y -x} 

F * +2 y' 2 


. y=v 


SoluclQD 
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23) 


2xy(2-3x) 

La funcion no es continua en (0,0), pero es acotada en D, puesto que 0 <-j\— < 1, es 

x +y 

pues integrable. 


Graficando la region F se tiene. 





F x + 2 y 


, w 0 - 1 dy)dx 

o '*o x 2 +2y 2 


= Jj - 2 - — ln( x' + 2 v 2 ) dx = J o ‘ Jr(2 2 3jr) [ln( 1 - x 1 ) -ln* : ]<fr 


= x(2 - 3jc)[ln( 1 - x) - In x\dx = — 


Una region R en la parte superior del eje X esta limitada por la izquierda por la recta y = -x 

2 2 1/2 2 2 

y por la derecha por la curva 3 (jc -by ) -3x-x -by . Hallar su area. 

Soiucidn 

A(J?) = jjdxdy 
R 

pasando a coordenadas polares 
\x = rcos0 

=> J(r,G) = r 

[y = rsen0 

+ y 2 3r-3rcos0 = r 2 de donde r= 0, r = 3 - 3 cos 0 
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24) 


A(R) = JJ dxdy = JJ| J(r, 9 )|drdQ = JJ rdrdQ = J ? (\^r dr)de = 1J T r 2 / dO 

R R R 

1 , 9 fY . 81/T 9V2 9 2 

= — I (3-3cos0 ) * 2 dO = — J (1- 2cos0 + cos 2 0)</0 = (- )u 

2 J o 2 J o 16 2 9 

Calcular la integral doble JJ^/l6 -x 2 -y 2 dx dy , donde D es la region limitada por la 

D 

inecuacion jc 2 +y 2 £ 4y 

Solud6n 

Para graficar la region D completamos cuadrados en la ecuacion x 2 +y 2 -4y = 0 es decir: 
( y 2 -4y+4) + x 2 =4 es decir que: x 2 +(y-2) 2 ^4. 


X 2 + y 2 s 4y 


r = 4 sen 0 



Pasando a coordenadas polares 


x = r cos 0, y = r sen 0, dx dy = r dr d0 


c 2 -hy 2 =4y => r 2 =4rsen0 => r = 4sen0 


La region D es coordenadas polares es: D = {(r,0) / O^0£rc a 0 £ r £ 4 sen 0} 


Reemplazando en la integral jj^Jl6-x 2 -y 2 dx dy se tiene: 

D 

j j ^16- x 2 -y 2 dxdy = jj^!6-r 2 r dr dO = (j| yj\6-r 2 rdr)dO 


fit | - — /4sen0 1 fit ~ — 

Jo )2 /o d ° =_ “Jo [^ 16 “16sen 2 G) 2 -64]d0 


64 f K -x 64 f* 

=-1 (cos 3 6-\)d0 =— I [1 -(1 -sen‘ 0)cos0]^0 

3 Jo 3 Jo 


64 sen 0 /* 64 

= —[0 - sen 0 +-1/ = — n 

3 3 /0 3 
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25) 


Calcular la integral JJ xydxdy , donde D es un dominio limitado por la elipse —j + 1 

y situado en el primer cuadrante. 


Solucidn 


_ _ , t _ x 2 y 2 

Graficando la region D : — + — = 1 


a 2 b 2 



A la ecuacion de la elipse expresamos (—) 7 + (—) 2 =1 

a b 

pasando a coordenadas polares se tiene: 


— = r cos 9 
a 

y 

— - r sen 9 




= or cos 9 
br sen# 


etc 

etc 




aP 

00 


a cos# 

- ra sen 9 


0V 


£sen# 

br sen 9 

0r 

00 





Calculando el Jacobiano J(r y 9) - 
JJxy dxdy = JJ ar cos 9 J>r sen 9. \ J(r y 9) \ drd9 

D D 

-J S 

D 

71 1 

= a 2 b 2 f^( f r 3 sen9cos9 dr)d9 

Jo Jo 

r a 2 b 2 

\ 2 sen 9 cos 9 d9 =-sen 2 9 


de donde J(r,0) = abr 


r 2 sen 9 cos 9.abr dr d9 = a 2 b 2 JJ r 3 sen# cos# dr d9 


2,2 

a b 


4 Jo 


,212 * 2,2 

A 0 2 n / 2 0 ® 

- sen 0 / * = - 

8 


8 


26) 


Encontrar el area de la region en el primer cuadrante del piano XY limitado por las curvas 

y = 5x. 

Sglmten 


x 2 +2y 2 = 1, x 2 +2y 2 =4, y = 2x, y = 5x. 
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Dibujando la region acotada. 



cambiando las variables se tiene 


x 2 +2 y 2 =1 
x 2 +2 y 2 =4 


u = x 2 +2y 2 



v = — => 2 5 v ^ 5 

X 


1£m±>4 


Luego la region D se transforma en 


la region R, donde R = |(w,v) g R 2 / 1<: u£4 a 2^v£5} 


ahora calculando el Jacobi ano 



/(u,v) = 


d(u t v) 
d(x 9 y ) 


d(x,y) 


dx dx_ 
8u dv 


d(u, v) dy dy 


du du 


dx dv 
dv dv 

dx dy 




dv 


2x 

4y 

J' 

1 

x 2 

X 


^-2 + 4(')’.2 + 4 v ! 
d(x, y ) x 


d(x,y) 1 _ 

d(u,v ) 2 + 4v J 


por lo tanto /(«, v) = 


d(x,y) 1 


d(u,v) 2 + 4v 2 


^(D) = = JJk(«. v)|du dv = JJ = f (I' — ^—)dv = f — ~~fdv 


D R 

3 


2+4v 2 : 2+4v 


2 2 + 4v‘ 


= ^arctg(V2 r) j = —— [arctg 5^2 -arctg l4l\u 2 
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27) 


2 2 2 3 

Hallar el area de la region limitada por la linea (x + y ) = lax 


Soluckm 


Dibujando la region comprendida pasando a coordenadas polares 


r = 2acos 3 0 



x = r cos 0 , y = r sen 0 => J(r,0) = r 
r 4 = 2 ar 3 cos 3 0 => r = 0, r = 2a cos 3 0 


y* A(R) = JJ dxdy = JJ| J(r, Q)\drdQ = JJ rdrdQ 


ft f2acos 3 0 ff 7 /2acos 3 0 2 fa 

= 2J (I rdr)d6 = I r 2 d0=4a'\ cos 0 dO 

J 0 J 0 J 0 9 0 J 0 

? fa l + cos20 , a 2 fa 7 x 

= 4a J (--- ) d0~— J (l + 3cos20 + 3cos 2 26 + cos 2 0)d6 


a 

T 


_ _ _1/i a' I 

0 +—scn20 + —+—i—+—i-: j j ^ = -jj^— + 


3 
2 ! 


30 sen40 sen20 sen 3 20 ] /i ^ 3^ 


2 4 


5k a' 


5k a' 7 

A /*(/?) =-M 

8 


2 2 3 4 4 

28) Hallar el area limitada por la linea (x +y ) *x + y 


SolucKm 

pasando a coordenadas polares se tiene. 

= rcos0 


fx = rc 


= rsen0 


=> x 2 +y 2 =r 2 y J(r,0) =r 


/ 2 2.3 4 4 6 4. 4 n 4 , 

(x+y)=x+y =^> r =r (cos 0+sen 0) de donde 


r = 0, r = Vcos 4 0 + sen 4 0 , 0 £ 0 £ 2 tc, 0 ^ r ^ Vcos 4 0 + sen 4 0 
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/■f {in fvcos 4 6>+sen 4 6> {in p 2 /Vcos 4 0+sen 4 0 

A(R) = JJ dxdy = j J \J{r, Q^drdQ ~ jj rdrdQ = (J_ rdr)d 9 =J —/ q d 6 


1 f2nr . . 1 f2* 1 Sen40 /2jt 3 7T , 

= -| (cos 4 0 + sen 4 G )d0 = J (3 + cos40 )d0 — —(30 +-)/ =- u 

2 'o so g 4/04 

A(R) = }jdxdy = — u 


1 2 2 2 2 2 

29) Hallar el area de la region limitada por la linea (x + y ) -2a (x -y ) (Lemniscata de 


Sojudop 



Dibujando la region comprendida y pasando a 
coordenadas polares. 


x -r cos# 
y = r sen 0 


=> x 2 +y 2 =r 2 y J(r,0) = r 


/ 2 2x2 « 2,2 2x 4 ~ 2 2 ™ 

como (x + >> ) -2a (x -y ) => r -2a r cos20 

de donde 


r = 0, r = a*J 2 cos2 6 ,-, 0£ r £ a*j2cos20 

4 4 


A(R) = JJrfxrfy = JJ|7(r,e)|rfrd0 = JJrrfrdB = 2p = P r 2 j^ 2 ™ 2 * de 


= 2a 2 cos 20^0 = a 2 sen 20 j * = a 2 (sen —-sen-—) = a 2 (l + l) = 2 a 


A(R) = JJ = 2a 2 u* 
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30) 


2 2 
x y 

Calcular el volumen del solido limitado por el piano XY, el paraboloide z = —V 

a b 

2 2 - 
x y 2x 

cilindro —+ —* — 
a b 2 a 


Solucidn 


V = \\zdxdy = //(— + ^-y)dxdy t aplicando coordenadas polares, 
~ b 

D D 

x = a r cos 0 , y = b r sen 0, donde el Jacobiano es: 
dx dx 


se tiene: 


J{r,9) = 


d(r,9) 


dr 59 
dr 59 


acosO -ar sen 6 
bsenO -brcosO 


= abr 


2 2 - 
x y 2x 

ademas como — + — = — => r = 2 cos 0 
a 2 b 2 a 



v = \\(^T+fadxdy = 2f ' (P C “ 8 r 2 \j(r,9$dvd9 
P a o 00 

(t f2co80 ab ft A /2cos 9 

= 21 (I abr 3 dr)d9 = — I r 4 / d9 
•'0 2 J o / 0 

a/> ft 4 ff l + cos 20 2 

= — 16cos 0 = 8a/n (---) dO 

ft 2 ft 3 cos40 

= 2a/)J (l + 2cos20 + cos' 26)dG = 2ab\ (—+ 2cos2 6 +—-— )d6 
0 no 2 2 

3 6 sen40 /f 3a/>;r 3 

= 2a/>(—+ sen 20 +-) / =- u 

2 8 / 0 2 

31) Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por las lineas 


y 2 = 4x + 4, y 2 = -2x + 4 


Solution 
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32) 



Como la figura es simetrica con respecto a x => y - 0, luego nos 
queda calcular x calculando el area de la figura 




2 A-y 2 y 2 -4 


r 1 i v 2 

)dy=\ (3--— )dy = % 
J-2 4 




ffxdxdy 


1 f 2 f—f" 1 f2 X j l 1 f2 

■ i j ,<£**>*, - ^ L 


4- V 2 , / -4 , 

(- ^—) 2 -(^- V dy 

2 4 


“ 1 f 2 r, A 2\2 (j 

X= MJ-2 [(4 ^ } - 


(v 2 -4) 2 


2 2 
- - • Luego {x,y) = (-,0) 
4 5 5 


Encontrar la masa y el centra de masa de la lamina en la forma de una region acotada por la 
curva y = sen x y el eje X de x = 0 a x = n, si la densidad de area van a con la distancia al 
eje X. 

Sohicion 


y = sen x 



M = JJ p(x, y)dA , donde p(x,y) = y 

R 

ff f* fsenjc 

M = ])ydxdy=] g (J g ydy)dx 

R 

f 7i /sen* 1 Cn ^ 

= J / dx = — ■ I sen x dx 
J o 2 / o 2 J o 


1 f* n 

= — J (l ~cos2x) dx ■ — 
4 ■'o 4 


;r 

Luego M = — slugs 


= (J >' 2 ‘(V)rfx = - 

* * 

A/,. - JJ* p(*. y )dx dy = jjxy dx dy = J fl (jxy dy)dx = -y- 
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33) 


x-?Ll = -3- = 1 

~ M £2 
4 
4 

- _ M t 9 16 


t~~\ , n 16 1 


Encontrar la masa de la lamina que tiene la forma de la region dentro del semi circulo 
n 

r = a cos 0 , 0 ^ 0 £ —, ademas encontrar el centro de masa de la lamina cuya medida de 

densidad de area en cualquier punto es proporcional a la medida de su distancia al polo (masa 
en slugs y la distancia en pies). 

Solucl6n 


r = acos 0 



La densidad p(x 9 y ) = k^x 2 +y 2 , calculando la masa se 
tiene: 

M = JJ" p(x,y)dxdy = JJ k*Jx 2 + y 2 dxdy 

R D 

M = k JJ r.\j(r,6)\dr dO = k \\r 2 dr dO 


M 


J y fa cos 0 

(J 

n 


0 *0 


r dr)d0 


ka ff 


3 o 


Pa- 


sen 0)cos0 dO 


M=- 


ka 3 1 2ka 3 


( 1 —) = ■ 

3 3 3 


slugs 


calculando el centro de masa ( x,y ), el momento de masa con respecto al eje X. 

M x =^yp{x,y)dxdy = JJ rsen QJcr.rdrdQ 

R D 

= k JT r 3 sen 0 dr dG - k\ r 3 sen# dr)d0 = — f 2 a* cos 4 Q.senO d6 = 

*Q 'O ‘ 11 


4 0 


ka' 

20 
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el momenta de masa con respecto al eje Y. 

M y = jjxp(x,y)dxdy = JJ rcos 0Jtr.r</rd0 = it JJ r 3 cos 0dr</0 

D D D 


ff fflCO«0 3 

= itj (J rcos0dr)dG 


k [mi 4 5 

—J a cos 0 dO = 

4 J o 


2Aa 4 

15 


x = —- 
A/ 




3 a 3a 

=> />(—,—) 
5 40 


centro de masa. 


34) Encontrar el momenta de inercia de la lamina homogenea de la forma de la region acotada 
por un circulo de radio “a” unidades con respecto a su centro, si la densidad de area es p 
2 

slugs /p . 



Solucidn 

l 0 = JJ(x 2 + y 2 )p(x 9 y)dA , donde p(x,y) = p entonces: 

R 

to = p(x 2 + y 2 )dxdy =J o (J o pr 2 .rdr)de 

K 


P_ \ ln 

4 J o 


a A dd 



4 

pa 7i 2 

/„ =--- slugs/ p 


35) Determinar el momento de inercia de una lamina en la forma de la region encerrada por la 

2 2 

Lemniscata r = a cos2 6 respecto al eje polar. La densidad de area varia con la distancia 
desde el polo. 

Solucion 


El momento de inercia con respecto al polo es 
I 0 = jj(* 2 +y 2 )p(x,y)dxdy, donde p(x,y) = p 

R 
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7 ° = JJp(* 2 +y 2 )d* d y = pjjr 2 .rdrdd 
R R 

{7 |Wcos20 3 pa 4 ft ? 

= 2pJ (J r dr)d6 = -J cos 2 20 


'0 '0 


2 o 


<*0 


pa 


pa ft 

=-I (l + cos40)rf0 = 

4 0 4 


sen 40 1 /t 

J/. 


36) Hallar las coordenadas del centra de gravedad de la figura limitada por la cardioide 
r = a (1 + cos 0 ) 

Solucidn 



Cn fa(l+cos0) 

M = 2 J (J rdr)d0 


f* 2 2 3^ a 

= J a (l+cos0) <i0 =-por la simetria del eje X 


se tiene v = 0 

Tt ffl(i+cos 0 ) 2 r 71 i 

M - 2J (J cos0.r* dr)d6 = — I cos0a (l + cos0) ^0 

■'o 3 Jo 

[cos0 + 3(1-sen 2 0)cos0 + ^(l + cos20) + ^- fC °^^— 


2 a f* 


J /0 


2a J f* _ _ 2 ^ 7 _ __ cos40_,_ 5;ra 

-I [4cos0 -3 sen cos0 + — + 2 cos 20 +-W0 =- 

3 Jo 2 8 4 


_ M 5a 5a 

x = —= — => (—, 0 ) 
M 6 6 
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37) Hallar las coordenadas del centro de gravedad de un sector circular de radio a, cuyo angulo 
central es igual a 2a (ver figura) 

Y 

a 

SolMCttD 

fa fa 

Usando coordenadas polares se ticne: M = 2] (J rdr)dO 

por ser simetrica con respecto a X se tiene y = 0 

fa fa 2 2 fa , fa 2 a 

M =21 (J r cosG.dr)dO =— I r cos0 / d9 =-sena 

y J o 3 y o f o 3 

- M y 2a sen a - 2a sen a 

Lugo x = —— =- por lo tanto (x,y) - (-,0) 

M 3 a 3 a 

38) Hallar el momento de inercia de un anillo circular de diametro d y D (d < D) 

a) Con respecto a su propio centro , b) Con respecto a su diametro. 

Solution 

a ) +y 2 )p{x, y)dxdy 

D 

'-JK + y 2 )dxdy , donde p(x,y) = 1, por ser 

D 

momentos de inercia de figuras planas, ahora usando 
coordenadas pdares x = r cos 0 , y = r sen 0, se 
tiene: 



fa / 
= 2 ) — 

*0 7*i 


d0 - a 1 a 
o 
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J o =\\{x 2 +y 2 )dxdy = \ Q 

D 

b) I x =jjr* sen 2 6 d9 dr = \ (J/ r 3 sen 2 6 dr)dO =—(Z) 4 -d A ) 

D ° T 64 

36) En una lamina de lado “a”, la densidad es proporcional a la distancia hasta uno de sus 
vertices, calcular el momento de inercia de dicha lamina con respecto a los lados que pasan 
por este vertice. 

Soludbn 


3 D-d 

(J rdr)dO= - n 

*411 32 


De acuerdo a las condiciones del problema se tiene: 

p(*,y) = + y 2 , el momento de inercia se determina con respecto al eje X. 

I x = jjy 2 p(x,y)dxdy = JJr 2 sen 2 GJcr 2 drd6 

D D 


ft fasec0 42 ft f aC0S ecB 4 y 

= t r sen Q dr)dQ + J a (j kr sen 0 dr)dO 


t'o 


k ft 


= — J r sen 
5 0 


2 e/ a 

1 0 


ct see 0 


k ft * 2 faccsecO 

dd +-J r sen d dO 

5 t ' o 


ka 


ft 5 2 ft 

-I sec 5 0 sen 0 dO + -I 


5 "o 


cosec0.sen 2 G dO 


= "TT" [ 7 V 2 + 3 !n (1 + V 2) ] 


40 


39 ) 


Determine la masa de lamina delgada que tiene la forma de la region limitada por la grafica 

x 2 y 2 a 2 

de la ecuacion — + —— = x + y si su densidad en cada punto es p(x, y) = \x -1 

a b 2 


Soluci6n 
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x 2 y 2 

Para graficar la ecuacion — + *-j- = x + y se debe completar cuadrados, es decir en la forma 


2 * 2 
a o 


(*-^-) 2 o -^> 2 

—-- ± -+—--= 1, que es una elipse de centro el punto C(— t —) y su 

4 4 

grafica es: 



Pasando a coordenadas polares se tiene: 


a a ' 2 l 2 r\ 

x - = —yja +b r cos 0 

2 2 

b b l 2 TT n 

y-= — v a +/? r sen ft 

' 2 2 




x = — + — ^a 2 +b 2 rcosO 
2 2 


b b I 2 k 2 * 
v = — + —Vo + 0 rscnO 

2 2 


La ecuacion de la elipse en forma polar es r = 1 es decir se transforma en un circulo. 

Calculando el Jacobiano 



J(r 9 0j= 


dx dx 

dr 66 
dy dy 

dr 66 


= — (a 2 +b 2 )r 
4 


La masa de la lamina es M = JJ p(x, y)dx dy = Jj*| x - 1 dx dy 


Pasando a coordenadas polares modificadas se tiene: 
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M - JJ|x-— \dxdy = JJ| — >/a 2 +b 2 1 rcosfl \\J(r,6)\drd6 


~^\^^[a^^b^rQos6\ -^-( a2 -\‘b 2 ) r drdO = (a 2 +b l ) 2 J (J | cos0 | r 2 dr)dO 


a 2 b , 4 r2« ri 


= ^-^-(a 2 +b 2 ) 2 T (f r 2 cosfl =——(a 2 + b 2 ) 2 f^cos0</0 = -^—(a 2 + Z> 2 ) 

2 Jo Jo 6 Jo 6 


3 * 


3 7T 


1 ) Evaluar la integral doble JJ e x +y dA , donde D es la region encerrada por x 2 + y 2 ^4. 


Rpta. 7r(e-l) 


2 ) 


dxdy 


n uA uy 2 2 

-=— ~ . r . donde D es cl recinto dado por x + v - 2x £ 0. 

0 (4-x 2 -v) W ^ 

Rpta. 2n + 2 


3) Calcular JJ e* +y dxdy , donde D es la region acotada por las circunferencias x 2 + y 2 = 1 y 


x 2 +y 2 =9. 


Rpta. n e(e * -1) 


[[x l y 2 dxdy 2 2 

4) Calcular la integral doble 11 — 5 donde D es el anillo 1 £ jc + y ^ 4. 

' 0 '(X 2 +/) 2 ’ 

3;r 

Rpta. — 


5) Evaluar la integral 


sif44 


v x * y2 I 

" l *“7 p - " 1- 


dxdy a > 0, b >0, donde D es la region limitada por la 

2k ab 

Rpta. - 


3 
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i ..2 


6) Calcular la integral JJ xydxdy , donde D es un dominio limitado por la elipse -^y + ^r = 1 y 


situado en el primer cuadrante. 


Rpta. 


a 2 b 2 


Calcular 


jj 


dxdy 


D fx* V~ 

W + V + ‘ 


X 2 y 2 

-, a > 0, b > 0, y D es la region limitada por la elipse —y+-y = 1. 

a b 


Rpta. 2nab(*j5-2) 


8) Calcular 


jj 




M 


* . y 


dxdy, donde D es el disco acotado por —-+—— = 1. 

D yl* 2 +y 2 a ' b 


9) 


Calcular jj(x 2 + y 2 )dA, donde D es la region limitada por x 2 +y 2 =2x, x 2 +y 2 =4x , 


10 ) 


x 2 +y 2 =2y , x 2 +y 2 =6y 


Rpta Ti 


Calcular JJ-Ja 2 - x 2 - v 2 dxdy, donde D esta limitado por la hoja de Lemniscata 


(x 2 +y 2 ) 2 = a 2 (x 2 -y 2 ), xiO. 


n t n 16^2-20,(7 

Rpta.---] — 

3 9 2 


11) Evaluar la integral 


x 2 +y 2 = 2y. 


JJ 


xy 2 dxdy 




•, donde F es la region limitada por la curva 


12) Calcular ff : - } - ———, donde D = !(jc, v)/jc + y-a^2 £ 0,j>-x+aV? £ o| 

J 0 J (* 2 +.v 2 ) 2 


13) Calcular la integral doble j"j" dxdy , donde el recinto D esta limitado por la curva 


^Lf.±jL 


[" a 2 h 2 ak 

Rpta. a ^(p--p-)arctg(—)-»• 


ah 

Th 

















Integrates Dobles 


669 


ff J x 2 >> 2 


14) Calcular JJ /(^j 4- 5 — )dxdy, donde D es una parte de anillo eliptico limitada por los 


x 2 y 2 x 2 y 

elipses —h —7 = 1 , — 5 - + —7 = 1 y situado en el pnmer cuadrante. 
a ‘ 6 4a 1 4 b L 


Rpta 


• a $ d/ 


0 '1 


(rcosfl, rsen0)r</r)rf0 


f * rV /? 2 -* 2 

15) Mediante coordenadas polares calcular J ln( 1 n- jc +y )dydx 


Rpta. — [(l + * 2 )ln(l + /? 2 )-/? 2 ] 


16) Calcular J f Jx + y dydx 

0 0 1 


Rpta. 


na 


17) Calcular f f Jx 2 +y 2 dxdy 
# o 0 


Rpta. 


4/r 


f2 fV 4 -x* .2 2 

18) Calcular I J e y dydx 
0 0 


-4, 


Rpta. —( 1-e ) 
4 


KV * 2 -* 2 n — 2—2 

19) Calcular J J -x -y dydx Rpta. 


'0 '0 


n a 


20 ) 

21 ) 


Calcular ffV«v? dxdy Rpta. 




f f-y 22 

Calcular J J ^ —j- sen(x + y )dxdy 


Rpta. —(1-cos 18) 

8 


|*2 a C-Jlax-x 2 

22) Calcular J I dydx 

y 0 


Rpta. 


n a 


f2 C 2 +y 4 -x 2 I -5-7 

23) Calcular J J f — r yl6-x -y dydx 


-2 2-V4-JT 


_ 64/r 4 

Rpta. -+ — 

3 9 
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24) 

Calcular 

J 0 Jq V* 2 + y 2 dydx 

V2+ln(V2 + l) 

Rpta. - 

5 

25) 

Calcular 

\t 1 ^x 2 +y 2 ) 7 dydx 

_ n 

Rpta. - 

26) 

Calcular 

la integral doble J(a,R) = 

f f dxdy 

JJ—2-2-TT so ^ re e l disco circular 




(a +x +y ) 


F = |(jc,_v) / jc 2 +y 2 £ R 2 J . Determinar los valores de “a” para los cuales J(a,R) tiene limite 
cuando R -> + oo. 


27) 

28) 

29) 

30) 

31) 


Evaluar la integral J 


'b C^lb 2 -x 2 rr, r 

J dydx Rpta. 


2d 


Evaluar la integral 


if 


2yx{szn l x-x 2 + cos 2 jt) l/2 


dA siendo F la region acotada por las 


curvas x>0, y^O y x 2 +j 2 -l<0 


Rpta. — 

15 


'0 x 


Hr r 1_x ' —T 71 

Usando coordenadas polares calcular J ^x + y dydx Rpta. — 

fV7“ 


Calcular la integral doble 


it 

o o 


, 2 2 . 1 / 2 , , 

(a -y ) dydx 


Rpta. 


la 


Calcular JJ ln(xy + x 2 +y 2 +Jtycos/r )dxdy , siendo F la region en el primer cuadrante entre 
F 

2 2 2 2 2 2 

las circunferencias x +y = a. , x +y =b con 0 < a < b. 

Rpta. ~[b 2 (\nb - ~) - a 2 (lna - i)] 


32) 


Expresar como una sola integral y evaluar (a > 0) 
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C2a |V2ar-jr 2 , 

3 a n 

33) 

Calcular la integral J j (x +y )dydx 

Rpta. - 

4 

34) 

Calcular J J ’ * (x 1 +y 4 ')dxdy 

4 

a k 

Rpta. - 

8 

35) 

Calcular J 
V 

X 

Rpta. V2 -1 


f 1 

y~ x 


36) 

Calcular JJ 

e y+x dxdv, donde D es el triangulo limitado por la recta x + y = 2 y los ejes 


coordenados. Rpta. e - e 1 

37) Calcular JK + y 2 )cos(x 2 + 2 xy-y 2 )dA , donde D es la region en el primer cuadrante, 

D 

limitado por las curvas x 2 -y 2 = 1, x 1 -y 1 -2 y xy=l, xy = 2. 

Rpta. cos 5 - cos 6 + cos 4 - cos 3 

38) Calcular j je^ x+ 2 y dxdy, donde D es la region limitada por las rectas x + 2y = 4, 


39) 

40) 


x - 2y = 0 y el eje X. 

Calcular la integral 


J\P ~\x 2 -y 2 ydxdy 


0 w y 


Rpta. e + 3 


Rpta. 


7 2 - 2 

Sea f(x,y) = (x+y)e x y ; D es una region en XY limitada por x = 0, y = x, 

ff 1 Q 

x + y=l, x + y = 2. Calcular JJ f{x,y)dydx Rpta. -[3+—-— ] 


Ca C4a-x X + y 

41) Graficar la region de integration y calcular la integral J J - jdydx 

0 3 * (3;c-y + 8a) 


Rpta. (21n2-— )a 
4 
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ff 


*-2y 


*-2y 

x+2y 


42) Calcular J J e y dxdy 


Rpta. 2(e-e *) 


43) Calcular rr„ - v) 2 sen 2 (x + y)dxdy o donde R es el paralelogramo con vertice (n,0). 


(2n,n), (ti,2ti), (0,n) 


Rpta. 


n 


y-2-r 

V+2jt 


0 < x 


-l 


44) Calcular JJe v dxdy donde D'.)0£y Rpta. 

2x + y£2 


e-e 


45) Evaluar la integral jj{2x + y)e x ~ v dxdy sobre el paralelogramo determinado por los 


vectores (1,1) y (1,-2) eligiendo un cambio lineal de variable apropiado. 


Rpta. 


3(e -1) 


46) Sea D el paralelogramo con vertice (0,0), (1,1), (1,-1) y (2,0). Hallar 


^x + y) 1 +{x-y) 1 \xdy 


I 

Rpta. — 

3 


f f y dxdy 

47) Calcular J J , donde D es el interior del cuadrilatero curvilineo limitado por 

d y* : + y 2 Vl+Jf 


las parabolas v 2 = 4(x+1), y 1 = 2(jc + —), v 2 =6( — x), y~ = 4(l-x). 

2 2 


Rpta. 8(V6-1-V2) 


48) 


Calcular el valor de 


jj*- 




cos(x 2 + y 2 )dxdy extendida a todo el espacio. 


n a 
a 2 + 1 


Rpta. 
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49) Calcular 


{{-— 7 - —;— dxdy, donde D = Ux,y)l x 0, y £ 0, x 2 +y 2 <; l} 


x + y 


8 2 

Rpta. -ln2 

3 3 


50) Calcular [ [ (x+y)dxdy , donde D= {{x,y)!ax 2 £y£bx 2 , — iy<, —} como 

• J XX 

D A A 


0 < a < b, 0 < c < d. Rpta. ~(b m _ C ^)(JL__L )+ 2 (rf 5 '3 _ c *'’ )(a >" _*•") 

4 b a' 5 


51) Calcular jj(x 2 +.y 2 )<£t</y, donde D = ((x,^)/* 2 0, y 2 + 2x £ l| 

D 

6 


Rpta. 


35 


52) Calcular 


m 


—— dxdy , donde D={(x,y)I x 2 + y 2 -2y £0, y£x) 

D 1— ^ > 


53) Calcular JJ (x 2 - ^ 2 )<£td[y , donde D ={(*,>0 lx 1 +y 2 - 2y <, 0, y<>x} 

D 

54) Calcular Jj \x + y) 3 (x -y) 2 dxdy, donde D es el cuadrado limitado por las rectas 

D 

20 

x + y=l,x-y=l, x + y = 3, x -y = -1 Rpta. — 


rr dx dy I Y 

55) CSkill: l r —--, si D esta limitado por la semicircunferencia y = y l-x y el eje X. 

vr+/+l 


r. t 


Rpta. —Ln2 
2 


56) Calcular JJ 


ff sen-^ 


2 , 2 
x +y 


dxdy, donde D esta limitado por las line as x +y~ =-, 

d Jx 2 +y 2 9 
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57) Calcular JJ dxdy , donde D esta limitado por las lineas xy = 1, xy = 2, y = x, y = 3x. 


58) 


59) 


60) 


61) 


62) 


63) 


65) 


In 3 

Rpta. - 

2 


Calcular jjx 2 y 2 dxdy, donde D es la region acotada entre las dos hiperbolas 
D 

2 

xy = 1, xy = 2 y las lineas rectas y = x, y = 4x. Rpta. — In2 

Calcular jje x ~ y dxdy, donde D es el interior del triangulo encerrado por los ejes 

D 

coordenados y la recta de ecuacion x + y =1. 

fa fx sec' X 

Evaluar la integral I J . = dydx, a>0. 

0 Jfa-xKx-y) ' 

Calcular el valor de la integral JJ xydxdy , donde D es la region acotada por las curvas 


y - 2x = 0, y - 2x + 2 = 0, x - y = 0, y = x+ l. 

n T X 

. --T.r.- dydx 

u ° yjl + X 2 +y 2 

Calcular la integral jj(4x + y)e i6x ~ y dxdy, donde D es la region limitada por el 

Rpta. 


1 l 

cuadrilatero de vertice (0,0), (—,2), (1,0), (-,-2). 

2 2 


e 16 -17 


64) Evaluar JJ(x-4y) 2 sen(x 2 -I6y 2 )dxdy , donde D es el rombo de vertices (0,0), (4,-1), 


(8,0), (4,1). 


Evaluar jj-,l36-(x-y) 2 -^—dxdy, donde R es la region limitada por las curvas 


Cp 4(x-y) 2 +y 2 -24x + 24y = 0 , C 2 : 4(x-y) 2 +y 2 Z 36 
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- 2 2 

2 2 x y 


1 2 * +1 


66 ) 

Calcular J 

n Jj—r 2 2 

V«-x * + y 

Rpta. — («" +— r-) 

4 a 


67) 

Calcular J 

J ^x 2 -y 2 dxdy , sobre la region D encerrada por las rectas x= 1 , 

D 

y = x. 


y = -x (sug. x = u, y = u sen v) 

* 

Rpta. — 

6 


68 ) 

Calcular 

JJ /(*, y)dxdy , donde D 

D 

es la region limitada por las 

curvas 


C x :y = \- 

Jlx-x 2 , C 2 : y = 1+2-fzx 

-x 2 y la funcion f(x,y) dado 

por 


/(■*,» = • 

vt 

(N 

7 

T 

rsi 

/-v 

7 

11 * 2 

Rpta. - -—= 

9 V3 



J 4 -4(x-l) 2 -(y-l) 2 , y> 1 


69) 

Evaluar \ 

fseny 3 dL4, donde D es la region limitada por y = Jx. y = 2, x = 0. 



Rpta. 


l-cos8 


2 lf 2 


70) Calcular JJ^/xy <ird[y , donde D esta limitada por la elipse + = situado en el 


primer cuadrante. 


Rpta. 


8^6 


*a da 2 -x 2 2 2 

71) Calcular la integral doble pasando a coordenadas polares 1(1 e x +y dy)dx . 


Rpta. ^(e fl2 -l) 


2 2 

72) Calcular JJ x{x 3 + y 3 )dx dy donde D es la region 

D 


2 2 2 
P 2 / v 3 x u3 <->3 


384 


D = {(jt 9 y) € R' tx 3 + y 3 < 2 3 , x ^ 0). Rpta. (-)2 3 

385 
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73) Calcular la integral doble JJ-^/x 2 + y 2 -9 dxdy , donde la region D es un anillo entre dos 


2 j 25 128 

circunferencias jc +y = 9 y x +y =25. Rpta. ~j~ n 

74) Calcular la integral doble JJ(x‘ + y 2 )dxdy , donde la region D esta limitada por las curvas 

D 

45 

at 2 + y 2 = ax, x 2 + y 2 =2ax, y = 0(y>0). Rpta. — no 4 


75) 


76) 


77) 


78) 


79) 


64 


J *a -y“ fa 

(I ,- - ... )dy . Rpta. a 

0 Ja 2 -x 2 -y 2 

cr dxdy 

Calcular la integral doble t- .: - . - . - .. . - (c > 1) donde la region D esta limitada por la 

JJ v 2 v 2 

° c 2 ~ _ 

f a 2 b 2 

x 2 v 2 

elipse — + —^ = 1 (pase a coordenadas polares generalizadas x = ar cos 0, y = br sen 0). 
a 2 b 1 

Rpta. 2 n ab(c-^c 2 -1) 

Calcular la lruvgral doble ff dxdy * d on de la region D es una parte del circulo de 

D -x 2 -y 2 

radio a con el centro en el punlo 0(0,0) la cual esta situada en el primer cuadrante. 


Rpta. 


na 


Calcular la integral doble ff X f *^ , donde la region D esta limitada por las curvas 

o x 

x 2 =a>\x 2 +y 2 =2a 2 ,y = 0 (x>0, a>0). Rpta. ^-(2 -In 2) 

Calcular la integral doble jj x^jx 2 +y 2 dxdy , donde la region D esta limitada por el petalo 

D 

de la LEMNISCATA (x 2 +y 2 ) 2 =a 2 {x 2 -y 2 ) (xirO). Rpta. 


15 
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80) Hallar los limites de integration de IK , y)dxdy , donde D esta limitada superiormente 


por y = 2 + ^]\-x 2 e inferiormente por y = 2 [x|. 


81) Sea D la region limitada por las rectas x — 2y = 0, x — 2y = -4, x + y = 4, x + y=l, calcular 
la integral doble Jj* 3xy dy . 


Calcular la integral doble J Q (j ^ 


dx 

(4a 2 +x 2 + y 2 ) 


)dy 


83) Calcular ff-— , donde D es el triangulo de Vertices (0,0), (2,0), (1,V3) . 

JJ(l + x 2 +y 2 ) 2 


84) 


Calcular el valor de la integral j*j* xdxdv , donde D es la region acotada por las lineas 


y - 2x = 0, y 2x + 2 = 0, x —y = 0, y = x + 1. 


85) 


Hallar el area de la region limitada por las curvas xy = 4, xy=8, xy 3 = 15, xy 3 =5. 


Rpta. 2ln3.u 


86 ) 


Hallar el area limitada por la elipse. (x-2y + 3 ) 2 + (3x + 4 y-1) 2 =100 


Rpta. 10 /r u 

87) Hallar el area del cuadrilatero curvilineo limitado por los arcos de las parabolas x 2 -ay y 

7 7 7 ( b-a)(B -a) 2 

x = by , y =ax,y =px(0^a<>b, O^a^p) Rpta. --- u 


x y 3 /^ x . ^ y j/i 

88) Hallar el area de la region limitada por las lineas (—)' +(—) =1, (—) + (—) =4, 

a b a b 


xb = ay , 8bx = ay , a > 0, b > 0. 


189 1 12 ab 

Rpta. -arctg—h- 

16 3 25 
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89) Hallar el area de la region limitada por la parte exterior del circulo (x-4 ) 2 + y 2 =16 e 
interior a la circunferencia (x- 6) 2 +y 2 = 36. 


223 44 3 /T j 

90) Hallar el area de la region limitada por la linea (x +y ) =x +y . Rpta. —u 

4 


2 2 

x y ,2 *y 


91) Hallar el area de la region limitada por la linea (~=-+--r-) Rpta. 


2,2 

a b 


2 u 2 1 ~ 2 ' - 2 
a b c 2c 


2 2 2 2 
x y i x +y 


92) Hallar el area de la region limitada por la linea (—+— ) z = 

4 9 25 


39 K 2 

Rpta. - u 

25 


2 2 2 2 
X V 2 x y 2 

93) Hallar el area de la region limitada por la linea (—+—) - Rpta. 6u 

4 9 4 9 


94) 


r7 IV 

Hallar el area de la region limitada por la curva 4|—+ 4|—= 1 , x = 0, y = 0, 

ab 

a>0, b>0. Rpta .—u 

70 


95) 


2 2 2 2 

Hallar el area de la region limitada por las lineas x +y =2x, x +y =4x, y = x, 


y = 0 . 


3 2 

Rpta. (— + — )u 
4 2 


96) 


Calcular jjxdxdy sobre la region encerrada por las parabolas y = x 2 , x = ^ 2 . 


y - 1 =(x- 1 ), (>^- 1 ) =x-l 


Rpta. - — 

3 


97) Encontrar el area de la region en el cuadrante positivos del piano XY limitada por las curvas 
x 2 +2y 2 =1, x 2 +2y 2 =4, y=2x, y = 5x. 


98) Hallar el area de la region acotada por la curva y 2 = x 4 (jc + 4) . 
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x 2 v 2 , x 2 

99) Hallar el area de la region limitada por la curva - . 


Rpta. 


n a?b 
2c 2 


100) Hallar el area de la region limitada por el buche de la curva (x + y ) 4 =ax 2 y que se 

a 2 

encuentra en el primer cuadrante (a > 0). Rpta. 


101) Hallese el area de la figura limitada por las curvas x 2 +y 2 =2 ax, x l +y 2 = abx, y = x, 




y = 0 (0 < a < b). 


Rpta. 


b 1 -a 1 


(» + 2 ) 


102) Hallense el area limitada por las curvas y 2 = 4 ax +4 a 2 y x + y = 2a (a > 0). 

Rpta. y a 2 


103) Hallense el area de la figura limitada por las curvas y = 


8 a 3 


x 2 +4a 2 


, x = 2 y, x = 0 (a > 0 ). 


Rpta. a 2 (7t- 1) 


104) Hallense el area de la figura limitada por las curvas y = px , y = ax, y = bx 


(0 < p < q, 0 < a < b). 


Rpta. 


(<y : -p : )(*> 3 -a 3 ) 

6a V 


105) Encontrar el volumen del solido del primer octante bajo el paraboloide z = x 2 + y 2 y dentro 


del cilindro, x 2 +y 2 = 9 


81 3 

Rpta. —n u 

8 


2 2 2 

106) Hallar el volumen del solido S limitado por el cono z =x +y y el paraboloide 


-.2 2 
3z = x +y 


9n 3 

Rpta. - u 

2 
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2 2 

107) Encontrar el volumen de la region situada sobre el disco x +(y -1) ^ 1 y acotada por arriba 


de la funcion z = x 2 + y 2 


3 n , 

Rpta. - u 

2 


108) Hallar el volumen limitado por las superficies 2az = x 2 + y 2 , x 2 + y 2 -z = a 2 , z = 0 


Rpta. 


k a 


-fx 2 +i 2 ) 

109) Calcular el volumen del solido limitado por el piano XY, la superficie z=-ae x + y el 


cilindro, x 2 +y 2 = R~ 


Rpta. m(\-e R )u 3 


2 2 

110) Hallar el volumen del solido limitado por el paraboloide 2 az = x +y y la esfera 

2 2 2 1 

x +y +z =3a~ (se sobre entiende el volumen situado dentro del paraboloide). 


Rpta. —^—( 6 >/3 -5)m 3 


111) Hallar el volumen del solido limitado por las superficies z = x + y, xy = 1, xy = 2, 

& 3 

y = x, y = 2x, z = 0 (x > 0, y>0) Rpta. -(2v2-l)w 


112) Hallar el volumen del solido limitado superiormente por el cono z = a x 2 + y 2 , 
inferiormente por el piano XY y lateralmente por el cilindro, x 2 +y 2 - ax 

3 


Rpta. — (9n — 16) w 
36 


3 


113) Hallar el volumen del solido limitado superiormente por la superficie esferica 

2 2 2 2 2 

x +y +z =4, inferiormente por el piano XY y lateralmente por el cilindro x +y =1 


Rpta. — (8-3^3 )nu' 
3 
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2 2 2 ^ 

114) Hallar el volumen del cuerpo limitado por los cilindros x +y =R ,z*— y el piano 

a 

4 R 5 3 

z = 0, x£0. Rpta.- u 

15 a 

2 2 
X Z 

115) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el cilindro eliptico —-+— =1 y los pianos 

a c 

b abc , 

y = —x, y = 0, z = 0, (x^O) Rpta.- u 

a 3 


2 2 

116) Hallar el volumen del so lido comprendido dentro de la superficie z = xy, x +y = 1, 


(x -1) 2 + O'-1) 2 = 1, z— 0. 


71 2 ^ 

Rpta. (-) u 

4 3 


2 2 

x y x 

117) Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies —r+ —=1, y = 0, z = —, 

a b 2 


z = x. 


2 * 

a b 3 

Rpta. - u 

3 


118) Hallar el volumen del so lido limitado inferiormente por el piano XY, superiormente por el 

22222222 

elipsoide de revolucion b x +b y + a z = a b y lateralmente por el cilindro 


2 2 

x + y - ay 


2 a 2 b , 

Rpta. - (3^-4)w 

9 


2 2 

119) Encontrar el volumen encerrado por las superficies definidas por las ecuaciones x +y = cz. 


2 , 2 A 

x + y = ax , z = 0 . 


3 k a 3 

Rpta.- u 

32c 


222 

120) Hallar el volumen total del espacio comprendido entre el cono 2(x +y )-z =0 y el 


hiperboloide x ? +y 2 -z = -a 1 


4 a'n 3 

Rpta. —-—(V2-1 )u 








682 


Eduardo Espinoza Ramos 


121 ) 


Hallar el volumen del solido D, en el primer octante limitada por: 

x 2 + z= 64 * 

3x + 4y = 24 


D: 


x = 0 


^ = 0 
z = 0 


2 2 1 2 2 

122) Encontrar el volumen acotado por las superficies z-x +y yz = —(jc + y +1). 

2 

3 

Rpta. —u 
4 

2 2 2 2 

123) Hallar el volumen del solido limitado por las superficies, x + y = 2x, 2-x -y -z = 0 


y z = 0 . 


3 K 3 

Rpta. —u 

4 


124) 


Calcular el volumen del solido limitado por x 2 +y 2 + z 2 = 9c 2 y x 2 + y 2 -4c 2 y interior al 
cilindro. 


2 2 2 2 

125) Calcular el volumen V del cuerpo acotado por la superficies esferica x+y+z=4a yel 


. . 2 2 
cilindro x + y - lay = 0 


16 a' 

Rpta. V *- (3rr -4) 


126) 


Hallar el volumen de la region solida S limitada superiormente por z=l-x 2 -y 2 e 
inferiormente por el piano z = 1 - y. 


127) 


Hallar el volumen del solido comprendido por debajo de z = 8 -y 2 , por encima de z = 0 y 

2 2 

dentro de las superficies y= 2 ;ty y= 8 - 2 jc 


128) 


Hallar el volumen del solido limitado por el paraboloide 

3 

a n 3 

piano z = 0. Rpta. - u 



4y 2 


y el 
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2 2 
z y 

129) Encontrar el volumen del solido que se obtiene cortando la superficie — + — = 2 jc por un 

c b 


piano paralelo al piano YZ, x = a. 


o * 2 /- 3 

Rpta. a v acn u 


130) Hallar el volumen del solido limitado por el piano XY, el cono z 2 = x 2 +y 2 y el cilindro^ 


2 2 ~ 
x + y -2 ax 


32 3 3 

Rpta. —a u 

9 


2 2 2 2 2 

131) Encontrar el volumen del solido en el primer octante acotado por el cono ay =h (x +z ) 


y entre y = 0, y = h 


a 2 h n 3 

Rpta. - u 

12 


132) Encontrar el volumen del solido en el primer octante acotado por lo cilindros parabolicos 

2 2 486-^3 3 

z = 9-x , x — 3 — y , y = 0, x = 0. Rpta. - u 

35 


133) Encontrar el volumen del solido comprendido dentro del paraboloide de 


a 2 z- H(a 2 -x 2 -y 2 ) y el piano XY. 


it Hq* 3 

Rpta. - u 


134) Encontrar el volumen del solido en el primer octante acotado por los pianos coordenados y 

8 abc , 


los cilindros a 2 y = b(a 2 -x 2 ), a 2 z- c(a 2 -x 2 ) 


Rpta. 


15 


2 2 2 

135) Hallar el volumen del solido en el interior del cilindro x +y = a , entre z = 0, y 


2 2 2 . 

a z= hyx ) 


n a h I 

Rpta. - u 

2 


2 2 2 2 

136) Hallar el volumen del solido comprendido dentro de la esfera x +y + z =4a y cilindro 


x 2 +(y-a ) 2 - a 2 


16 a* 

Rpta. - (3^-4) 

9 
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137) Hallar el volumen del solido comprendido en el interior del prisma acotado por los pianos 

a n T 

y = x, y = 0, x = —=r y entre el piano z = 0 y el cono z = hyx + y 

V2 

Rpta. -^[i+^-lna+Vi)] 


138) Calcular la masa y el centro de masa de la lamina indicada para la densidad que se 
proporciona. 

2 2 

a) Lamina: Triangular con vertice (0,0), (0,a), (a,0) densidad p(x,y) = x + y . 

a A 2a 2a 
Rpta. —,(—,—) 

6 5 5 

2 2 

b) Lamina: Region limitada por y = x , y =x , densidad proporcional al cuadrado de la 

6 275 275 

distancia al origen. Rpta. — K,( -,-) 

35 432 432 


139) Calcular la masa de una placa cuadrada de lado “a”, cuya densidad en cualquier punto es 
proporcional al cuadrado de la distancia entre este punto y uno de los vertices del cuadrado. 

2 4 

Rpta. —a /r,k= coeficiente de proporcionalidad. 

140) Calcular la masa de una placa circular de radio r, si su densidad es inversamente 
proporcional a la distancia entre un punto y el centro y es igual a 6 en el borde de la placa. 

Rpta. 2k r 2 S 

141) Encontrar el centro de masa de una lamina que tiene la forma de una region limitada por la 
curva: x =64, de densidad p(x,y) = x +y en cada punto (x,y). 

142) Encontrar la masa de una region plana acotada por un arco de la curva y = sen x , y el eje X, 
si al densidad es proporcional a la distancia desde el eje X. 
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143) Encontrar la masa y el centro de masa de la region de la forma de un cuadrado de vertices 
(1,1), (1,-1), (-1,1), (-1,-1) y de densidad p(x,y) = |x| +1>] 

Rpta. 4, centro en (0,0) 


144) Encontrar la masa y el centro de masa de la region comprendida por las lineas x£0, 

2 2 n 12 12 

y^O, x +y £l. Rpta. — # (-,-) 

4 In In 


145) Determinar la masa y el centro de masa de la lamina si la densidad de area es como se indica. 
La masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 


a) 


Una lamina en forma de la region limitada por la parabola x =8 y 9 la recta 
y = 2, y el eje Y, la densidad de area varia con la distancia desde la recta y =-1 


176 

Rpta. —k kg , 


35 102 

( 22’ 77 ' 


b) Una lamina en forma de la region en el primer cuadrante, limitada por la 

circunferencia x 2 +y 2 = a 2 y los ejes coordenados, la densidad de area varia con la 

suma de las distancias, desde las aristas rectas. 

2k 3 a 3a 

Rpta. — kg , (—(2+tt), —(2 + 7T)) 

3 32 32 


146) Determinar la masa de la lamina que tiene forma de la region limitada por las rectas 
x = 0, y = 0, x + y= n sabiendo que su densidad en cada punto P(x,y) es 


p(x,y) = e y sen(x + y ). 


Rpta. 


147) La densidad en cualquier punto de una lamina semicircular de radio R es proporcional de su 

distancia al origen. Encontrar el centro de masa de la lamina. 

— 3 R 

Rpta. (x,y) = ( 0,—) 

2 n 
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148) Hallar la masa de la lamina correspondiente a la region del primer cuadrante del circulo 
x 2 + y 2 = R 2 , siendo la densidad en cualquier punto interior proporcional a la distancia 


entre el punto y el centro. 


Rpta. M = 


kR\ 


149) Calcular el momenta de inercia respecto al eje X, de una lamina delgada limitada en el piano 
XY, por las curvas y = ~j2x , y = 0, x = 2. La densidad en un punto cualquiera de la lamina es 

24 


p(x,y) = |x-y|. 


Rpta. I x = 


35 


150) Una lamina delgada tiene la forma del triangulo de Vertice A(0,0), B(Jt,n) y C(27t,0). Halle la 
masa de la lamina sabiendo que su densidad en cada punto es 


p(x,y) = (x + y) 2 sen(x 2 - y 2 ). 


Rpta. M 


sen 4 n " 


151) Calcular el centro de masa de la lamina delgada representada por la region R que se encuentra 
por encima del eje X y entre las graficas de las ecuaciones y = x, y = - x, x 2 + y 2 = 4y, 

x 2 +y 2 =6y; y>0 siendo la densidad en cada punto P(x,y) de la lamina 


p(x.y) = -Jx* +y 2 ■ 


R,«, 


152) Una lamina delgada tiene la forma de la region R y con densidad p(x y y) = (x 2 +y 2 ) 2 . 


Hallar la masa de la lamina, si R es la region que es interior a la circunferencia 
jc 2 +(j>- 2) 2 =4 y exterior a la circunferencia jc 2 + y 2 - 4. 
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ana! 


Si la funcion z = f(x,y) y sus derivadas parciales '' 1 ** V * y ' ^ ■ son continuas en 

cbc dy 

una region cerrada D del piano XY, entonces el area de la superficie S: z = f(x,y) sobre D 
viene dado por: 


area 


de la superficie S = A(S) = ff dS = ff 1 + ( d ^ X ' y) ) 2 + { df (X ' y) ) 2 di dx donde D 

J J J I y dx dy 


D D 

la proyeccion de la superficie dada sobre el piano XY. 


dy 


es 



Si la superficie esta definida por la ecuacion x = fi(y,z) entonces: 

D 1 ' 

donde D es la proyeccion de la superficie sobre el piano YZ. 

Si la ecuacion de la superficie esta definida por y = f(x,z), entonces: 

D 

donde D es la proyeccion de la superficie sobre el piano XZ 
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EJempk).- Hallar el area de la parte del cono z = ^x 2 +y 2 comprendida dentro del cilindro 

7 2 - 

Solucl6n 

dz x 


2 2 - 
x +y = 2x 



como z = -[x 2 +y 2 


& Jx 2 +y 2 
dz y 


*y~ ^x^ 2 


x 2 +y 2 =2x =>(*-1) 2 +y 2 = 1 

pasando a coordenadas polares x = r cos 0 , y = r sen 0 

^)-IfJ 1+ ($)* 

J jg V ox ay 

-uj R 


2 1 2 2 


dxdy 


r—CC ‘ — Cn/2 f2cos0 V2 f* /2 . - fTT/2 

= V2jjdxdy = V2J (Jrrfr)rf0 =-I 4cos 0<i0=V2j 

-tt/2 0 0 0 - nil -nr* 


1 1 (l + cos20)rffl 

0 -nil 


= -j2[e + ^^-] f 2 =V2[(- + 0)-(-- + 0)] = V2^m 3 

2 / -*/2 2 2 

EJemplo.- Calcular el area de la parte superior del paraboloide jc= 1-y 2 - z 2 cortada por el 


cilindro y 2 + z 2 =1 


Soluclon 


La region de integracion es la circunferencia y' + z' =1 situada en el piano YZ. 

A 

ahora de la ecuacion del paraboloide se tiene: x = l-y 7 -z 2 => — = -2 y , 


dz 


= -2z 
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A(s) = 



+ 4 z 2 dydz 


pasando a coordenadas polares se tiene: 

-4(5) = JJVl + 4 r 2 rdrd6=j (J Vl + 4 r 2 rdr)dO = — J (5<j5-l)dQ=- - 




12 0 


Ejemplo.- 


2 2 2 

Calcular el area de la portion de la superficie de la esfera x +y + z = lay que es 

2 2 2 

cortada por un manto del cono y = x + z 


Solucl6n 


2 2 2 2 2 2 2 

Como la esfera es x +y + z = lay entonces x +(y-a) +z =a cuyo centra es (0,a,0). 

V 2 2 2 

a -jc -z , La proyeccion de la 

superficie en el primer octante, es la region. 


D= \(x,z)/0Zx£a a 0 <z<*4a 2 -x 2 j 


cuya grafica es: 

zt 



ri. 2 

'-a + Va ~x 


dy 

8x 

dy 

dz 



i +&>?*<& 

ox dz 



A(S) = In a 1 fu 2 
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Ejemplo.- 


2 2 2 

Hallar el area de la superficie S que es parte de la esfera x +y +z =1 dentro del 


cono x 2 +y 2 =z 2 , paraz>0. 



Solucidn 


S: x 2 +y 2 +z 2 = 1 la esfera ahora veremos la variacion 
de z y esto corresponde a la intersection de: 


\x 2 +y 2 +r 2 =1 1 

, , , => *=-^>0 
lx 2 +y 2 =z 2 -J2 


2 *» 1 

para este valor de z la superficie se encuentra sobre el disco x~ + y~ < — en el piano XY. 


2 2 2 1 

por lo tanto S: F(x,y,z) = x +y + z -1, para —=■ < z< 1 

V 2 


& Fx 2x _ x dz Fy 2y y 

dx Fz 2z z y dy Fz 2 z z 


- fifty *ty**-ijfty * f^ 


dxdy 


2 2 
-x -y 


pasando a coordenadas polares se tiene: 


n dxdy ff rdrdO [2 k [W? rdr fix \ t jmJi 

, «JJ 7 ( —==) d 0 = I -VI ~ r 2 

L , 2 2- L 2 -0 *0 L 2 J 0 /o 

D V 1 '^ + > r ) o Vl-r Vl-r 




f 2 * V2 2-V2 r- 

= -| (--l)</0=- 2n =(2-j2)n p- 


0 2 


2 
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I. Areas de Superficies. 


1) Calcular el area de la parte del piano 6x + 3y + 2z = 12 que esta situada en el primer 

octante. Rpta. 26 u 2 

2 2 2 

2) Hallar el area de la superficie esferica x +y + z =8 y que esta dentro del 

2 2 2 

paraboloide y = x + z . Rpta. 40 tc 


3) Hallar el area de la funcion del cilindro jc 2 + y 2 =4 comprendida entre el piano 

z = 5x el piano XY. Rpta. 80u 2 

4) Hallar el area de la superficie y - x 2 + z 2 cortada por el cilindro x 2 + z 2 = 1 y situada 

5V5-1 2 

en el primer octante. Rpta.- n u 

24 

2 2 

5) Hallar el area de la superficie del paraboloide y + z = 8y, interceptada por el cilindro 

parabolico y 2 =2x yelplanox = 6. Rpta. nu 2 


6) Hallar el area de la superficie que se forma cuando los pianos x = 0, x = 1, y = 0, 
y = 1 cortan al piano 2x + y + z = 4. Rpta. V6 u 2 


1) Hallar el area de la parte de la superficie z = 2xy cortada por los pianos x = 1, 

2 


y = 4, z = 0. 


12 2 

Rpta. 40J— u 


2222 

8) Hallar el area de la parte de la esfera x +y +z =a , comprendida dentro del 


cilindro x 2 * y k = ay. 


2 ft 2 

Rpta. 4a‘(-1 )m 

2 
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2 2 2 

9) Hallar el area de la parte de la esfera x + y +z =4 cortada por el cilindro 


X 2 

~7* y 


16 n 2 

Rpta. - u 

3 


10) Hallar el area de la portion de la superficie que se forma al cortar la esfera 

2 2 2 2 2 2 

x +y +z =4x por una hoja del cono y + z =x . Rpta. 8 n 


11) Hallar el area de la parte del piano z = x encerrado dentro del cilindro x 1 + y 2 = 4 por 
encima del piano z = 0. Rpta. 2*Jl n u 1 


12) Hallar el area de la parte de la superficie del cilindro z = x cortada por los pianos 

x + y = ji, x =0, y = 0. Rpta. [-+— ln(3 + 2V2)]« 2 

6 2 


13) Hallar el area de la parte de la superficie del cilindro x 2 + y 2 = a 2 (z£0) comprendida 


entre los pianos z = 5x y z = 2x. 


Rpta. 12 a 


2 2 

14) Calcula** el area de la superficie del cono situada dentro del cilindro x + y = 1. 

Rpta. n u 2 


2 2 

15) Calcular el area de la superficie del cilindro x +z =4 situada dentro del cilindro 

2 


2 2 . 
x +y =4. 


Rpta. 32 u 


2 2 

16) Calcular el area de la parte de la superficie del cilindro x + y =2ax comprendida 

2 2 2 2 

entre el piano XY y el cono x +y = z . Rpta. 8 a 


x y z 

17) Hallar el area de la parte del piano — + — + —=1 comprendida entre los pianos 

a b c 

» * 1 / 2,2 ,22 TT 

Rpta. —^ ya b +b c +a c 


coordenados. 
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2 2 

18) Hallar el area de la parte de la superficie del cono x = y , situado dentro del cilindro 


2 2 ~ 
x +y =2 ax. 


Rpta. 3 a 2 nu 2 


2 2 2 2 

19) Calcular el area de la parte de la esfera x +y + z =a cortada por el cilindro 


2 2 

* y i 

~ + TT = 1 - 

a b 


Rpta. 8 a arcsenf—) 


20) Hallar el area de la parte del cono z = ^x 2 +y 2 cortada por el cilindro 

Rpta. V 2a 2 u 2 


,2 2 v 2 , 2 2 x 

(X +y ) = a (x -y ). 


2 2 2 

21) Hallar el area de la parte de la esfera x +y +z =4z y que esta dentro del 


2 2 

paraboloide 3z = x + y . 


Rpta. 4 n u 


2 2 

22) Hallar el area de la parte de la superficie z = 4x recortada por el cilindro y =4x 


y el piano x = 1. 


16 r 2 
Rpta. —(V8 - 1 )u 


2 2 2 

23) Hallar el area de la parte del cono z =x +y situada por encima del piano XY y 

recortada por el piano z = V2(^ + 1). Rpta. 8 n u 2 

2 2 2 

24) Calcular el area de la parte de la superficie del cono x -y = z , situada en el primer 

V2 2 2 

octante y limitada por el piano y + z = a. Rpta. -*—a u 

2 

2 2 

25) Calcular el area de la parte de superficie del paraboloide y +z =2 ax, comprendida 

2 

2 TC Q. i — 2 

dentro del cilindro y = ax y el piano x = a. Rpta.-(3V3 - 1 )u 

2 


26) Demostrar que las areas de las partes de las superficies de los paraboloides 

2 2 2 2 2 2 2 * 
x +y =2az y x -y -2az cortadas por el cilindro x +y =R soniguales. 
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27) Hallar el area de la superficie de aquella porcion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 que se 
encuentra dentro del ciiindro x 2 +y 2 = ax. Rpta. 2 a 2 {n -2)u 2 

2 2 2 

28) Hallar el area de la parte de la superficie del cono x =y +z situado dentro del 

2 2 2 2 

ciiindro x + y =2ax. Rpta. 3 n a u 

2 i 2 2 2 

29) Hallar el area de la parte del cono z = x~ + y dentro del ciiindro x + y = 2ojc . 

Rpta. 3na 2 4lu 2 

30) Hallar el area total de la esfera x 2 +y 2 +z 2 =4 a 2 dentro del ciiindro x 2 + y 2 = 2ay . 

Rpta. a 2 (n -2) 

2 2 2 2 2 

31) Hallar el area cortada de la superficie az-y - x por el ciiindro x~+y =a . 

2 

I — ft Cl 2 

Rpta. (5V5-1)- u 

6 

2 2 2 

32) Hallar el area total de la parte del ciiindro x +z -a dentro del ciiindro 

2 2 

x + y -ax. 

2 2 2 2 

33) Hallar el area de la porcion de la esfera x +y +z -2a que esta cortada por la 
rama superior del cono z 2 = x 2 +y 2 . Rpta. 2a 2 (2 - V2 )ft u 2 


34) Hallar el area de la porcion de la superficie x 2 +y 2 = z 2 situada por encima del piano 


2 2 2 

XY y limitada por la esfera x +y +z =2ax.Rpta. 


n a 2 


4 
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CAPITULO VI 



Conociendo las integrates dobles Jj" /(x, y)dxdy , estudiaremos las integrates triples 

D 

JJJ f( x *y y z )dxdydz , cuya diferencia esta, en lugar de tratar con funciones de dos variables 


continuas en una region del piano D, trataremos con funciones de tres variables continuas en 
una portion S del espacio. 


Consideremos una funcion f acotada en una region 5c/? 3 , es decir /: 5c/? 3 


trazamos pianos paralelos a los pianos coordenados, obteniendose paralelepipedos 
P x , P 2 P n que estan contenidos en S. 
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Consideremos una partition de la region S al conjunto P = , p 2 . *p n donde la norma 

de esta partition es IP | que es la diagonal mayor de los paralelepipedos que forman la 
particion. 

Sea V(P ; )- Ax i . Ay f . Az { el volumen del i-esimo paralelepipedo P ( , i = 1,2,...,n y 
(x iy y i ,z i ) un punto arbitrario escogido en P t . 

La suma de Riemann asociado a la particion P de la funcion f es: 

n n 

E/<*, di' 2 i ) v ( p i) = £/(*, ,y i ,z,)Ax i .Ay i .Az i 
1=1 1=1 


fe.2 Peflnicttn] 


El limite de la suma de Riemann 



f( x i ,y, % Z i )V(P i ) es un numero real L, si V e > 0, 3 


i=i 


6 > 0, tal que: 
(Wi-z,) e p i 


n 

| ^ f (x^yfiZj )V{Pj ) - L 1 < e , para toda particion P con I Pi < 5, 

i=i 


5J Deftnicion] 

La funcion /: Scz R* - > R , es integrable en la region S <z /? 3 , si existe un numero L, 

donde el numero L es la integral triple de f en S, al cual denotaremos por: 

L = \\\ f(x.\\z)dV = Urn ^ d f’(x n y i ,: ( )V(P l ) 
s 1 


siempre que exista el limite. 
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1) JJJ kf(x, y, z)dV = * JJJ/(*> y, z)dV 

s s 


’> W*’ , z) ± g(x, y, z)]iV = JJJ f(x,y, z)dV ± JJJ* ,y,z)dV 

s s s 

3) JJJ/fc V, z)rfF = JJJ /(x, * z)rfF + JJJ /(x, * z)dV 

S 5 , 

siendo S la union de dos subconjuntos disjuntos Sj y S 2 . 

Observacion.- La funcion /: 5 cz R 3 —-—R es integrable en la region S c: /? 3 , si f es 
continua en una region cerrada S a R 3 . 



En el calculo de la integral triple por medio de integrates iteradas se presentan seis ordenes: 
dx dy dz , dy dx dz , dz dx dy 

dx dz dy , dy dz dx , dz dy dx 

Describiremos una region que se considera simple con respecto al orden dz dy dx, los otros 
cinco ordenes se describen en forma similar. 

Para calcular la integral triple en el orden dz dy dx, consideremos una region cerrada en el 

piano XY. D = |(x,^) e R~ /a ^ x ^ b a ^(x) £ y <> <p 2 (x )J donde <p x ,<p 2 : [a,b] - >R 

son funciones continuas y ademas (p x (x) ^ <p 2 (x), Vxg [a,b]. 

Si i//j,i// 2 : DczR 1 - >R son funciones continuas en la region cerrada D y 

y/j (x,y) < y / 2 (x,y), V (x,y) e D, consideremos una region cerrada S de R 3 dado por: 
S = {(x,y,z) g R 3 la <> x £ b a <p x {x) < y £ (p 2 (x) a y/j (x,y) £ z <> i// 2 (*,>>)} 
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Si /: S a R - > R, es una funcion continua en S, entonces la integral iterada de f es: 


fff r* [¥:(*• y) 

/(jr,.y,z)dv = (I ( f(x,y,z)dz)dy)dr 

JJJ Ja 



z ^(x) 


-*Z=V,(X) 


y = <p 2 (x) 


Ejemplo.- Calcular | ^(2x + 2>y - z)dxdydz, si el dominio T es un pnsma triangular limitado por 

T 

los pianos z = 0, z = a, x = 0, y = 0, x + y = b (a £ 0, y > b). 

Solution 

T = {(x,y,z) e R 3 / 0 •>x^b a Oivii-i a 0 ^ z ^ a J , ahora graficando esta region: 



b Y 
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JJJ(2* + 3.y -z)dxdydz = + 3j>-z)dz)dy)<£t 


-w 


b—x 

0 '•'o 


(2x + 3v)z- — 
2 


2 2 




{2x + 3v)a - dy)dx 

2 


J 'b 3 ay* a*y ib-x a * 3 a 

0 (2 axy + — -— )/ o = £ [(2ax—— )(*-*)+ — (/>-*)' ]dx 


-ft 


h r 3ab 2 -a 2 b a 2 


ab~ 


■ + (- ab)x -1 dx ^-(10/? - 3 a) 

2 2 2 12 


Ejemplo.- Calcular la integral xyzdxdydz , donde T es la region limitada por x = y 2 , x 2 = y, 

T 

z=xy, z = 0. 

Solucion 

T= {(x,>\z) e R 2 /0£ x £ 1 a x 2 £y£<Jx a O^z^xy] 



JJJ xyzdzdy dx = £ ( J , (£ xyz dz)dy)dx 

T 

fi Nx xyz 2 /*y fi (V* x 3 y 3 

-W- -t/ 0 *>*-R -r*>* 


5 _ z „ j_ 

0 8 * 8 0 96 


Ejemplo.- Calcular jjjf(x,y,z)dV, donde f(x,y,z) = 1 y 

s 

1 /-7 1 


S = {(x,y,z) e/? 3 /- 2,<.x<.2 a —V4-x 2 £.y Z-sl4-x 2 a x 2 +3y 2 £z<4-.y 2 } 

2 2 


Solucl6n 
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III m *■ z)dr * III*** ■ f. * ** 


-p/4-jr 2 Jx*+3>>- 


4-jr* 


4 i* 


= J,(J ^- 7 (4-.v 2 -x 2 -3>/ 2 )</v)d!r = J (J yj-r (4-** -4/ )fi[y)<*r 


2 „ 2 , 




v ;,* | w-^-t-^rK 


V4-x 2 


)]* 


2 f 2 2.3/2 , - 

= —I (4-jc ) dx = 27Z 


3 0 


• ^f(x,y,z)dV = 2 jt 


Ejemplo.- Calcular jjjzdxdvdz, si la region T esta limitada por los pianos x + y + z=l. 


z = 0, y = 0, x = 0. 


Solucion 



Proyectando al piano XV sg 
tiene z = 0, entonces y = 1 - x 



III 


zdxdydz = \ (j^ (J^ zdz)dy)dx~— j^(j^ (1 -x-y) 2 dy)dx 


= P(l-x-V)' j dx = -—j [o-(l-jr)’Wr 
/ o 6 ° l J 

= —/ (l-x) 1 tiv =-(1 — jc)/ - (0-1) = —. fJT zdxdvdz = — 

6 *° 24 7 o 24 24 * * 24 
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Ejemplo.- Calcular j^jxy 2 z 2 dxdydz, si el dominio T esta limitado por las superficies z = xy, 


y = x, x = 1, z = 0. 



Ejemplo.- Calcular 


jij 


dx dy dz 


Solution 


J \\ *y 2 z~ dxdydz = j (J (J xy 2 z 2 dz)dy)dx 


•'o % 


W * XV 1 / *y 

■"1(1 dy)dx »— JV °<h - — 


3 o 0 


18 0 


(jt + y + z+1) 


donde T es el recinto de integracion que esta limitada por 


los pianos coordenados y por el piano x + y + z = 1 


Solucion 



in 


dx dy dz 
(x + y+z+ 1) 


3 



dz 

(x+ v + z+1) 3 





l 


/‘ 


2(x+y + z+l)' ' o 


2 , rfy)<fcr 




l-.r 1 I 

(--- 7 )dy)dx 

4 (x+y+\) 
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1 fi y 1 />-* 1 fi 3 x 

-J (-+-)/ J (- 

204 x+v+ ] / 0 2 0 4 4 


1 I 3x 

- )dx= — (— 

x +1 2 4 


2 ] 

-ln(x+1)) / 

8 ' 0 


1 3 1 

- (-ln2)-0 

2L 4 8 


ln2 5 
2 16 


Ejemplo.- Calcular jjjx 2 dxdydz, donde S esta limitado por las superficies y 2 +z 2 =4ax. 


y = ax , x = 3a. 


Solution 


5 = j(x,y,z)/0^ ^ 3a a -4ax^y^^[ax a ~^4ax-y 2 £z£^4ax-y* J 

jjjx 2 = £ J (J^d^Hlx 2 dz)dy)dx 

Cia i'><j3a + 4an , s 3V3+2;r 


0 


f3a (Va* 7 f 

1<J=“ ' 


—7 f 3 , 

2x ^4ax — y‘~dy)dx = J --- x dx = 27a~( --) 


Ejemplo.- Evaluar la integral JJJ(3 z + xz)dxdvdz, donde el solido S esta limitado por el 

2 2 

cilindro x + z = 9 y los pianos x + y = 3, z = 0, y = 0 sobre el piano XY. 

Solution 



Jj"J(3z + xz)dxdydz = J ^ ( 4* 17 (fi* 3 * 2 + zx)^y)tfz)dx 


648 


f3 2 Z 1 f3 27 

= 1 (9-x )— / dx = —\ (9 -x ) dx = 

-3 2 ' 0 2-3 5 
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Ejemplo.- Calcular la integral triple | dy^j 2 xdz 


Soluci6n 


Sea D : 0 £ x ^ 2 a 0 ^ y £ aO ^ z ^ - 


4x-/ 


V 2 


f2 f2V* J 4r -* f2 rJ~T~~ 

J dxj tfvj^ 2 xrfr^J fj (JJ - r</z)d[y)<& 


■r«r^ 


Ax-y‘ 


■dy)dx 


f 2 * r y 2 4* y n / 2 ^* , f 2 

= —=[—J4x-y + — arcsen-^ 7 =]/ ax- I 

Jo v '2 2 • 2 ijx'' o J o 


y j2-/x [iJt^Jlx 1 4^2 

V 1 ' J ' -<k =-7T 

2 3 


fa C^la 2 -x 2 C-Ja 2 P dz 

Ejemplo.- Calcular la integral triple dxdy)^ 


fa 


ill 

x — y 


Soluckm 


»n *i, 




W Va 2 -jr 2 j*^fl -x / • /fe 


*0 *0 


V fl2 -* 2 -: 


2 y 0 ''O y 0 


n ^ 

V fl -* 


-)^y)«*c 




0 0 


l~2 T“ 
S a ~ x z. 


2 / 0 -0 •'O *u 


= - Ja 2 -x 2 + — arcsen— / =0+—arcsenl + 0 = 

2 2 a / 0 2 


2 

a /r 


r— r — xz z 

Ejemplo.- Calcular I 2 I 2jr I —cos —dzdydx 

- y y 


Soluci6n 
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n ii 

£F„ 
6 


J *y*4x xz z ,* r, rvw* r r - * 

— cos— dzdvdx - f 2 ( (| —cos-— dz)dy)dx 

0 y v J\ JO y V 

= Jrr 2 (J 2r — sen — I dy)dx= 1^ < J 2jr — sen vxdy)dx 

— *\ ? ,, I o *1 7 ' 


2 v 

K 


f— cosur /— 1 f— 1 [nil 1 

= 2 -/ 2x dx - -l_ 2 (0-cosjc)(ix = — senx / = — 

2 / i 2 - 2 f n/6 4 


6.6 Volumenes Mediante 


Consideremos una fiincion f definida en una region cerrada S a R *, es decir 

,3 


/: SczR J 
dado por: 


-> 7?, tal que f(x,y,z) = 1, V (x,y,z) e S entonces el volumen del solido S es 


V(S) = JJJ dv = JJJ dxdydz 


Ejemplo.- Encontrar el volumen del solido limitado por arriba, por el paraboloide z = 4-x 2 -y 2 , 
y por abajo por el piano z = 4 - 2x 

Solucion 

J z = 4-x‘ — v x* +2x + y~ =0 
lz = 4-2x (x-l) 2 +y 2 - 1 

es la proyeccion de la interseccion de las superficies. 
Dibujando la interseccion 

f2 Cj2x-x 2 C4-x 2 -y 2 

r -vWi dz)dy)dx 

fi rViZT 7 

- L<J 



J o 


-(2x-x -y L )dy)dx 


= J —{2x-x 1 ) il dx = — u 


o 3 


it 

2 
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Ejemplo.- Encontrar el volumen del solido en el primer octante acotado inferiormente por el 
piano XY, superiormente por el piano z = y, lateralmente por el cilindro y 2 = j c y el 
piano x = 1. 

Solucion 


Dibujando la region correspondiente se tiene: 



Ejemplo.- 


Encontrar el volumen en el primer octante, acotado inferiormente por el paraboloide 

2 2 2 

z - x + y , el cilindro y - x y los pianos y = x, z = 0. 

Solucidn 




X 
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r = l 0 (J t 2(J 0 * dz)dy)dx = J\J 2 (x 2 +y 2 )dy)dx = JP (x 2 y +^-)/' 2 dx 





, x 4 4 3 j 

(—— x* +-x i )dx 


x ^_ /I 2 1 10-7 3 3 

21 ~ 5 + 3 » o~ 7 ~ 5 ~ 35 "35“ 


Ejemplo.- Calcular por medio de una integral triple, el volumen del cuerpo limitado por las 
superficies y 2 = 4a 2 -3ax, y 2 = ax t z = ±h. 

Solution 


2 2 

Proyectando la intersection de las superficies al piano XY, y = -3a (x ——), y = ax 



I ax = y 

[3a* = 4a 2 -y 2 


de donde 


- 2 A 2 2 
3 y =4 a - y => = ±a 


4a‘ y“ 


v = \jj d xdydz = dz)dx)dy 


r. r 2 1 4 /. 

J-a 3 a ' 3a 3' /-a 


.. 2A 3 4a 3 , , 3 4a 3 2/i r 8a 3 8a 3 32a 3 /; 32a 2 A 

K=_[(4a 3 --)-Hfl 3 +—)] =—[— + —] =-=- 

3a 3 3 3a 3 3 


9 a 


9 
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EJeniplo.- Encontrar el volumen del solido en el primer octante acotado inferiormente por el 
piano XY, superiormente por el piano z = y, lateralmente por el cilindro y 2 = x y el 
piano x = 1. 

So1ucl6n 

fi M* f y ft [4x fi v 2 /Jx 1 fi x x 2 n l x 

V ->A -l *)*)* - \ o (]vdv)<b.j a Y / o 


J 



Proyecfando al piano XY se tiene 


Y 

y = -/x 



/ 

X 

0 


1 


EJemplo.- Hallar el volumen en el primer octante del solido acotado por el cilindro z = —:- y 

x +4 

los pianos y = x, x = z, y = 0, z = 0. 

Soluci6n 

El solido S acotado por el cilindro y los pianos es : 


S = {{x>y y z)/OZx^l a 0Zy<>x a 0 Zz<,— -}, Proyectando al piano XY se tiene: 

x +4 



= J (J {\ xT ^dz)dy)dx = \ (J -p— dy)dx 

•'o •'o *9 "ft "ft A 


o 'o x -+4 


Cl 8v / 1 (i 8x 

= 1 —-/ dx = J —- dx 

*o x 1 +4' 0 jr +4 

V = 41n(* 2 +4)/ 0 = 41n8-41n4 = 41n2i/ 3 
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K>.7 Ejerdctos PropuestosJ 

1) Calcular JJJrv 2 z 3 dxdydz , si la region T esta limitada por las superficies z = xy, y = x. 


x = 1, z = 0. 


Rpta.- 

364 


2) Calcular JJJ* (jt 2 + v 2 + z 1 )dxdydz , si la region T es el paralelepipedo rectangular definido 

T 

por las desigualdades 0£x<a,0£y£b, 0 £ z £ c 

a 2 +b 2 +c 2 

Rpta. abc( -) 


3) Evaluar la integral triple JJJy dxdydz , si S es la region limitada por el tetraedro formado por 


el piano 12x + 20y + 15z = 60 y los pianos coordenados. 

15 

Rpta. — 

2 


4) Calcular JJJ xydxdydz , si el dominio T esta limitada por la esfera x 2 + y 2 +z 2 = 1 y los 


pianos x = 0, y = 0, z = 0. 


Rpta. — 

15 


5) Calcular jjjxydxdydz , donde D es un dominio limitado por el paraboloide hiperbolico 


z = xy, y los pianos x + y = 1 , z = 0 (z > 0). Rpta. - 

180 


6) Calcular JjJy cos (* + z)dxdydz , donde D es un dominio limitado por el cilindro ,v = V7, y 


los pianos y = 0, z = 0 , x + z = —. 

2 


n 1 3 

Rpta. (- )u 

16 2 
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7) Calcular JJJ zdxdydz , donde S es el recinto limitado por el cono z 2 = —^"(jc 2 + y 2 ) y por el 


piano z = h. 


Rpta. 


h 2 R 2 n 


8) Calcular jjjxdxdydz , donde D es el recinto de todos los puntos que cumplen 0 £ z ^ 3, 


9) 


x 2 + .y 2 ^ z. Rpta. 0 


Calcular J Jj , donde D es la region limitada por las superficies z = x + y, 

D 

243/r 


z = 21 -lx 1 -2v 7 


Rpta. 


10 ) 


12 ) 


13) 


Calcular JJJe jr+r+2 dxdydz , donde D es el tetraedro de vertices (0,0,0), (3,2,0), (0,3,0) y 


(0,0,2). 


3 < 3 2 

Rpta. — (e -5? 3 + 5e -1) 


11) Calcular JJJx 2 ydxdydz , donde D es el solido limitado por 0£z^ —, O^y^a, 


0 ^ x <> y cos z. 


2a 

Rpta.- 

45 


Hallar JJj e ay dxdydz , donde D es el solido limitado por las superficies y 3 +z = 4, 
D 

9 


y + z = 2, z = 0, z = 2. 


Rpta. —( e 2a -1) 
2a 


f f f y dx dv dz 

Calcular JJJ---T- ■, donde D es el solido limitado por 2 ^ x £ 3, O^y^x, 


y + z 


0 < z £ y. 


5;r 

Rpta. — 

8 


14) 


f 9 f yrt |V/ 

Calcular I I I zdzdxdv 

•'0 "0 rf o 


- 9 x 


729 

Rpta. - 

4 
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15) 

fl fl-jr CUy 2 

Calcular J J J xdzdydx 

J 0 J 0 J 2y 

1 

Rpta. — 

10 

16) 

fl Cx fjr+_V 

Calcular J J J (x+y + z)dzdydx 

•'o lO 0 

7 

Rpta. — 

8 

17) 

f/r/2 f?r/2 Cxz y 

Calcular J J J cos— dydxdz 

n 

Rpta. — - 1 

2 

18) 

f2f/f ln r z 

Calcular J J J ye dzdxdy 

1 "y *0 

47 

R pea. - 

19) 

f 4 f 1 

Calcular 1 xvzdxdvdz 

J 2 i/z *0 

Rpta. — +!"? 

9 6 

20) 

Calcular las siguientes integrales triples. 



a) 

J I l* *y 2 z 3 dx dydz 

J o J o'o 

1 

Rpta. — 

90 


b) 

(S-y)dzdxdy 

77 

Rpta. - 

120 


c) 

fn Cn Cn 

I J I x\> sen yzdz dy dx 

*0 0 0 

k -/rsen;r 

Rpta. 

2 


d) 

|*2 j*2x j*^2 ~xy zdzdydx 

J, J J /. 2 2 2 2 2 

I * Vl-x ->> + +z 

81V3 9 

Rpta. In 

2 4 


e) 

f2 f jr TV3 jt V 

JJ 2 2 dzdvdx 

y 2 + z 

n 

Rpta. *— 

2 


f) 

(“2 Cilix-x 1 ti -K- y 1 

* J ;-1 dzdydx 

J 0 J ^2x-x 1 '4-2* 

K 

Rpta. — 

2 

A 


g) 

J.JV._ 

•'o •'o * 

^ n a 

-y dzdydx Rpta. 

8 
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21) 

(e -1 fe x-1 Intz — X — y) 

Calcular I dx I dy] dz 

o o 0 (x-e)(x + y-e) 

Rpta. 2e-5 


22) 

fi fVTv fv 

Calcular la integral triple J J , - J 2 2 dzdxdy 

o ~y y~y x +y 

7t 

Rpta. — 

32 


23) 

Calcular JU (2x + 3y- z)dx dy dz , donde D = {(x,y,z)/ 0 £ x £ b, O^y^b-x, 

T 

0 £ z $ a) 



„ ab 2 (\Ob-3a) 

Rpta. v ’ 

12 


24) 

Calcular J*J*J" (x -h jv -\-z)dx dydz , donde T es un 

T 

tetraedro limitada por 

los pianos 


x + y + z = a, x = 0, y = 0, z = 0. 

a 4 

Rp». -j- 


25) 

Calcular JJJxyz , donde la region T esta 

r 

limitada por las superficies y~x 2 . 


x - y \ z = xy, z = 0. 

Rpta. — 

96 



26) 


Calcular JJJ(x + y + z)dxdydz , donde T es la region limitada por 1 ^ x £ 3, 1 ^ y £ 3, 


1 £z£3. 


27) Calcular Jj*J xdxdy dz , donde T es la region comprendida entre los pianos coordenados y el 

T 

piano x + 2y + z = 4 en el primer cuadrante. 

fff ij* •:'i dl 

28) Calcular 11 , ’ , donde T = [0,2]x[0,l]x[-l,4] 

*y ^x + y + z+2 

Rpta. 


1688 

TT 


29) 


Encontrar el volumen del solido acotado inferiormente por el paraboloide z = x 2 +y 2 y 

n 3 

Rpta. —u 

2 


supenormente por el piano z = 2y. 
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30) Hallar el volumen del solido S limitado superiormente por el cilindro parabolico z = 4 - y e 

Rpta. 11 k 


inferiormente por el paraboloide eliptico z = x 2 + 3 y 2 


31) Hallar el volumen del solido limitado superiormente por el piano z = y e inferiormente por 


2 , 2 
z = x + y 


n 

Rpta. — 

32 


32) Hallar el volumen encerrado entre las superficies x 2 + 3y 2 - z = 0, 4-y 2 -z = 0 

Rpta. 4k 


2 2 

40) Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies z = —, y = 2x - x y los pianos 

x 


1 3 

x = —, x = —, z = 0 enel primer octante. 

2 2 


Rpta. 4 In 3 - 2 


41) Hallar el volumen del solido limitado por los tres pianos coordenados, las superflcie 


z = x 2 +y 2 y el piano x + y = 1. 


Rpta. — u 

6 


42) Calcular el volumen entre las superficies y = 2x, y = 2x, x + y + z = 3, x + y + z = 4. 

Rpta. — 


43) Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies z = x 2 +y 2 y z = x 2 +2 y 2 y los 


pianos y = x, y = 2x , x = 1. 


Rpta. — u 

12 


44) Encontrar el volumen del solido acotado por los cilindros y = * 2 , = x 3 y los pianos 


z = 0, z = 1 + 3x + 2y. 


Rpta. -^-w 3 
210 
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45) Hallar el volumen en el primer octante, del solido acotado por z + x -64 = 0, 

3x + 4y - 24 = 0, x = 0, y = 0, z = 0. Rpta. 1280 

2 2 

46) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide (jt-1) + y =z y el piano 


2x + z = 2. 


~ 71 

Rpta. - 


2 2 2 

47) Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide z = x +y y el cilindro z = 4 - x 


|6.8 Cambio d* Variables para Integrate Tripled 


SeaT: R 3 - >R 3 una transformation tal que: (x,y,z)=T(u,v,w)=(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) 

continuamente diferenciable y uno a uno en D y con Jacobiano no nulo, es decir: 
d(x,y,z) 

J(u y v, w) =-* 0. 

d(u,v,w) 

Sea ScDcUVWun conjunto cerrado y acotado y sea T(S) = E la imagen del conjunto S 
via la transformacion T, entonces: si es integrable sobre E, la imagen 
f 0 T ( u , v, w) = f(x(u y v, w), y(u , v, w) y z(w, v, w)) es integrable sobre S 


JJJ /(*> y, zjdxdydz = JJJ f(x(u, v, w), y(u , v, w), z(u , v, w))| J(u y v, w)| dudvdwl 

E S 


Cuando f(x,y,z) = 1, V (x,y,z) e E se tiene el volumen del solido E, es decir: 


V(E) = jjjdxdydz = v > w )| dudvdw 

E S 


Ejemplo.- Calcular JJJ x 2 dxdvdz , donde E: -l£ x-z£l,0£y+z£2,0£x+z £ 1 


S oluci6a 
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Sean 


x-z = u 
y + z = v 
x + z= w 


X - — (u + w) 

y = v-j(w-u) 
z = j(w-u) 


Luego la nueva region es D:-l£u£l,0£v^2,0£w £ 1 
Calculando el Jacobiano se tiene: 


/(w,v, w) = 


5(w,v, w) 


dx 

dx 

dx 


i 

n 

i 

du 

dv 

dw 


2 

u 

2 

dy_ 


5y_ 


1 

1 

1 

du 

dv 

dw 


2 

2 

dz 

dz 

dz 


1 

0 

1 

du 

dv 

dw 


2 

2 


por lo tanto la integral triple 

JJJ x 2 dxdydz =• JJJ— (u + w) 2 1 J(w, v, w)|<iw <fw = ^ JJJ (w + w) 2 dudvdw 


I * 


-if, 1 ! <f 

= T7 f (f ((u + l) 3 -u 3 )</v)</u = -J- f ((u + l ) 3 -u^du- | 
24 J-i Jo 12J-1 3 


Ejemplo.- Evaluar la integral jjj(x + y + z)(x + y-z)(x-y-z)dxdydz , donde S es el tetraedro 

s 

limitado por los pianos x + y + z = 0, x + y- z = 0, x-y-z = 0 y 2x — y = 1. 

Solution 


Transformando el integrando se tiene 
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u = x + y + z 
Sean i v = x + y - z 
w = jc-^-z 


jc = * 


y — ' 


u+w 
2 

v-w 
2 

u-v 


J(u,v % w) 


z = ■ 


Transformando la region S se tiene 
x + y + z =-+-+-= 0 => u = 0 


jc + 3 ; - z = 


JC - v - z = 


u+ w 

v-w IV - V 

+ 


2 

2 2 

m+ w 

v-w w - V 

4* 

2 

2 2 

w + w 

v-w «-V 

2 

2 2 


V —w 

= U+ W- 

--= 1 =: 


2 


= 0 => v = 0 


= 0 => w = 0 


4 


Luego D = 1 (u,v,w) / u = 0, v = 0, w = 0, 2u - v + 4w = 1 } 



Proyectando al piano uw v * 0 
enlonces 2u + 4w = 1 




+ y + z)(x - y - z)dxdydz = 


w)|dM<fv<fw 


1 I? f 1 ** f2«+4w=-l J f{ uv 2 / 2 " +4w -l 

= ’4 J () 0 Q (J 0 w«v < *vdv) < *v)rf« = -J o (J o w— j dw)du 


1 r 1 rizl“ 

1 | 7 ,| — 

= ji (JL 


8 J o J o 


wu(2w + 4w- l) 2 rfw)dw =— 
18 
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A las coordenadas cilindricas de un punto p del espacio 
denotaremos por p(r,0,z) donde (r,0) es la coordenada 
polar de la proyeccion de p sobre el piano polar y z es la 
distancia dirigida del piano polar al punto p. 

Un punto p del espacio tiene dos representaciones una en 
coordenadas cartesianas p(x,y,z) y la otra en coordenadas 
cilindricas p(r,0,z). La relacion que existe entre las 
coordenadas cartesianas y las coordenadas cilindricas es: 

x = r cos 0 , y = r sen 0 , z = z 
donde las coordenadas cilindricas r, 0 son las coordenadas polares del punto (x,y,0) en el 
piano XY, que es la proyeccion ortogonal del punto p sobre el piano XY. 

Calculando el Jacobiano de las coordenadas cilindricas: 


J{r , 0, z) = 


d(x,y, z) 
5(r, 0,z) 


dx 

dr 

dy 

~dr 

dz 

dr 


dx 

50 

dy_ 

50 

dz 

50 


dx 

dz 

d\> 

dz 

dz 


= mod 


cos 0 -r sen 0 
sen0 rcos0 
0 0 


J(r,0,z) = r 


en Coordenadas CUindrieasj 


Si una region S c R , tiene un eje de simetria, las integrales triples se pueden calcular en 
forma muy simple usando coordenadas cilindricas, cuya relacion entre las cartesianas es 
x = r cos 0, y = r sen 0, z = z. 

Si /: S c R 3 — - >R es una funcion continua sobre S, entonces la transformacion de la 



5 


en coordenadas cilindricas es dado por: 


JJJ f{x,y,z)dxdydz = JJJ f(r cos 6 , r sent?. z)\j(r,6 , z^dzdrdO 
s s 
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donde J(r,6 ,z) = 


<Hx,y,z) 
d(r ,8,z) 


= r. 


es el Jacobiano, por lo tanto se tiene: 


III ^ X ' y' z ^^y^ z = JJJ f( rcos ^, rsen ^< z ) r 'dzdrd0 

s s 



Y 

= /? 


un solido en coordenadas cilindricas es un conjunto 
de la forma: 

S - f (/%0 ,z) / a\ £ r ^ a 2 a a £ 6 £ P a d 2 } 

que geometricamente es una cuna cilindrica. 

Suponiendo que S es un solido en coordenadas 
cilindricas y que f(r, 0 ,z) representa la deasidad en 
cada punto (r,0,z), entonces la masa del cilindro S se 
calcula mediante la integral triple, es decir: 

M = masa de S - JJJ/ (*\ 0, z)rdzdrd6 

s 


Cuando la densidad f(r t 0,z) = 1 V (r,0,z) e S, se obtiene el volumen del solido S, es decir: 

V(S) = jjj rdrdOdzl 

s 


Ejemplo.- Calcular JJ*J 2 + V 2 )dxdydz , donde el dominio T esta limitado por las superficies 

T 

z = -(x 2 + y 2 ), z = 2 . 

2 

Solucl6n 

Pasando a coordenadas cilindricas x = r cos 0 , y = r sen 0 , z = z 



T={(r,G,z)/0ZrZ2 a O£0 £2/r a y£z£2) 
\\\(x 2 + v l )dxdydz = J (J (J , r 2 .rdz)dQ)dr 

*00 r 2 l2 

T 



, r 2 1*2 3 r 5 

r 3 ( 2 -— )d6)dr= J 2n(2r l ~—)dr 



16 

T 


71 
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Ejemplo.- Calcular dx dy J z-\x 2 + y 2 dz , transformando previamente a las 


coordenadas cilindricas. 


Solucion 


Sea D\ 


0< x £ 2 

z = 0 s 

, z = a 

Q<,y<,ij Ix-x 1 

=> y = 0 

, y=2'hx-x l , y£0 

O^z^a 

* = 0 

, x = 2 



pasando a coordenadas 
x = r cos 0 > y - r sen 0 , z = z 


0^0 < — , O£r^2cos0 , 0 <>z<a 


ademas J(r,0,z) = r 


Cl Cyjlx-x* Ca I —- Cull |*2cos0 Ca 

I d:c J dy\ zJx* + y~ dz = J (J (J z.r.rdz)dr )d6 

•'o * ■'o •'o •'o 


Ctc/2 f2cos0 - la a“ C Ki 2 f2cos0 

= J (J r — / dr)dQ = —J (J r dr)d0 

v o v n 2 ' o 2 'o ■V) 

a 2 /2 jr 3 /2cos0 pr/2 , 

-—J -/ d0 =-J cos ’ 6 dO 

2 J o 3 ' o 3 J o 


4fl 2 f^r/2 - 4<T 

—(l~sen~ 0)cos0 dO =-— 


,_ 3. 


8a" 


Ejemplo.- Calcular el volumen de la parte del cilindro x 2 +/ - lax, comprendido entre el 
paraboloide x 2 + y 2 = 2 az y el piano XY. 

Solution 
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El piano de la proyeccion al 
piano XY 

x 2 + y 2 s= 2ax => (x - a) 2 + y 2 = a 2 


r 

z = 

2a 


2cos0 


como V = JJJ dxdydz , pasando a coordenadas cilindricas 


x = r cos 0 , y = r sen 9 , z = z => J(r,0,z) = r 


x 2 +y 2 = 2 ax 


z = • 




2fl 


r = 0 , r = 2acos0 
2 


z = 


r 

2 a 


Cn/2 C2aco$Q Cr 2 l2a Cn/2 C2acos6 

Y = 2J (J (]rdz)dr)d0=2) (J —dr)dO 
J o o o no la 


1 tie a r 4 a a 
a* o 4 1 o 


d6 


■If* 


a J o 4 


. , \nu 

-cos 1 6 dO = 4a ' J cos 4 6 dO 


^Ctc/2 1 + COS20 n , pr/2 

= 4o (-) dO=a (l + 2cos20 +cos 20)dO 


cos40 


, f*/2 3 _ 

= tf 3 J (— + 2cos20 +—-— )d0 = a 
J o 2 2 


30 sen40 

— + sen 20 +—-— 
. 2 2 


inn 3/r , 1 

= —<3 W 

o 4 
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6.11 Coordenadas Esfericas 



En un sistema de coordenadas esfericas se tiene: un 
piano polar y un eje Z perpendicular al piano polar 
con el origen del eje Z en el polo del piano polar. 

A las coordenadas esfericas de un punto del espacio 
denotaremos por p(p,0,(p), en donde p = |«p| >0,0 
es el angulo polar de la proyeccion de p en el piano 
polar y (p es el angulo entre la direction positiva del 
eje Z y el radio vector op. 


La relation entre las coordenadas cartesianas y esfericas es: x = p cos 0 sen <p, 
y = p sen 0 sen <p , z = p cos cp, p > 0 , 0 ^ 0 £ 2n , 0 £ cp <: rt. 



Calculando el Jacobiano de las coordenadas esfericas se tiene: 


n a > ftx.y.Z) . 

J( p,e,(p)= =mod 

9(p,0,cp) 


dx dx dx 

dp 50 5<p 

dy dy> dy 

dp dQ dq> 

dz dz dz 

dp 30 3cp 
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J{ p, 0 , (p) = mod 


cos0 sen <p 
sen 6 sen <p 
cos (p 


- p sen 0 sen <p 
p cos0 sen <p 
0 


p cos 0 cos<p 
p sen Os cos (p 
- p sen (p 



sen (p 


J{ p,9,<p ) 


P 


sen cp 


BJ1 iategrgles triples en Coordenadas 


Si una region , tiene un eje de simetria, las integrales triples tambien se pueden 

calcular en forma muy simple, usando coordenadas esfericas y cuya relacion entre las 
coordenadas cartesianas es: 


x = p cos 0 sen cp , y = p sen 0 sen cp , z = p cos cp 


Si f: SczR 


-»R es una funcion continua sobre S, entonces la transformation de la 


integral triple j*JjV (x , v* z)dxdydz en coordenadas esfericas es dado por: 


JJJ/(x, y, z)dxdydz = JJJ/(p cos 9 sen <p % p sen 0 sen <p, p cos <p)\J( p, 0 , (p\dpd(pdO 

J s s 


donde ,/(p,#,(p)= p'sen<p ,porlotanto. 

z)dxdydz = JJj7(pcos0 sen <p,psen0 sen<p,pcos<p)p 2 sen <pdpd<pd9 


Cuando f(p cos 0 cos cp, p sen 0 sen cp, p cos cp) = 1 se tiene el volumen del solido S, es 
decir: 

V(S) = j"Jj* p 2 sen (pdpdtpdO 

_ £ _ 

un solido en coordenadas esfericas es un conjunto de la forma: 

s = {{p,e,<p)i ai < p<a 2 a a ^6 < p a (jOj ^ (p £ <p 2 1 que geometricamente representa 


una cuna esferica 
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rR p/tf 2 -* 2 d R 2 -x 2 -y 2 , , 

Ejemplo.- Calcular I dx\ - dy I {x~+y*)dz 9 transformando previamente a 

J-y? Jt!r 2 -x 2 Jo 

coordenadas esfericas. 

Solucion 


Como -x 1 - v 2 =>z =^R 2 — x 2 — >’ 2 viene ha ser el recinto V y su 

proyeccion sobre el piano XY es x 2 + y 2 = R 2 9 ahora pasando a coordenadas esfericas se 
tiene: x = p cos 0 sen (p , y = p sen 0 sen cp , z = p cos (p donde O<:p^R,O£0^ 2k 9 
n 

0 ^ (p < — , siendo el Jacobiano J( p,0, cp ) = p‘ sen <p 



+ j; 2 )<iz 



(p 2 cos 2 0sen 2 (p + p 2 sen 2 0sen 2 <p)(3sen (pdp)dcp)dQ 



[ZX f— ^ 

(p.p^ dp)d(p)d6 = I (I 2 —sen (pd(p)dO 
Jo Jo 5 
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R 3 1*2IT f— ft' »2ir COS 3 cp /"j 

= —T (I 2 ( 1 -cos 7 (p)senq>d(p)d6 =— I (-coso +-)/ d6 

5 Jo Jo 5 Jo 3 / o 


4/f 5 4/e 5 


JT f2* 1 1 . 

=—J ((l—)-H+-)V/0 = -—<*61 = -—* 
5 0 3 3 15 Jo 15 


f 2 fV4-/ (J*-* 1 -/ dzdxdy 

Ejemplo.- Evaluar la integral J J J —5 - 5 - r, usando coordenadas esfericas. 


0 0 0 X -+y- +Z - 

Solud6n 


D: 


0£z£ A /4-x 2 -.y 2 

0£x£j4-y 2 

0<y£2 


pasando a coordenadas esfericas 
x = p cos 0 sen cp 
y = p sen 0 sen <p 
z = p cos cp 


n k 

D: 0^6 <» — , 0 £ <p ^ — , OZ pZ2 
2 2 


ademas el Jacobiano J( p,6,(p) = p sen <p 


Cl fV 4 -/ fV 4 -* 2 -/ dzdxdy Cmi [nil Cl p 2 sen<z) 

U Jo 2 2 2 ~ J 0 (J 0 (J 0 - —) d P) d <P) de 

0 0 0 + y +7 0 0 0 p 


CnH [nil [ntl /xH [nil 

= J ( I 2sena))d(p)d6 = J - 2 cos <o / dO = ] 2d6 = n 
*0 'o / o c 


Ejemplo.- Encontrar el volumen del solido acotado por la esfera jc 2 + v 2 +z 2 = <z 2 , usando 
coordenadas esfericas. 


Solucl6n 


Usando coordenadas esfericas se tiene; 
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V = fJJ dxdy<tZ = 6,<p^dpd<pd6 = J j J p 2 sen (pdpd(pdO 


Cnf2 fw/2 Ca j Ck/ 2 Cn/2 p 3 j a 

= 8 j (J (I p serup dp)d<p)dO =8| (I -sen<p / 

*0 *0 '0 *0 u j 

8 a 3 (n/2 Ck/2 8 a 3 f*/2 /* /2 8a 3 f*/2 

= ——J (J scn<p dq>)dQ = -cos <p j dO = —J -(0-\)d6 = 


4 a , 

-;ru 



Sea p: Z)<z/? 3 -► /? una funcion continua sobre Dei? 3 , siendo p(x y y f z) la densidad 

en el punto (x,y,z), entonces: 

1* La masa total del solido D esta dado por: 


M = jjjp(x,y,z)dxdydz 

o 


2 9 Los momentos de masa, respecto a los pianos coordenados, del solido D, con funcion 
densidad p: Dei? 3 - > R , son expresados por: 

= fyzp(x,y,z)dxdydz ,M a = jjjyp(x,y,z)dxdydz,M yi = jjjxp(x,y,z)dxdydz 
D D D 

y el centra de masa del solido D es el punto (x y y,z) dado por: 

[JJ x P(x> y, Z)dxdydz JJJ yp(x, y, z)dxdydz !SS zplx ' y, z)dxdydz 

X = —^^ y = —Q. _ _ ^ j = —_ 

jjjp(ic,y, z)dxdydz JJJ P(x,y,z)dxdydz jjjp(x,y,z)dxdydz 

ODD 
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3 2 Los momentos de inercia del solido DczR , respecto a los ejes coordenados, se 
defmen por: 


l x = JJJYv 2 + z2 )P(*> z)dxdydz , respecto al eje X. 

D 

1 y = JJJ(x 2 + z 2 )p(x,y > z)dx</y</z, respecto al eje Y. 


l z + y 2 )p(x,yiZ)dxdydz, respecto al eje Z. 


Ejemplo.- Hallar la masa del cuerpo limitado por el paraboloide x 1 +y 2 =2 az y la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 3a 2 (z > 0 ) si la densidad en cada punto es igual a la suma de los 
cuadrados de las coordenadas. 

Solution 

Usando coordenadas cilindricas se tiene: 
x = r cos 0 , y = r sen 0 , z = z donde J(r,0,z) = r 


\x 2 + y 2 +z 2 = 3a 2 z = ha 2 -r 2 2 

j => r , ademas p(x,y,z) = x +y + z 

\x 2 + v 2 =2 az z = 

2a 

f 2 2 

[ x +y -2az proyectando al pianoXY 

}x 2 + v 2 + 2 2 = 3a 2 ^ z 2 + 2az-3a 2 = 0 => z = a 


Luego x 2 +y 2 =2a 2 => 0<,r^^2a , O£0£2;r , —< z <y3a 2 ^r 2 

M = JJJ p(x, y, z)dxdydz = | (x 2 + y 2 + z 2 )dxdydz = (r 2 + z 2 )rdzdrd9 

D D D 

fin dla Ala 2 - r 2 , , f2* Ala 1 -r 1 

= J 0 (£ ({r 1 (r + z )rdz)dr)dG = ^ (£ {r z + —)j rl dr)dQ 
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= f\J^V + ^z 2 )z fif 17 dr)dQ = ( 2n (j r2a [( l^ + 3a 2 )^3a 2 -r 2 -^- + ^-]dr)dQ 
Jo Jo 3 / — Jo Jo 3 2 24 

2 a 

f2* 97 , 54V3 5 

= J„ 1C 


c /ra r- 91 na r- 91 

-a)dO = -(18V3—) . A/=-(18V3-) 

'0 ' 60 30 5 6 5 6 


-a +- 


Ejemplo.- Determine el momento de inercia alrededor de un diametro del solido que esta entre dos 
esferas concentricas cuyos radios son “a” pies y 2a pies, la densidad del volumen varia 
inversamente con el cuadrado de la distancia al centro y se mide en slugs por pie cubico. 

Solucion 

k 

Sea p{x y y y z) = —- 5 -J*’ densidad, donde k es el factor de proporcionalidad. 

x +y + 2 

como I z = fff(;r 2 + y 2 )p(x,y,z)dxdydz entonces l z - JJJ (^ 2 + V 2 ) —:—- 2 - jdxdydz 

x +y +2 


Transformando a coordenadas esfericas se tiene: 


x = p cos 0 sen cp , y = p sen 0 sen <p , z = p cos cp 

9 jT 71 

donde J(p,6,<p)=p sen <p ,5: a^p^la , 0^0 £— , 0£ <p £— 

2 2 




; , 2 2 , 
+.y ) 

~ 2 2 

x + v +2 


2 2 


J 'mi fff/2 (2a k p sen 0.0 sen# 

(J (I -^- d<p)d(p)d6 

n •'n ^ 


0 *0 o 


[nil [nil [la . , CnH [nil p* j 2 " 

= 8j (J (J k p~ sen (pdp)d(p)d6 = 8£J (J -—sen <p j d(p)d0 

*T) *0 o *0 *0 3 / ,, 


56k [nil 


56ka [nn (nil j 56k a (nil cos 3 <p / ff/2 

I (J (1 —cos' <v>)sen<z>= -! (-cos<p +-)/ dO 

J o J o 3 3 / ii 


56 k a [mi 


J (0-(-l + —))*/0 = 

0 3 


1 56 ka^ [mi 56ka }> K 


-\ld6 =- 
•'o 


slugs / p 


3 


9 


9 
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<■4 W9-X* r 

1) Evaluar la integral J J J a/- 


x 2 + v 2 dydxdz , usando coordenadas cilindricas. 


Solucion 



Sea D: 


0£vsV9-jr 2 
0 £ x £ 3 
0 < z < 4 


pasando a coordenadas cilindricas se tiene: 


0£r£3 , O£0< — t 0 ^ z £ 4 

2 


x = rcos# 

y = rsen0 => ./(r,0,z) = r 
z - z 


p4 |»3 p/9-x z 

Jo Jo Jo 



c/r)dU 


71 



f 1 ri'-y J N 2 ~ x '~ yl i 

2) Calcular i I P_ z 1 dzdxfo 

Jo Jo JfiW 


Solucion 


D: 


0 £ v£l 


OZxZ^jl-v 2 
■Jx 2 +y 2 ^z^V 2 -^ 2 -/ 2 


pasando a coordenadas cilindricas se tiene 
x = rcos9 , y = rsen0, z = z 
=> J(r,0,z) = r 


Luego: D: r <z<^^2-r^ , O^r^l , 0 < 0 <— 

2 
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2 : d: ‘ i,jr 1 1 ‘ ^ 1 ’ rdz ]dr,M = Ir dr)de 




1 fj{. I 


„5 /) 


d 0 




3) Si D es la region limitada por dos pianos x = 1, x = 2 y por los cilindros 


y 2 +z“ = 4, y 2 + z 2 = 9 calcular JJJV' Jy 2 + z 2 1 dxdydz 

D 



Solucion 

Pasando a coordenadas cilindricas 
y = rcos0 , z=rsen0 , x = x => = r 


JJW/ +z2 d x dyd z 


-Mtf 


e x r.rdx)dr)dO 






2 f 2 * r P , f 2 ?r 8 

= (e*~<?)J o y / ^=(e 2 -e)J o (9~ T )rf0 


19 2 38 , 

= —(e -e).2/r =—(e~-e);r 
3 3 


4) Calcular 


JJJ-X 


dxdvdz 2 2 

—t— -r. donde D es el cilindro x + y < 1 -1 < z £ 1 

x' + y 2 + (z-2) Z 


Solucion 
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pasando a coordenadas cilindricas 

x = r cos 0 
•jy = rsen 0 => J(r,0,z) = r 
z = z 


1 x ^ = {(r,0,z)/OS r £ 1a0£ 0 £ 2/r a- 1 £ l} 


SSS 


dxdydz 


-m 


rdr 


D Jx 2 +y 2 +(z-2) 2 J ° J * 0 Vr 2 + (z- 


2 ) 2 ) 




= J 2 * ({' i Jr 2 + (z-2) 2 /'dz)d0 = (fJV 1 + (z - 2) 2 - (-(z-2)) \z)dQ 

= ri^^Jl + Sz-I) 2 +-\n\z-2 + ^z 2 -4z + 5\- — 2z] / dd 
Jo 2 ' 2 2 / -i 


= r [ 3 ^ ^ 1 In I-jLi I - = [OVTo — /2 — 3) + In I | ]* 

Jo 2 2 VlO-3 2 VlO-3 


5) 


Encontrar el volumen del solido acotado por la esfera x 2 + y 2 +z 2 = a 2 usando. 

a) Coordenadas cilindricas. 

b) Coordenadas esfericas. 



Solution 

a) Usando coordenadas cilindricas 
0<r£a 
n 

O^QZ — 

2 

O^z^^a 2 -r 2 

V = jjjdxdydz= z^dzdrdO = jjjrdzdrdG 

s s s 


i 
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6 ) 


k n 

0 <,p<a, O£0 , 0£a ><,— 

2 2 


“ 8 f'I rdz)dr)d6 .sJP*(J^i/a 1 -SdDdO 

b) Usando coordenadas esfericas: 

K = JJJ dxdydz = JJJ A/ 7 * (p)\dpdOd(p = JJJ p 2 sen <p dpdcpdO 
s s s 

= P' sen<p = cosp f^d6)dp 

= 8 J[<J* (°+ P 2 W)dp = 8 JjVfl ft dp = 4* y/‘ = 

Calcular|JJ(l - —donde S es la region encerrada por el 


2 2 2 

X J' Z 

elipsoide—+ ^-+—= 1 

a* /T c* 


SoJucion 


Usando coordenadas esfericas se tiene: 


— = pcosfl sen<p 
(2 


>> 2 
i — * p sen# sen<p J( p>6 y q>) = abcp sen (p , es el Jacobiano 

b 


■= pcos<p 

donde 0 £ p£\,0£0 £2n ,0£ <p £ n 
^2 2 _2 

)dxdvdz = 

*o *o 


/r a/>c 


JJJ( 1 --T-^T-“r) ifa ^ z = J (I (J (1- p 2 )V 2 abcp 2 sen<p.dp)d(p)dG = 

a b c ooo g 

5 
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7) 


Hallar el volumen del cono de helado seccionado en una esfera de radio 6 por un cono con un 
semiangulo de 30 Q , tal como se muestra en la figura. 



En coordenadas esfericas, la ecuacion de la esfera es p = 6 y el cono q> = — por lo tanto el 

3 


{ 71 'i 2 

solidoes:S = j(p,0,<p)/O£ p£ 6, 0<<p£ —, 0^0 £ 2/rj ,ademas7( p,<p,0) = p sen<p 

6 

entonces el volumen de S es. 


V = \\\dxdydz=\ (J^(J p sen (pdp)d(p)dG =J[ (J ' { -^-seiujD/p d<p)dQ 


o 'o 'o 3 


f 2 * /Vi f 2 * V3 

72J. -cos 9 /*dO =-721 (— 


o 2 


l)rf0 


2-VJ 

= 72(- )2n = 72(2-V3)n- 

2 


8 ) Mediante coordenadas esfericas, calcula el valor de la integral 


1 


z‘ dxdydz 
r~2i 2 2 


■, donde S 


es la region por arriba del piano XY y entre las esferas de radios respectivamente a y b 
centradas en el origen ( 0 < a<b). 


Solu cjofl 
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x = p cos 0 sen (p 

y = psen 0 seiup => 4(p,<p,0) = p 2 sen^r 
z = pcos<p 

S = {(p,<p, 0 )/a^ p£/>, O< 0 < 2 /r, 0 <:<p<^} 


s v* + j 


V» J +r' 


* . 2 2 

^° S —^<((P ^ sen <p4p )4</> )40) 


T ^ JT 4 

= f ( p —— COS 2 (OSCTUD / b d(D)d6 

Jo Jo 4 ■ ' / « ’ 


b* - a* C 2n cos 3 cp /t b -a' f 2 * 

-- j L - - 

4 Jo 3/0 12 


Pin 

f (0-1)40 = 

Jo 


Z> 4 -* 4 


9) Calcular el volumen de la region limitada por la superficie (x 2 + y 2 +z 2 ) 2 = a 3 x 

Solucidn 

Pasando a coordenadas esfericas se tiene: x = p cos 0 sen <p t y = p sen 0 sen <p, z = p cos cp 

, 2 2 n 2 2 2 „ 2.2 2 .2 3 ~ 

(p cos 0 sen <p+p sen 0 sen cp)+ p cos <p) -a pcos 0 sen<p 


p 4 = a 3 pcos 0 sen<p => p = cos'd sen q> 

Luego 5 = {(p, 0 ,<p) /0 £ p £ a^JcosO sentp a 0 £ <p £ zr a O^ 0 $ 2 ?r) 
ademas se tiene 7( p, 0 , <p) = p 2 sen 


fff f2* f* fa 1/cos0 sen** , 

K = JJJ dxdvdz = J ( J (J p ser ycpdp)d<p)dQ 


# o 'o '0 


f2n [n p jaljcosO sen <p a f 2/r t* _ 2 . 

= 1 (I -sen®/ d<p)d6 =—J (I cos 0 sen <d = dcp)d0 

y o w o 3 ' 3 *0 *0 


<2 fZTT fir 1 

= — J (J cos 0 - 
300 2 


cos2<d 


a |* 2 ^ 

= — J ( 


sen 2 <p ,* 

d<p)dO = — J cos0(<p--- )/ 0 40 


4a 


a [ 2 k 

= — I k cos40 = 

6 *° 6 "° 




m A 


2a 3 n ,*x 2a 3 n 

cos 0 40 =-sen 0 / = - 

-? 1 o 


3 
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10) Hallar 


nw 


dxdydz 


12 2 2 
d yjx +y + z 


donde D es la region acotada por el piano XY en la parte inferior 


y entre las esferas de radio 4 y 1 respectivamente centrados en el origen. 


Solution 

Usando coordenadas esfericas tenemos: x = p cos0 sen <p , y - p sen# sen <p ,z = pcos<p 
entonces x 2 + y 2 +z 2 = p 2 , ademas J ( p,<p, 6 ) = - p 2 sen (p , 

A = {( p,<p,0)/ 1< p < 4, O<0<2/r, 0 

fff Z dxdvdz 1*4 [in [yip COS (p 1 

JJJ I 2 2 2 =1 (1 d - P 2 sen <p d<p)d0 )dp 

D yx +y +z P 




M 4 3 


p cos <p.sen<p d<p)d6 )dp 
o 'o *i '•'o 


f 4 f2^ p 4 cos 4 <p 

-J. <J„ - . - /;<»»» 


f 4 f 2;r P 4 f 4 4 n np 5 .4 

=J (J —de =J p —dp=— = 

10 4 1 9 10 9 1 


1023^r 
10 ' J 10 


11) Encontrar el momento de inercia con respecto al eje Z del solido homogeneo acotado por la 

’22 3 

esfera x~ +y + z =4. La densidad del volumen en cualquier punto es k slug l p . 

Solution 

Aplicar simetria, tenemos en el primer 

D={{p,e,<p)IO<, pZ2, OSflSy.O 

x = pcosO sen<p, y = psenfl setup, z= pcos<p, /(p,0,<p) = p 2 sen<p 
I z =JJJ (x 2 +y 2 )p(x, y, z)dxdydz 


[2 f 2 ?r r /2 2 2 2 22 2 2 

= 8 Jo (Jo (J (p cos <p sen (p+p sen 0 sen <p)Kp sen (pd(p)d6)dp 
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f 2 W ftf 4 3 f 2 ['/'I 4 16k: j*2 K 4 

= 8Kr J 0 U 0 (J 0 p sen ^)rf0)rfp = 8»cJ o (J o -p dG)dp = — J o ^p dp 


8ktt p .2 256 

=-.-/ = - K7T 

3 5 ' 0 15 

12) Encontrar la masa de un solido esferico de radio “a” si la densidad de volumen en cualquier 
punto es proporcional a la distancia del punto al centro de la esfera. La densidad de volumen 
se mide en slug f p 3 . 


Sojucl6n 

La densidad cs p(x.y.z) = k^x 2 +y 2 +z 2 
M = JJJ p(x,y,z)dxdydz = J Jj k-Jx 1 +y 2 +z 2 


pA pA fa 2 pA pAa 4 {’A , 

= 8j (J (J ( K P- P scr\(pdp)d<p)dO = 8| (J — scrupd(p)d6 = 2a icJ 


o 'o 4 


4 7Z 4 

= 2 a k:(—) = ;ra k: 
2 


M = TTKZr 


13) Encontrar el momento de inercia con respecto al eje Z del solido homogeneo dentro del 
paraboloide x 2 + v 2 =z y fuera del cono x 2 +y 2 =z 2 , p es la densidad del volumen 


constante es Ksulgl p . 


Solution 


=jji 


k:(x 2 + y 2 )dxdydz 


=r<£P 


0 *0 r 


kt dz)dr)d6 




# (1 r 0 


5 6 

r 

0 ' 5 6 
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14) 


2 2 

Encontrar el centro de masa del solido dentro del paraboloide x + y -z y fuera del cono 


x 2 + y 2 = z 2 , p es la densidad de volumen constante es k slug / p 3 . 


2 , 2 
X + V -z 

2 2 2 
x + y - z 


=>z =z => 


! 2 ' 0 . 

U=1 


Soiucion 


Luego pasado a coordenadas cilindricas 


£> = |(r,0 t z/O<: 0 ^2;r, O^r^l, r'^z^rj hallados los momentos de masa. 
M X> = f * (J 0 (£ zkrdz)dr)dQ ={‘ ({^(r 3 -r 5 )dr)d6 


0 0 2 


k (2n r 4 r 6 fi (V fi k 3 5 

= - J (—-—)(J (J , zkrdz)dr)dQ = J (J - (r - r )</r)<*0 


2« 4 6 0 


A/. 


-m 


r cos Qkdz)dr)dQ 


-N 


0 '0 


o •'o 2 


£ cosflr 2 (r - r 2 )dr)d6 


C2n r A r 5 i /r f2* 

= 1 (£cos0(- )f n d6 =—J cof 

n 4 5 ™ n 


.In 


20 o 


cos&/0 =—sen0 / n = — (0-0) = 0 
20 20 


- J (J (J. rsenO rkdz)dr)d6 = k J (J sen 9r 2 )(r-r 2 )dr)d6 

** •'n "n •'n •'n 


'0 '0 V 


0 '0 


(2n /■** £ k 

= k] sen0(—-—)/ 0 dO - —(-cos0 ) /? = - — (1 — 1) = 0 
0 4 5 20 20 

M = f {f(\,krdz)dr)d6 = 4f (fr(r-r 2 )dr)d0 


4 5 

r r 


*0 'o 


2 0 0 


k (2n fi 7 , /r 1*2Jr r r 4 i £ |*2* &/r 

—J () (' ~r )dr)d0=-j (—)/] ) d0= -J d0= — 

2 2 0 3 4 240 12 


2 0 3 4 240 0 

nk 


— A/0 — A/ -A/ 19 

* = — = — -<>, .y = -^ = 0, z = -^ = #=l 
M 


M 


M 


nk 


12 


12 


El centro de masa es (0,0,1) 
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K iss citractoimpaaM 


I. 


1) Calcular la integral triple \\\^x~+y A dxdydz, donde D es el solido limitado por 

D 


z = ijx 5 6 7 +y 7 , z = 1 


n 

Rpta. — 

6 


2) Calcular J*J*J cos(jc 2 + y 2 + z)dxdvdz , donde D es el solido acotado por las 

u 

2 2 2 2 

superficies* + y =2, x + y =4, z = 0, z = 4 

Rpta. /r(cos4-cos8 + cos6-cos2) 

3) Calcular jjj(x 2 + y 2 )dxdydz, donde la region T esta limitada por las superficies 

16n 


2 t 2 
* + V 

z =-— ; z = 2 


Rpta. 


4) Calcular jjjxdxdydz , donde D es el recinto de todos los puntos que cumplen 

D 

0<z£3, * 2 + y 2 £z Rpta. 0 

5) Calcular j*JJ(x 2 +y 2 )dxdydz> donde el dominio D viene determinado por las 

D 

7 7 2 2 7 4 K ^ ^ 

desigualdades z£0, r £x +y +z Rpta. ——(R -r ) 

6) Calcular JJJ dxdydz , donde la region T es la esfera x~ +y 2 +z~ <>r 2 . 


Rpta. 


4 ^ 7 * 


7) Calcular ^^(x l + y* + z 2 )dxdydz si el dominio T esta limitado por el cilindro 


, 3;r 

x + z = 1 y los pianos y = 0, y = 1 Rpta. 
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8) Calcular + y + z) 2 dxdydz, donde la region T es la parte comun del paraboloide 

T 

2 2 2 n - 
* +V 2222 710 1-97 

z£- 1 — y de la esfera x +v + z < 3a Rpta. -(18V3-—) 

2 a 5 6 

9) Calcular JJJ zdxdydz , siendo V el solido definido por las desigualdades 


x 2 + v 2 + z 2 £ 1, x 2 + y 2 £ z 2 , z > 0 Rpta. — 

8 

Calcular \u + (x~ + y 2 + z 2 )X dxdydz, si T es laesfera x 2 + _y 2 +z 2 £ 1 


10 ) 


11) Calcular 


iff 


dtxdydz 


■\j X 2 + y 2 +(z-2) 2 


8tt 

Rpta. —(2V2-1) 
9 


2 2 2 

donde D es la esfera .r + v +z < 1 


2 n 

Rpta. - 

3 


C2 C^2x-x 2 Ca I Z T 

12) Calcular J dx J dy J zJx + y dz Rpta. - 


*o *o 


13) Calcular 


[2 ^2R-x 2 ^4R-x 1 -y 

4 viRx-x* 4 


9 

3 

dzdydx Rpta. - 

3 


14) Calcular JJJe (r +v z ] ^ 2 dxdydz, donde D es la esfera unitaria con centro en el origen 

D 

4/r(e-l) 


15) Calcular 


J o J o * 


Rpta. 


z dzdydx Rpta. — 
8 


16) Calcular 


in 


dxdydz 

—2 - ~2 - 2 —* donde D es la region limitada por las esferas 

(x + y + z ) 


x 2 +y 2 +z 2 =a 2 , x 2 +y 2 + z 2 =b 2 , 0 <b<a Rpta. 4 n Ln{—) 

b 
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--- x 2 2 _2 

17) Calcular ))){— + — -r—)dxdydz, donde D es el solido limitado por el elipsoide 

D b ' C 


2 2 2 
x y z 

— + ~ 2 + — = 1 
a b c 


Rpta. 


4 abcn 


18) Calcular 


i«k 


2 2 2 2 2 2 
X y Z X V Z 

—-—-—dxdydz, donde D esta definido por —j-+—j“ + — ^ ^ 
be a b c 


Rpta. 


abcn 


2 2 


19) Calcular \\\e z dxdydz,donde D es el solido interior a la superflcie Jx* + >*~ = z. 


limitado por los pianos x + j; = 0, z = a, a> 0 


Rpta. ^[e a (a- l)-^-+l] 


20) Calcular jjj (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 2 dxdydz, donde D esta limitado por :x 2 + y 2 +z 2 =1 


2;r 

Rpta. - 

3 


21) Calcular 


jjj 


xyz dxdydz 


D ^ 


2 2 2 
x +y +z 


•, donde D es el primer octante de la esfera 


x 2 + y 2 + z 2 £a 5 


a' 

Rpta. — 

40 


22) Probar que la integral triple 


jjj 


|xyz| dxdydz 


d ^ 


2 2 2 
X + V +Z 


sobre el solido D acotado por el 


8 a 2 b 2 c 2 (bc + ca + ab) 


2 2 2 
x y z 

elipsoide —y+ —r-+—r = 1, tiene el valor ■ 

a b c 15 (b + c)(c+a)(a + /?) 
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23) Calcular JJJ '[(x~a) 2 +(y-b) 2 +(z-c) 2 ^ ^dxdydz, donde D es el solido esferico de 

D 

radio R y centro en el on gen, y (a,b,c) es un punto fijo fuera de la esfera. 

„ 4 2 ,2 2 
Rpta. + 6 + c ) 

24) Calcular JJF* r + v v 2 + z 2 dxdydz, donde D es el solido limitado por las superficies 


2 = V * 2 + ^ 2 ' Z==3 


Rpta. {21^2 -—)/r 
2 


25) Calcular JJJ* xdxdydz, donde D es el solido limitado superiormente por la esfera 
D 

2 2 2 - 2 2 
x + y + z =16e inferiormente por el paraboioide 6z = x + y 

Rpta. 0 


26) Calcular 


SSS4 


2 2 

jC + _y dxdydz , donde D es el solido exterior al cilindro 


x 2 +>> 2 -2>> = 0 y limitado por las superficies z - f* 7 +y 2 , x 1 +y 2 = z+12, 
x + >>^0 Rpta. 410.31 


?a pya -x [h 

27) Calcular la integral I (I f -( 

J-a J-^] a 2 -x 2 J- 


dz 


r (x2+y2) ^x 2 +y 2 


)dy)dx pasando a coordenadas 


cilindricas. 


Rpta. —nah 


p2 f*j4-x 2 fJ%-x 2 ~y 2 


28) Calcular la integral i (I ,-(I ’- (x 2 +y 2 +z )dz)dy)dx 

J-2 J-^4-x 2 JJx z +v 2 


Rpta. —^(-j/2 -IJjt 
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ol -x 2 -y 2 dz 


C R dR 2 -x 2 pfR 2 

29) Calcular la integral I ( ,-( )dy)dx pasando a coordenadas 

J-r j~^1r z -x 2 Jo ^J z 


esfericas. 


Rpta. y tt/? 2 


/•26 26 jc - jc 2 i*yj4b 2 -x 2 -y 2 


30) Calcular la integral I (I .-( dz)dv)dx , b > 0. 

Jo J ^2bx-x 2 Jo 


31) Utilice coordenadas cilindricas para las integrales triples: 


a) Evalue 

JJJ 2 + y 2 en donde T es la region limitada por el cilindro 


x 2 + V 2 = 4 y los pianos z = -l, z = 2. Rpta. 24n 


b) Evalue JJJ v rfxdy en donde T es el solido que se encuentra comprendido entre 

T 

los cilindros x 2 + y 2 =1 y x 2 +y 2 = 4 sobre el piano XY y debajo del piano 


z = x + 2. 


Rpta. 0 


c) Evalue jjjx 2 dxdy dz , en donde T es el solido que se encuentra dentro del 


cilindro x 2 + y 2 = 1, arriba del piano z = 0, y debajo del cono z 2 =4x 2 +y 2 


Rpta. 


2k 


d) Evalue JJJv* 2 + y 2 dxdydz en donde T es el solido limitado por el paraboloide 


z = 9 — jc 2 ~y 2 y el piano XY. 


e) Evalue jjjxzdxdydz , en donde T es el solido limitado por los pianos z = 0, 


z = y, y el cilindro x 2 +y 2 =1 enel semipiano y £ 0. 
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0 tfcC' 


x -y 




f i wi-jr 1 r J’ 2 *y* 

8) Vi ( W 


32) Utilice coordenadas polares de las integrates triples: 

a) Evalue jfj(x 2 +y 2 +z 2 )dxdydz, en donde S es la esfera solida unitaria 
s 

An 


x 2 +y 2 +z 2 Si. 


Rpta. 


b) Evalue JJJ y 2 dxdy dz, en donde S es la porcion de la esfera solida unitaria 


7 2 

x +y +z £ 1 que se encuentra en el primer octanle. 

n 


Rpta. 


30 


c) Evalue JJJ( x 2 +y 2 )dxdydz , en donde S es la region hemisferica situada arriba 


del piano XY y debajo de la esfera x 2 + >> 2 + z 2 = 1. 


d) Evalue JJJjre** + y * z ] dxdydz, e n donde S es el solido comprendido entre las 


esferas x 2 +y 2 +z 2 = 1 y x 2 + y 1 + z 2 = 4 en el primer octante. 




x 2 +y 2 + z 2 dz)dy)dx 


)dz)dx)dy 
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II. 


A ^ .A 


33) Calcular fff——--— -dxdydz, donde T esta limitada por las superficies 
JJJ X 2 + y 2 + z ' 


x 2 +y 2 =z\ X 2 + / =3z 2 y x 2 + y 2 + z 2 =4. 


Problemas de Aplicacion 

1) Calcular el volumen del cuerpo limitado por el piano z = 0, la superficie cilindrica 

x = — (x 2 +^ 2 )y la esfera x 2 +y 2 +z 2 = 4 (en el interior del cilindro). 

2 

8 

Rpta. — (3* -4) 

9 


2 2 2 

2) Encontrar el volumen del solido acotado por la esfera x +y + z = 4a y el cilindro 


2 2 2 
x +y =a . 


, 8-3V3 

Rpta. 4m ( —) 


3) Encontrar el volumen del solido en el primer octante acotado por el paraboloide 


2 2 2 

2 = x + y , el cilindro y = x y los pianos y = x, z - 0. 


Rpta. — 

35 

t . 


2 2 

2 x y 

4) Enoontrar el volumen del paraboloide — = —- + — cortado por el piano z = 0. 

cab .' ' 


Rpta. 


Ttabc 


5) Encontrar el volumen acotado inferiormente por el paraboloide z = x 2 +y 2 z = x 2 +y 2 

71 

y superiormente por el piano 2 = 2 y. Rpta. — 

2 

6) Encontrar el volumen del solido dentro del cilindro x 2 +y 2 = lax entre el piano 2 = 0 y 


cl cono z = ^/x‘ +y\ 


Rpta. 


32a 
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7) Calcular el volumen del solido encerrado por las superficies 

2.2 2 A 2 2.2^ „ . ( 3;r ~ 4 ) 
x +>> +z = 4a , x +>> *2aj>. Rpta. - 


8 ) Hallar el volumen de la region limitada por los cilindros hiperbolicos 
xy = 1, xy = 9, xz = 4, xz = 36, yz = 25, >>z = 49. 

Rpta. 64 


9) Hallar el volumen del solido bajo la superficie z = 4-x 2 -y 2 , interior al cilindro 


x 2 +y 2 = 1 y sobre el piano xy. 


Rpta. —7T 

2 


10) Hallar el volumen del solido acotado por el paraboloide eliptico 3x 2 +y 2 = z y bajo el 


cilindro x + z = 4. 


Rpta. 4m 


11) Hallar el volumen del solido limitado por las superficies del paraboloide z = x 2 + ,y 2 y 

2 2 2 
z-x +2y y los pianos y = x, y = 2x, x = 1. Rpta. — 

12 


2 2 2 
z x + .y 

12) Hallar el volumen del solido limitado por encima de la superficie —^ =- 5 — y por 

h a 


debajo del piano z = h con x 2 + y 2 £ a 2 . Rpta. 


a 2 hn 


13) Hallar el volumen del solido limitado por los cilindros z = Ln(x + 2) y z = ln( 6 -x) y 
los pianos x = 0 , x + .y * 2 , x-y = 2. 

Rpta. 4(4-3 In 3). 


2 2 


14) Hallar el volumen del solido limitado por el paraboloide (x-1) +y =z y el piano 

* 

2x + z = 2. Rpta. — 

2 
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2 2 

15) Hallar el volumen del solido comprendido entre paraboloide z = x +y y el cono 


2 

z =xy. 


Rpta. — el paraboloide 
96 


2 2 

16) Hallar el volumen del solido comprendido entre el paraboloide y + z = 4 a(x + a) y la 

2 

2 2 2 2 2 a 
esfera x +y + z -c (c^a). Rpta. 2na(c -—) 

2 

17) Hallar el volumen del solido limitado por: (x 2 +y 2 + z 2 ) =axyz. 


Rpta. - 

360 


18) Hallar el volumen del solido limitado por: (x 2 +y 2 +z 2 ) = a 2 z 4 


Rpta. 


4tw 

21 


2 2 2 2 2 2 2 
19) Hallar el volumen del solido limitado por: (x +y +z )=a (x +y ) . 


Rpta. 


64fl 3 /r 
105 


J 2 2 5 

20) Hallar el volumen del solido limitado por: (x +y ) =a z. 


Rpta. 


3 2 

a n 


21) Hallar el volumen del solido limitado por: x 2 + y 2 +z 2 = 1, x 2 + y 2 + z 2 = 16, 
z 2 =x 2 -hy 2 , x = 0, v = 0, z = 0. (x^O, y>0, z^O) 

21(2-Jl) 

Rpta.- 7t 

4 

22) Encuentre el volumen de la region D limitada por las paraboloides z = jc 2 +y 2 , y 


z = 36 — 3 a: 2 -3y 2 . 


Rpta. 162 k 
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? 9 

23) Obtenga el volumen del solido limitado por le paraboloide x + y + z = 12 yel 

piano z = 8 . Rpta. 8 n 

24) Determine el volumen del solido limitado pur el paraboloide x 2 +y 2 + z = 1 yel piano 
XY. 

25) Determine el volumen del solido acotado por el cilindro x 2 + y 2 =2 y, el paraboloide 
x 2 + y 2 =2z y el piano XY. 

26) Obtengo el volumen del solido que esta en el interior de la esfera x 2 +y 2 + z 2 = 2z y 
arriba del paraboloide x 2 + y 2 = z . 

27) Hallar el volumen del solido comprendido entre las superficies z = 5jc 2 +5 > y 2 , 
z = 6-lx 2 - y 2 . 

28) Hallar el volumen del solido limitado por las superficies jt 2 +^ 2 =z, 
z 2 =4(x 2 +y 2 ). 

29) Determinar el volumen del solido acotado por el cilindro x 2 +z 2 = 4 ylas superficies 
x = z 2 , x-6 = (z- 2 ) 2 . 

t "i -> i -> * 

30) Hallar el volumen comun de las esferas x “ + y +z =9 y x + y +(z-2)" =4. 

31) Hallar el volumen del solido que es exterior a la superficie z 2 = x 2 -hy 2 e 
interiormente a la superficie x 2 + y 2 + z 2 = 2 ax 

32) Calcular la masa del cubo 0£x£a, 0£y£a, O^z^asila densidad del cubo en el 
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33) Encontrar la masa del solido acotado por una esfera de radio a si la densidad de 

4 s 

volumen van a con el cuadrado de la distancia al centra. RRta. -a ^ 


2 2 2 

34) Encontrar la masa del solido pcotado por las esferas x +y + z =4 y 


x 2 +y 2 +z 2 =£ 9, si la densidad del volumen en cualquier punto es k^x 2 +y 2 + z 2 . 

Rpta. 65kn 


35) Hallar la masa del cuerpo limitado por el paraboloifte x 2 + y 2 = 2 az, y la esfera 

2 2 2-2 

jc + y + z =3a (z>0) si 1& lensidad en cada pnnto es igual a la suma de los 


cuadrados de sus coordenadas. 


On r- 97 
Rpta. -*—(18V3-—) 
5 - 6 


36) Calcular las coordenadas del cefttro de gravedad del cuerpo limitado por las superficies 


2 2 

x + y = 1, z = x + y , x = 0, y = 0, z = 0. 


2 2 7 

Rpta. —) 

5 5 30 


37) Calcular las coordenadas del centra de gravedad del cuerpo limitado por las superficies 


z =xy 9 x = 5, y = 5, z = 0. 


Rpta. (3,3, 


45 


32 


38) Obtenga el momento de inercia con respecto al eje Z del solBtotfiBlogeneo que estiT 

2 2 _ 2 . 2 9 > ’ 

dentro del cilindro x +y -2jc = 0, debajo del cono x -f airiba del piano 

XY, la densidad de volumen en un punto cualquiera es k{en Icgtm 

512 2 

Rpta. - k kg-m 

75 

39) Calcular el momento de inercia del cubo 0 £x<>a, 0 £ y 0respecto de 


Rpta. 


2 a 


su arista. 
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2 2 2 
x y z 

40) Hallar el momento de inercia respecto al eje Z del elipsoide — h— con 

a b c 


funcion de densidad p(x y y,z) = 1 . 


4 abcn 2 2 

Rpta. - (a +b ) 

12 


41) Hallar el momento de inercia del paralelepidedo recto homogeneo de aristas a,b, y a con 
respecto a cada una de las mismas cuya masa es igual a M. 

Rpta. —M(b 2 +c 2 ), -M(c 2 +a 2 ), -M(a 2 +b 2 ). 

3 3 3 

42) Si S es el solido en el primer octante limitado por los pianos coordenados, la esfera 

2 2 2 

x +y + z = 4 y el piano x + y = 1 , si la densidad en cada punto (x,y,z) es igual a su 

11 

distancia al piano XY, hallar la masa de este solido. Rpta. — 

12 


43) Hallar el centro de masa del tetraedro de vertices (0,0,0), (tf,0,0), (0,6,0) y 

a 2b 2 

(0,0,c), (a, 6 ,c ^ 0) si la densidad en cada punto (x,y,z) es yz. Rpta. (—,— c) 

2 3 3 


44) Del octante de la esfera x 1 + y 2 +z 2 < c 2 , x £ 0, y> 0, z^0, se ha cortado el 
cuerpo OABC, limitado por los pianos de coordenadas y por el piano 
x y 

— = 1 (a £ c, b£c). Ver figura. 
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Hallar la masa de este cuerpo, si su densidad en cada punto (x,y,z) es igual a la cota z 

ah 222 

del mismo. Rpta.—(6c? - a -b ). 

24 

45) Hallar el momento de inercia del cilindro circular, que tiene por altura h y por radio de 
la base a, con respecto al eje que sirve de diametro de la base del propio cilindro. 

2 2 a^hn 

Rpta. (3a +4 h )- 

12 

46) Hallar el momento de inercia del cono circular, que tiene por altura h, por radio de la 
base a y de densidad p, con respecto al diametro de su base. 

a 2 hpn 2 2 

Rpta.- (3a +2h ) 

60 

47) Encuentre la masa y el centro de masa del solido S limitado por el paraboloide 
z = 4x 2 + 4y 2 , y el piano z = a (a > 0). Si S tiene densidad constante k. 

n ka 

Rpta. ——, (0,0,2a) 

o 

48) Encuentre la masa de un hemisfeno solido H de radio a si la densidad en cualquier 
punto es proporcional a su distancia al centro de la base. 

_ nka 4 _ 

Rpta. , k = constante 

2 

49) Obtenga la masa del solido limitado por las esferas x 2 + y 2 + z = 4 y x 2 + y 2 +z 2 =9 

si la densidad voluminica en cualquier punto es k-^x 2 + y 2 + z 2 . 

Rpta. 65 krc kg. 

50) El solido homogeneo limitado pro el cono z 2 =4x 2 +4y 2 entre los pianos z = 9 y 

kg 

z = 4 tiene una densidad voluminica, en cualquier punto de k (en ——) calcule el 

m 

32 2 

momento de inercia respecto al eje Z para este solido. Rpta. — krz kg i m 
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CAPITULO 



7. INTEGRALES CURVILINEAS O PE LlNEAj 


Pre-requisitOS.- Para la comprension adecuada de este capitulo de las integrales 
curvilineas se requiere del conocimiento previo de: 

Calculo diferencial e integral. 

Funciones vectoriales de variable real. 

Funciones de varias variables. 

Superficies. 

Parametrizacion de curvas. 

Objetivos.- Establecer los fundamentos necesarios para la identification de los tipos de 
integrales curvilineas asi como sus respectivas aplicaciones. A1 finalizar el 
estudio de este capitulo, el alumno debe ser capaz de: 

Identificar los tipos de integrales curvilineas. 


Utilizar las integrales curvilineas en las diversas aplicaciones. 





















750 


Eduardo Espinoza Ramos 


y latrodaceioBj 

Si f:[a,b] - >R, es una funcion continua en [a,b] 

(t 

entonces J f (x)dx = F(b)-F (a) donde F' (x) = / (x) 
a 

Vxe[a,b] (integral definida); es decir, que la integral 
se realiza sobre el intervalo cerrado [a,b]. 

Ahora generalizaremos esta integral, en donde la funcion f sea continua sobre la curva 

—> 

C: a(t) y a estas integrates le ilamaremos integrales curvilineas 6 de linea y 
denotaremos por J fds , es decir: 

Consideremos una curva regular a:[a.b] -> R , tal que: a ([a.b]) = Cc/? es su 

3 3 

imagendea. Sea /: Ca R - >R y una funcion definida sobre la curva C<z R . 




a (a) a(t|) 
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Consideremos una partition del intervalo [a,b], P = [t^,t^ J 2 } ta ^ q ue 
a = t Q < <....< t n = b, estos puntos determinan una partition en la curva C por medio de 

los puntos: a(a)=a(t 0 ), a(/j), a(t 2 ) . a(t n ) = a(b ).Ahora en cada sub 

intervalo [tj.ptj], i = 1,2, ...,n, tomamos un punto arbitrario t £ ' tal que 

n 

a(t i , ) = (x i \y i , ,z i ') e C, enseguida formemos la suma / ‘f(x ; l ,y ; , ,z j ')AS,, donde AS. 

i=l 

-• || 

es la longitud de arco de la curva C de a (t^j) a a (tj) y sea jASJ la maxima longitud de 
arco correspondiente a la partition considerada. 



Si existe un numero L tal que V e > 0, 


3 5 > 0 y 


n 

5>V.y, , .Z| , )AS,-L 


< e , para 


i=l 

toda partition con j AS f | <<5 , entonces existe la integral curvilinea de f con respecto a la 
longitud de arco ASj y lo representaremos por: 


i 


f(x,y,z)dS = lim K = L 

H-»°w 



l fi Consideremos una curva regular a: [a, b\ - >R 3 definida por 

a(t) = a 2 (t), a 3 (0) tal que a([a,b]) = Cc R es la imagen de a Si 

/: Cel? 3 -> R , una funcioncontinua sobre C, entonces 

J c /(*, y, z)dS=£ f(a(l)). || a'(/) || </*=£ /(a, (t),a 2 (r),a 3 (/)). || a'(r)1| <fc 


donde | a'(t )« = ^'(t) 2 +a 2 '(t) 2 +a 3 '(t) 2 

esta integral recibe el nombre de integral curvilinea de primera especie. 
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Ejemplo.- 


Calcular la integral curvilinea J (x 2 +y 2 )" dS , donde C es la circunferencia 
x = acost, y = a sen t. 



Soluci6n 

La curva C en forma parametrica es dado por: 

—p 

C: a(t) = (acost,asent), 0£t£2n 

a' (0 = (-a sen/, a cos/) => ||a'( 0 ll=a 

—> 

como dS =|| a'(/) || dt => dS = adt 


„(x 2 +y 2 ) n dS= f 


2 n 


2 


/ Z Z Z Z vi 

(a cos r + a sen /) 


f2* 

.£!<*= J 

■'n 


2n+l . 

a ar 



f (jc 2 + y 2 )" = 2a 2n+l 7r 

Jc 


Ejemplo.- Calcular la integral curvilinea (x 2 + y 2 + z 2 )dS donde la curva es definida por 
—* 

C: a (t) = (cosf, senf, /), 

Soluc|6n 

Como C: a: [0,2 tt]- >R es una curva regular definida por: 

—> —> -> _ 

a(/) = (cos f,sen t y t) => a'(f) = (-sen r,cosf,l) => ||a'(r)|| = v 2 

como dS =|| a' (t)\\dt => dS = ^2dt , entonces 

j (x 2 + y 2 + z 2 )dS = j (cos 2 r + sen 2 r + r 2 )>/2 dt = (l + f 2 )<* =-— (3 + 4;r 2 ) 


3 
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f dS 

Ejemplo.- Calcular la integral curvilinea I —;- 5 -r, donde C es la primera espira de la 

c jC + y +z 

helice circular x = a cos t, y = a sen t, z = b t 

Solucion 

Sea a:[0,2n] - >R / a(t) = (acost, asen/,b/), la curva parametrizada donde 


<£> =||a'(/)||<* dS-4a 2 +b 2 dt ntonces 


dS 


k x 2 +y 2 +2 2 


, 2 *_ 

Jo a 


II a'(/)|[* 


2 cos 2 t + a 1 sen 2 t + b 2 t 2 


./_2 . l 2 [ 2k dt 

: v a +/< | —- — 

a 2 +b 2 t 2 


4a 2 + b 2 

ab 


V I 2 

a 


™ an 

arctg / - 


2nb 

arctg(-) 

ab a 


Observation.- Cuando se tiene una curva plana y = cp(x) , a ^ x ^ b y f(x,y) es una funcion 
continua, entonces la integral curvilinea se calcula mediante la formula. 



Ejemplo.- Calcular la integral curvilinea j y L sen J *Vl + cos z xdS, donde C es el arco de la 

¥ c 

n 

curva y = sen x, desde el punto ( 0 , 0 ) hasta el punto (—, 1 ). 

2 

Solucion 


' <vi '■ 


Como la curva es plana C: y=senx, 0 £ x £ nil, dS = Jl + (—) 2 dx = Vl + cos 2 xdfr 

l dx 

j* y 2 sen 2 x^\ + cos 2 xdS = | sen 2 xsen 2 x^\ +cos 2 x^\ +cos 2 xdx 


=i 


'7112 


sen 


- ^ r 2 9 

jt(l + cos Jt)<fr=l ( 1 -cos'x)“(l + cos x)senxdx 

Jo 
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jV/2 


(cos 6 x - cos 4 x - cos 2 x + 1 ) sen xdx 


7 5 3 

COS x cos x cos x 

— (-- 1 - 1 — 

7 5 3 ' 0 


jit 12 

--cosx) j 


111 64 

= ( 0 + 0 )-( — + - + — 1 ) =- 

7 5 3 105 


2 fi Consideremos una curva regular a\\a,b\ - >R 3 


definida por 


T —7 ^ “ 

a(t) = (a l (t).a 2 (t),a 3 (/)) tal que a(|a,fc]) = Cc R es la imagen de a . 

Si P,Q,R: CczR 3 - >R son funciones continuas sobre C, entonces: 

| />(*, y, z)dx + £>(*, >/, z)dy + R(x, y, z)dz = jV(«i (0,a 2 (0.«3 (0)<*i ’ (0 + 

+ g(a, (<),a 2 (0,«3 (0)«'2 (0 + ^ 1 0)’ a 2 (0.<*3 ( f ))«'3 (Ofo _ 

Estas integrales reciben el nombre de integrales curvilineas de segunda especie. 
Ejemplo.- Calcular la integral curvilinea j ycbc + xdy, donde C es el 1 ° cuadrante de la 

71 

circunferencia x = R cos t, y = R sen t desde t, = 0 hasta = —. 

* 2 

Solucion 

—► j 71 

Sea a: [a,b] - >R tal que a(t ) = (Rcost, Rscnt) para 0£ t £ — la curva parametrizada. 


\x = Rcost 
[y = /fsenr 


dx = -Rscnt d t 
dy = Rcost dt 


f [ Ktl 

J ydx + xdy = J sen t(-R sen t)dt + Rcost.Rcost dt 

T o 

, fff /2 ? f tt /2 , sen 2 r /*/2 , 

= /r| (cos-sen' t)dt = J cosltdt = R - =R (0-0) = 0 

■ F 0 ■'o 1 1 o 
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Ejemplo.- 


f x"dy+y dx 

Calcular la integral curvilinea J — jp: -jj—. donde C es la cuarta parte de la astroide 

c x +y‘ 

x = R cos 3 /, y=R sen 3 1 , desde el punto (R,0) hasta el punto (0,R). 



Solucion 

La curva parametrizada es dado por. 

a: [a,b] - >R 2 / a(t) = (Rcos t y Rsen 3 — 

2 

|x = Rcos t \dx = -3Rcos 2 .senr dt 

C: => 

3 2 

[y = R sen t |^v = 3Rsen t.costdt 


x 2 dy -y 2 dx 


+ r 


ri R 2 cos 6 r(3^sen 2 r.cosr) + R 2 sen 6 r(-3Rcos 2 t senr) , 
Jo R 513 cos 5 1 + R 5/3 sen 5 1 


^ n 4 / 3 ft 
= JA I 

Jo 


cos 7 rsen 2 f + sen 7 fcos 2 


cos t +sen t 


Jo cos / + sen t 


= 3/?^//?£ 


sen 2 Lcos 2 1dt 


= 3/?VRj 


rrf | l-cos4r 


8 


dr = 






sen At 


>/:- 


3R : l[R7r 


16 


EJemplo.- Calcular la integral curvilinea 
antihorario. 


1- 

Jr 2 


xy 2 dy 222 

—, a lo largo del circulo x +y -a en sentido 

x' +y 



Solucion 

2 2 2 

Parametrizando la circunferencia x +y =a se 
tiene x = a cos 0 , y = a sen 0 

Luego la curva C en forma parametrizada es dada por: 


C: a: [a, ft]- >R* / a(0) = (acos0, asen0) 
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r xy 2 r 2n a.cosQxi 2 sen" 0 .acos 0 J 0 2 f 2 * 2 ^ 2 „ 

—-- = I --- - -r-;- = a sen 0.cos 0a0 

* r x 2 + y 2 J° cns* fl + /i sen' 9 J° 


= — fa - cos 4 Q)dQ = — (9 - ) l 2n = —(2n-0) = 

8 V 8 4 / 0 8 


a 1 n 


Observation.- Si P(x,y) y Q(x,y) son funciones continuas e y= cp(x), a ^ x < b es la ecuacion de 
una curva plana C, entonces la integral curvilinea se calcula mediante la formula: 


J c P(X, y)dx + Q(x,y)dy = jV(x, q>(x)) + Q(x,<p(x))xp' (x)\lx 


Ejemplo.- Calcular la integral curvilinea J y 2 dx + x 2 dy , donde C es el segmento de la recta 
y = 2x + 3, de A(-l,l) hasta B(2,7). 

Solution 

Sea C: y = 2x + 3 , -l^x£2 curva plana 


| y 2 dx-x 2 dy = j [(2x+3) 2 +x 2 (2)]dx = f^^x 2 +I2x + 9)dx = (2x 3 +6x 2 +9x)/ 


= (16 + 24+ 18) - (-2 + 6 - 9) = 63 


Ejemplo.- 


Calcuiar la integral curvilinea 
de (0,0) hasta (2,2). 



}yjy_ 

. 2 , 2» 

4x + y 


donde C es el arco de y = * 


Solucl6n 


Sea C >> 


2 


jr 


2 


0 £ x £ 2 curva plana 
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1 


x 2 dx 


I 2 T + 
V* 


r-jdy=j 


l 


'2 a: a: 

= +- 


4 *‘^‘ * L».il 4x**il 2 


2x 


f 


.4 4 

2x 4x 


= J 2 ( < : - + 4 *, )<fr = f-2 >/4 - x 2 + 21n|l6+x : 

16+* 2 1 1 


= (0 3- 2 In 20) - (-4 + 2 In 16)=4 + 21n- 

4 


3 s Si la curva C: a(/) = (aj(0, ct 2 (/), a 3 (/)) para t e[a,b] una curva seccionalmente regular, 
entonces una particion a - f 6 < < r 2 <...<t n =b 9 existe para [a,b] tal que C, resulta ser 

la union de las curvas regulares C = C l uC 2 u..uC n , donde C x : a x (f) , t e [a, fj, 

C 3 • ^2 (0 * * e [^l» *2 ]» ® n ^ [l»-l • ysea /: CczR 3 - >R, una funcion 

definida en C, entonces se tiene: 


f f(x,y,z)dS=[ f(x,y,z)dS + f f(x, y, z)dS + ...+ f f(x, y, z)dS = V f f(x,y,z)dS 
jc jc. Jc 2 Jc , 4 —' JC , 


A 



Ejemplo. Encontrar la integral curvilinea | j'dc + , si C es el contomo de un rombo en 

sentido in verso al de las agujas de un reloj y cuyos lados son las rectas 

xv xv xv xv 

- + “ = !, -+“ = -l, — =1,-= -l 

3 2 3 2 3 2 3 2 
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a 3 (0 = (3f-3,-20, OStS 1 


x y 

C 4 : - —— = 1, parametrizando se tiene: 

a ' 4 (0 = ( 3 ** 2 *- 2 ) 

J vdx + 2xdy=\ ydx + 2x<fy + I y<& + 2x<a[y + I ydx + 2xdy+ \ ydx + 2xdy 
C *C| *C 2 4 'C |4 

= jp (-3) + 2(3 - 302]* + £[(2 - 20(-3) + 2(-3/)(-2)]* + 


+ jj-2/(3) + 2(3? - 3)(-2)]* + J[(2r - 2)3 + 6/(2)]* 
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Notaci6n.- Dada una curva C parametrizada por a (/) con una cierta orientacion, cuando se le 

—> 

reparametriza por una funcion co(t) que le invierte la orientacion, entonces se le 

denota por C_. 




A1 estudiar las integrates de linea nos interesa no solamente el conjunto de puntos que une a la curva 
C, si no la manera como ha sido orientada, es decir, la parametrizacion a (t) . 

Defeiici<SnJ 

—» 

A una curva C con una parametrizacion a (t) se le llama camino o trayectoria. A las 

— > 

integrates de linea se le ha dado muchas notaciones, por ejemplo si un campo vectorial F en 
R n es una hincion definida sobre un conjunto abierto U<zR n y con valores en R n , es decir. 

F: UczR "- >R\ tal que: 

F(x) = (F l (x),F 2 (.x),...,F n (x)) donde x =(x { ,x 2 . x n ) 

—> — > -> — > 

para n = 2 denotaremos x = (jc , y) t F( x ) = ( P( x ), Q( x )) 

—» —» —» 

n = 3 denotaremos x=(x,y,z) , F(x) = (P(x),Q(x),R(x)) 








760 


Eduardo Espinoza Ramos 



\^F(x,y,z).dr = j c (P(x,y,z) i + Q(x,y,z)j+R(x,y,z)k).(dx i +dyj+dzk) 
= ^P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz 


Observation.- En una integral de linea, la curva a lo largo del cual se realiza la integracion se 
denomina camino o trayectoria de integracion, si el camino de integracion es una 
curva cerrada se denota de la manera siguiente. 



(antihorano) 



£ F(x,y,z).dr 
(horario) 


Ejemplo.- 


2 2 2 

Calcular la integral de linea del campo F(x,y) = (x ,y ) sobre la parabola C: y = x 
desde A(0,0) hasta B( 1,1). 


Solution 

Parametrizando la curva C: a(/) = (/,/'), t e[0,1] 
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2 2 

como F(x,y) = (x ,y ) 


F(a(l)) = F(t.t 2 ) = (t 2 .t 4 ) 


J c F(x,^>.(dr,dy) = J q (t 2 ,t*)(dt, 2tdt) 
fi 2 s f 3 f 6 /i 2 

= J (i 2 + 2r)dt = (—h—)/ — 


3 3 

ahora reparametrizando la misma curva C por otra funcion 

Tt 


*>(0 = t € [0,4]; f(a:,>') = (j 2 ,>’ 2 ) entonces F(a(t)) = F(—, —) = (-, — ) 

2 4 2 4 4 16 

1 ’ -* H f (- i 1 f 4 a/7 (* 2 

r Jo 4 16 4 - s /7 4 Jo v 16 64 3 

J F.d r si e 


por lo tanto se obscrva quepara una curva fija C el valor de la integral no varia 


que la curva esta descrita por varias parametrizaciones que preservan la orientacion original. 

*22 2 

Xjemplo.- Calcular la integral de linea de F(x,y) = (x ,y ) a io largo de la parabola y = x 

desde el punto B(l,l) hasta el punto A(0,0). 

Soluci6n 

Observamos que es la misma curva del ejemplo anterior, pero recorrida en sentido opuesto de 
modo que denotaremos por C_j parametricemos C_ mediante: 


C_: co(t) = (l-t,(l-ty l ) , te [0,1] 
j F(x,y)d r = pF(l-f, (\-t) 2 )dt 



= f(((l-r) 2 , (l-0 4 ).(-l, -2(1- 


t)))dt 


=r [-0 - o 2 - 2(1 - o 5 ]^=( 


( 1-0 ( 1-0 , /> 2 

-+-)/= — 

3 3 ' 0 3 


3 


3 
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observamos que al invertir la orientation, el valor de la integral cambia de signo, mas no de 
magnitud. 


Observacl6n.- Sean a {t) y co(t) dos caminos de lacnrta C. 


I) Si a (r) y co(t) originan la misma orientation de C. 



II) Si a ( t ) y co(t) originan orientaciones opuestas de C. 




En general, el valor de una integral curvilinea depende del integrando, de los dos extremos y 
del arco que los une, sin embargo, existen casos especiales en los cuales el valor de una 
integral curvilinea depende solamente del integrando y de los extremos, mas no de la 
trayectoria sobre el cual se realiza la integracidn, esto ocurre, cuando la forma diferencial que 
se pretende integrar P(x,y)dx + Q(x,y)dy es exacta, es decir, que existe una funcion 
2 

f:DczR - > R tal que: df(x,y) = P(x,y) dx + Q(x,y) dy, en estos casos las integrales 

curvilineas solo dependen de los extremos, bajo estas condiciones, decimos que la integral 
curvilinea es “independiente de la trayectoria”. 


A 



El siguiente teorema establece la relation entre las integrales independientes de la trayectoria 
y las diferenciales exactas. 
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W Tgofefflaj 

Supongamos que P(x,y)dx + Q(x,y)dy sea una diferencial exacta, es decir: existe una 
funcion f: Da R m - >R , tal que: df(x,y) = P(x,y)dx + Q(x,y) dy y consideremos una 

curva regular a: [a,b\ - > R^ definida por a{t)~(a x {t),a 2 (t)) tal que 

—* 2 —* 

a <k*)) = C <3 R es la imagen de a entonces: 

£ P(x, y)dx + Q(x, y)dy = f (a x ( b ), a 2 {b))~ f(a l (a), a 2 (a j) 

Deroostracl6n 

Defmiremos la funcion F(t) mediante: F(t) = f a 2 (t)) , a£t£b 

calculando su derivada por medio de la regia de la cadena 

F'(l) = f l '(a l (t), a 2 (t)).a l '(t)+f 2 '(a l (t), a 2 (t)).a 2 '(t), de donde 

F'(t)= P(a ] (t)y a 2 (t)).a l ’(t)+ Qia^t), a 2 (t)).a 2 '(t) 

integrando miembro a miembro tenemos: 

J F'(t)di = \ P{x,y)dx + Q(x,y)dy = F(b)-F(a), por lo tanto 

a a 

J P(x,y)dx + Q{x,y)dy = / (a j (b), a 2 ( b )) - /(a, (a ), a 2 (a)) 

a 

7.7 Coroi»rioj 

Supongamos que P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz, sea una diferencial exacta, es decir 
que existe una funcion /: R 3 - >R tal que: df(x,y,z) = P(x,y,z) dx + Q(x,y,z) dy + 

R(x,y,z) dz y consideremos una curva regular a:[a,b ]- >R definida por: 

—> —> ^ ■> 

a(t) = (a l (t), a 2 (t), a } (t)) tal que: a([a,b]) = Cc R es la imagen de a entonces: 

P(x, y, z)dx + Q(x,y, z)dy + R(x, y, z)dy = f(a x (b),a 2 (b),a } (b)) - /(a, (a),a 2 (a),a 3 (a)) 

Jc 
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Demostracl6n 

Defmiremos LafuneionF(t) mediante: F(t) = /(ajff), a 2 (r), a 3 (r)) , a£t£b 

calculando su derivada por medio de la regia de la cadena 

F'U) = /,’(a,(0. a 2 (0, a 3 (0).a 1 ’(0 + / 2 , (a 1 (/), a 2 (/), a 3 (r)).a 2 1 (0 + 

+/’3 (a,(f), a 2 (t), a 3 (t)).a ' 3 (f) 
F'(t) = Pia^i). a 2 (r), a 3 (0) ai’(0 + Qia^t), a 2 (r), a 3 (t)).a 2 ‘(t) + F(a t (t), a 2 (0, a 3 (t)).a 3 ’(0 

integrando miembro a miembro se tiene: 

J [/ > (a,(0, a 2 ( 0 . a 3 (t)).a,'(t)+Q(a,(t), a 2 (t), a 3 (t))a 2 '(t)+ R(a,(e), a 2 (t), a 3 (l)).a 3 '(l)]dt 

y 

= \ b F(t)dt = F {b)-F (a) 

Q 

J c P(x, y, z)dx+ Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz = F(b) - F{a) 

= f(a ] (b), a 2 (b), a 3 (6))-/(a,(a), a 2 (a), a 3 (a)) 

Observaci6n.- La c .presion P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz es una diferencial exacta, si se 
cumple: 


dP dQ dP dR dQ 8R 


dy dx dz dx dz dy 


ahora si P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz, es una diferencial exacta, quiere decir que 
existe una funeion f(x,y,z) tal que ; 


Sf(x,y,z) df{x,y, z) df{x,y,z) 

■=P(x,y,z), - = Q(x,y,z), -:- =R(x,y,z) 


dx 


dy 


dz 


Luego para encontrar la funeion f(x,y,z) se sigue el procedimiento siguiente, siempre y 
cuando reuna las condiciones necesarias. 
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df(x,y,z) 

dx 


= P(x>y 9 z) , integrando con respecto a X, 


/(*. y. z) = J P{x, y, Z)dx + g(y, z) 

ahora derivamos con respecto a y. 

df{x,y&) 'JsdM d 

-= —J P$x.y % z)dx + — g(y,z)=Q(x y y y z) 

dy dy dy 

d d f 

— —J P(x,y,z)± c, integrando respecto ay 

dy < : dy 

g(y,z) = f lQ(x,*y, z) ~ ~ J P(x, y, z)dx)dy + h(z) 
reemplazando (2) en (1) se tiene: 

/(*, y,z) = jP(Xjy, z)dx +J [Q(x,y,z)--^jP(x, y, z)dx]dy + h(z) 


«( 1 ) 


•~( 2 ) 


...(3) 


ahora derivando respecto a z a la ecuacion (3) 

— & V - Z) P(x,y,z)dx+j [Q(x, y,z )- ~ j* P(x,y,z)dx]dy] + h ' (z) = R(x,y,z) 

h'(z) = R(x,y,z)-^[^P(x,y,z)dx+ J [Q(x,y,z)-^-jP(x,y,z)dx]dy], integrando 

Hz) = ^ jP(x,y,z)dx+ 1 [Q(x, y,z)- — j P(x, y, z)dx]dy]]dz ~ ( 4 ) 

por ultimo reemplazando (4) en (1) 

/(*, y,z) = \ P(x, y, z)dx + J [Q(x, y, z)~~j p i x , y, Z)dx]dy+ 

+ J y, z) - ^ [ J P(x, y, z)dx + J [Q(x, y,z)-~j P(x, y, z)dx]dy]dz] 
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Observaci6n.- Si P,Q,R 9 :U czR - >R son funciones continuas en U, y sea C una curva 

—• . 

regular cerrada contenida en U con representation parametrica a: [a,b] - *R 

tal que: a ([a,ft]) = C y a (a) = a (ft) y si P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz es una diferencial 
exacta entonces: 


J c P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz * 0 


EJemplo.- Calcular la integral curvilinea 

| (x 2 y cosjc + 2xy sen x -y 2 e x )dx + (x 2 senx-2 ye x -y)dy donde C: x+y = 1, 0 £ x £1 

Solution 


dP 

— -x l cosx+2xsenx-2ye x 

dx 


80 2 

— = x cosx + 2jtsenx-2 ye 

dx 


P( jc, y) = x 2 y cosx + 2xvsenx-y 2 e x 


Q(x, y) = x sen x - 2 ye x - y 


J J dP 8Q 

de donde — = — , es exacta, entonces 
dy dx 


3 f:R 2 - *R. tal que =P(x,y) y = Q(x,y) 


dx 


dy 


df(x y y) 2 2 x 

■»P(jc,y) = x ycosjt + 2;ry senx-y e , integrando’respecto a y 


dx 



/(x, y) - J (x 2 ycosx + 2xysenx-y 2 e x )dx + g(y) 
fix , y) = J d(x 2 y sen x - y V) + g(y) 


f(x,y) = x 2 ysenx-y 2 e‘ + g(.y) 


derivando con respecto ay.. 
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^^ X ' — = X 2 sen X - 2ye* + g' ( y) = Q(x,y) 
dy 


2 x 2 x Y 

x senx-2 ye + g'(v) = x senx-2 ye -y entonces g'( y) - -y => g{v) = -— 

* 


2 2 x y 

/(x,y) = x ysenx~y e --—, por el teorema (6.6) se tiene 

2 

f f(1.0) 

J (x 2 y cosx + 2xy senx-y 2 e x )dx + (x z senx-2ye x -y)dy = J d f(x,y) 

-/(*oO/!U;! = /0.0)-/(0.1) -0-(0-1-2)=| 

Ejeroplo.- Calcular J e* cos ydx-e x sen ydy donde C es cualquier arco de (1,0) a (0,1). 


P(x 9 y) = e M cos y 
Q(x y y) = -e x sen y 


dP 

dy 

dQ 

dx 


Solucibn 


* = -e sen y 


= —e sen y 


Como — = — , entonces la expresion e x cos ydx-e x sen ydy es un diferencial exacta, 

dy dx 

entonces 3 /: R 2 - > R , tal que — 1 - — = P(x, y) y 1 = Q{x y y) 


df( x >y) 

dx 


dx 


= P(x 9 y) ~e x cosy, integrando respecto a x. 


dy 


my)- j e x cos ydx + g(y) = e x cos y + g(y), calculando la derivada respecto a y. 
df(x 9 y) 


dy 


= -e x seny + g'(y) = Q(x,y) = -e x seny ,g'(y) = 0 => g(y) = c 


/(x,y) = e 1 cosy 
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Aplicando el teorema (6.6) se tiene 

f x r f(o.i> /( o.d 

J e cos ydx-e sen ydy = J d /(x, v) = /(x,j>)/ ( , (j) = f(0,l) - f(l,0) = cos 1 - e 


Ejemplo.- Demostrar que la siguiente integral 

J Ixyz 2 dx + {x 2 z 1 +zcos yz)dy + (2x 2 yz + y cosyz)dz es independiente de la 

K 

trayectoria C; y evaluarla para cuando C va de (0,0,1) hasta (1, — * 2)... 

•4 

Solution 


8P A 

— = 4 XV2 

dz 
’ dz 

dR . 2 

— = 2x 2 

Qy 


P = 2xyz^ 

^ = 2*z> 


dy 

Q = x 2 z 2 +zcos yz 

dQ „ 2 

=> — = 2xz 
dx 


dR 

R - 2x 2 yz + y cosj’Z 

— =4 xyz 
dx 


como 


dP _dQ dP dR dQ = dR 
dy dx ' dz dx ’ dz dy 


como es una diferencial exacta, entonces 3 /: R* - > /?, tal que * * Z * = P(x , y , z), 


dx 


df(x % y,z) df(x.y.z) 

Q(x>y,z) , -- = J<(x.w:) 


dy 


dz 


df(x y y,±\ _ ^ g 2xyz 2 , integrando respecto a x => f(x y y, z) = f 2xvz 2 dx+ g(y, z) 

dx J 


2 2 


/(x,^,z) = x _yz -fg(y, 2 ), derivando respecto a y. 


% £) = X 2 Z 3 + g Uy 3 z) = 0(x, = 2 rz 2 + z cos yz 

oy 


g y '(y,z) = z cos yz , integrando respecto a y 
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g(y,z) = jz cos yzdy + h(z) 


g(y,z) = sen yz+h(z) reemplazando en f(x,y,z )=*f(x,y,z) = x 2 yz 1 + seayz + h(z) 


derivando respecto a z. => ' ^ t ’' V,Z> = 2 x 2 yz + y cos yz+h' (z ) = R(x, y, z ) 

3z 


2x 2 yz+ycosyz+h'(z) = 2x 2 yz+ycosyz =» h'(z) = 0 => A(z) = c, por lo tanto 


f(x,y,z) = x 2 yz 2 +senyz 


f 2 2 2 2 fo.72) 

I 2 xyz dx + (x z + zcosyz)dy+(2x yz+y cos yz)dz = 1 d f(x,y,z) 
c •'( 0 , 0 , 1 ) 


= f(x,y,z) . = /(!,■— , 2 ) - /( 0 , 0 , 1 )= (* + 1 ) - (0 + 0 ) = n + 1 


Ejemplo.- Calcular la integral curvilinea 




./) -xdx- ydy- zdz 


(x 2 + y 2 +z 2 ) 3/2 


Soiucion 


La expresion 


-xdx-ydy-zdz 
(x 2 +y* +Z 2 ) 1 2 


es la diferencial total de la funcion 


f(x,y,z) = 


V i 2 1 

x +y + z 


, por lo tanto 


ej) - x dx-ydy-Zdz /( d,ej ) 

— - 5 -riTT = d(f(x, y , z)) = /(*, j\ z) = f(d,e,f) - f(a,b,c) 

( X ‘ +> , 2 + Z 2 ) 3/2 J(fl.6,c) 7 (^) 


^d 2 + e 2 +/ 2 Ja 2 +b 2 +c 
















770 


Eduardo Espinoza Ramos 


{7.8 EjercSctos Des»rroHados.| 


1) Calcular la integral curvilinea 


f z dS 

J r 2 , 2 ’ 

c x +y 


donde C es la primera espira de la helice 


x = a cos t, y = a sen t, z = a t 

Soiuci6n 

La curva C parametrizada es dado por: 

C : a:[a,b] - >R / a (() = (a cost,a sen/,at), 0£t£2n 


como 


dS =|| a*(/) || dt => a'(0 = (-a sen i,a cost,a) y su modulo es: 


|| a’(/)||= -Ja 2 sen 2 t + a 2 cos 2 t + a 2 = -Ja 2 +a 2 = aV2 
f z 2 </5 f 1 .a-fldt .— |*2/r ~ aVi/ 3 /2. 

i 2 2 “ I 2 2 2 2 . - J„ 1 “ 3 / 0 " , 


V 2 2 “ J n 2 2 , 2 2 

c x + >> 0 a cos r + a sen t 


r <*S 

2) Calcular la integral curvilinea 1^ -j-- --- , donde C es un segmento de la recta que une 


JC ^x 2 +y 2 + 4 


entre si los puntos 0(0,0) y A(l,2) 


Solution 


—* 2 —^ 

Parametrizando el segmento a:[a,b] - >R tal que a(t) = (t,2t) a’(f) = (l,2) 

entonces || a’(r) \\ = ^5 , como dS =|| a'(0 II dt - -J5dt => dS = ~j5dt ntonces 


a(a) = (0,0) = (a,2a)=>a = 0 y a (b) = (1,2) = (6,26) =>6 = 1 
f fi V5i// fi -Jl di r r—, - /i 

I --:=l ■ = I , =ln(V5f + V5/ 2 +4)/ 

C ^x 2 +y 2 + 4 0 V/ 2 +4f 2 +4 0 >/5r 2 + 4 0 

= ln|V5 + 3| - In V? = ln(-^-^) 
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Calendar laii&egral currffinea ^ (x -y)dS , donde C es la circunferencia x~ +y 2 = 

Solucldn 


ax 



2 2 

Sea C: x +y = ax, completando cuadrados se tiene: 

- -* 
u j 7 u 

■SC!: (x - y) + y = — ahora parametrizamos la curva C. 


a a 

X — — — —COS 0 
2 2 


y = —sen0 
2 


a a 

X = — + — COS 0 

2 2 

a 

y = — sen 6 
2 


Luego la curva parametrizada es expresado por 


a:[a,ft] -► R 2 /a{0) = (—(1 -hcos0), —sen0), — <0 <> — 

2 2 2 2 

a'(0) {]\a'(6 )||= -j^ysen 2 0 +^-cos 2 6 = y 


como (iS =11 a’<0) tl de ='| i/B -=> dS = | J0 


| ( i - jf)0 = {—(1+cos0.)——*en0)— = ~J 2 . (l +cos 0 -sen Q)dO 


a' /f a m 

= —(0 + sen0 +cos0] / =—— 

4 7 -t 4 


L (-+l + 0)-(-y-l + 0) 


= -r^+ 2 ) 

4 


f a* 

/. J = —(*+2) 

c 4 
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4) Calcular la integral curvilinea (2r— ^x 2 +y 2 )dS t donde C es Ka primexaespira de la linea 
helicoidal conica x = t cos t, y = t sen t, z = t 

Soluci6n 

Lacurva parametrizada es dado por:C: a:[a,b] - >R / a(/) = (/casMsenM), 2fi[ 


a'(t) = (cosf -f sen/,senf+ f cosf,l) como dS =|| a’(0) || dt entonces 


II a'(0)|| = ^(cos/-r sen?) 2 +(senr + tcost) 2 =^Jt 2 +2 , por lo tanto dS = ^t 2 +2 dt 


J (2 z-^x 2 + y 2 )dS = \ (2 1 - V* 2 cos 2 1 + 1 2 sen 2 1 )V* 2 + 2 dt 


, f ’ - V ♦ 2)*'7“ -— [(2» ’ 41>« - l| 

o 3 / o 3 1 J 


5) Calcular la integral curvilinea L x^x 2 -y 2 dS , donde C es una linea dada por la ecuacion 
(x 2 +y 2 ) 2 =a 2 (x 2 -y 2 ) (x Sr 0, mitad de la LEMNISCATA) 



Solucj6n 

Sea, C: (x 2 +y 2 ) 2 =a 2 (x 2 -y 2 ) x 2 0 pasando a 
coordenadas polares^se tiene: x = t cos 0, y =r sen 0 ...(1) 

(r 2 cos 2 0 +r 2 sen 2 #) z = ^(f 2 cos 2 0 -r 2 sen 2 0) 

— 

V _ 

r 2 = a 2 cos 20 de donde r = aJcoslO —(2) 

reemplazando (2>eff ti) se tiene: 


x = avcos20 cos0 , y = Wcos20 sen0 
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por lo tanto la curva parametrizado es dado por: 

C: a: [a,b] - >R 2 I a (6) = (a>/cos20 cos0, aVcos20 sen0),-^ 0 <,— 

4 4 

—♦ -♦ 

como dS =|| a'(0) || dQ , calculando la derivada de a (6). 

-> sen20.cos0 + sen0.cos20 cos0.cos20 -sen20.sen0 

a'(d) = a(- - , -,- f -) 


Vcos20 


Vcos20 


.. i. sen20.cos0+sen0.cos20^i ,cos0.cos20-sen20.sen 0.2 a 

II (0)|| = a '(-7===-) 2 +(-j==-) 

V Vcos20 Vcos 20 Vcos20 


II a'(0)|| = 


<« = - 


ctdQ 


Vcos20 V cos 20 


rrf0 


J xJx 2 - v 2 = f 4 acos8 Vcos20 Va 2 cos 2 0.cos20 -a 2 cos20.sen 2 0 — = 

* f Vcos 20 

= a 2 cos0 Ja 2 cos20(cos 2 6 - sen 2 0) d0 

4 

= J a 2 cos0 acos20 d0 =a 3 J (cos30 + cos0)J0 

7 7 

^ sen 30 /f 2 V 2 , 

= a (-+ sen0)/ =-fl 

• 3 1 -T 3 

6) Calcular la integral curvilinea J xyzdS , donde C es una cuarta parte de la circunferencia 

D ^ 

2 2 2 2 2 2 “*' 

jc +z = R , x + y =— situadaen el primer octante. 

4 


Sea C: 


Solucion 

x 2 + y 2 + z 2 = /? 2 --.-(1) 

^2 parametrizando la curva C se tiene: de la ecuacion 

* 2 +/- ....( 2 ) 

4 


(2) proyectamos al piano XY. 






























774 


Eduardo Espinoza Ramos 


R 

x ~ — COS0 
2 

R 

v = — sen 0 
2 


, G G 


n 

0 - 
L 2 J 


-(3) 


R 2 2 R 1 2 2 2 V3 

ahora reemplazando (3) en (1) tenemos: -cos 6+ -sen 0+z = R => z =- R 

4 4 2 

Luego la curva parametrizada es dado por: 

“♦ r 3 -♦ R R V? it 

a: \a,b\ -> R / a (0) = (—cosfl, —sen0,- R) , 0 £0 £ — 

2 2 2 2 

de donde a'(0) = sen0,y cos0) => II oc f (9) II ^ ^ 

ycomo dS =|| a'(0) || dG = yd0 => dS^^-dQ 


J xyzdS = f 


*V3 ft 


senfl.cosfl .—dO =-J" sen 0 .cosfl.d 0 

08 2 16 o 


* 4 V5 sen 2 0 /} /f 4 V3 

1 “/o’ 


16 


32 


7) Calcular la integral I (x + y)dS, donde C es una cuarta parte de la circunferencia 

Jc # 


x 2 + i y 2 +z 2 = /? 2 , y = x situada en el primer optante. 

Solucion 


Sea C: 


2 2 2 n 2 
x + y + z = R 

y = x 


... ( 1 ) 


2 R 2 

2 2 2 2 2 • li 

interceptando las dos superficies tenemos: x +y +z => x +— =- (elipse) 

2 2 


parametrizando tenemos. x = —=cosQ , z = R sen 0 
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RcosO 

como v = x => y -=—, luego la curva parametrizada es expresado por: 

V2 


-• r i -> RcosO R k 

a: [a,b\ r R / a(0) = { ——, —=■ cos G , R sen 0) , 0^0 £ — 

V2 V 2 2 


, , , , /f'ienO R scnU 

de donde a (0) = (--^=—,-=—, R cos 0) 

V2 V2 


I a'(0)1=/? 


como dS=\\ u'(0)\dB = RdQ => dS = RdO 

( c- 2 r~ * 

I (x+v)dS = \ —cosd.Rd6 =-j2R 2 ] 2 cos6 .dG = J2R 2 senG ft = -J2R 2 

J c *o 0 /0 

J^(x + .y)rf5=V2/f 2 

8 ) Hallar J* [(3x 2 +6_y)cosa-14_yzcosP + 20xz 2 cosy]</S, siendo C: x(t) = (/,/ 2 ,f 3 ); 

16 (o.i]. a, p, y los angulos directores de vector tangente unitario a C. 

Sojucion 

23 * 2 

C: *(/) = (/,/ , t ) => x'(0 = (l, 2r, 3* ) el vector tangente unitario es: 


T(t) = —-= (cosa,cos (), cosy) ademas dS =|| x'(t) || dt y x'(t) = T(t ).|| x'(t) || 

II *’ (Oil 

[(3jc 2 + 6y)cosa-14vzcos(3 + 20;cz 2 cosy ]dS 

= | (3x 2 + 6y,-14yz,20xz 2 )(cosa,cosp,cosy)(i5 


= f (3x 2 + 6 - y,-14yz,20xz 2 ). * (0 .|| x'(t) \\dt 

II *’(011 


Jc 











776 


Eduardo Espinoza Ramos 


9) 


10 ) 


= | (3x 2 + 6y,-l4yz,20xz 2 ).x'(t)dt = j|(3r 2 + 6t 2 -l4t\20t 7 )(l,2t,3t 2 )dt 

= \ (9t 2 ,-\4t s ,2Qt n ){\,2t,3t 2 )dt 

Jo 

= f'(9r 2 -28r 5 + 60r 9 )d' = (3f 3 -4r 7 + 6r 10 ) / = 3 - 4 + 6 = 5 

Jo / 0 

\ [(3* 2 + 6 y)cosa - 14yzcos|} + 20xz 2 cosy]^ = 5 

f V — 

Calcular la integral curvilinea I_ —dS si AB es el arco de la parabola semi cubica 

J AB X 

2 4x 3 r- 32^3 

y =—— que une los puntos de A(3,2y/3) y £( 8 ,—-—) 

Solucion 


>- = y * 3/2 , 3^x^8=> y’= x 1 ' 2 y') 2 =x 

dS = -y/l + j ' 2 dx = Vl + ~x dx =>dS = ■Jl + x dx 



f v f 8 2 x 

J -dS = J- 

J C X M 3 x 


3/2 


- v 1 + x dx 


2 f i n , - 2 fs i - j 

= — -Jx\l + x dx =— \ \x + x dx 

3 J 3 3 


20 r- 1 , ,17+lW2 

= — V2 + — In - p=- 

3 12 7 + 4^2 


f 


Calcular la integral curvilinea I arctg— dS, donde C es una parte de la espiral de 

*c, x 

Arquimedes p = 2cp, comprendida dentro de un circulo de radio R con el centro en el origen 
de coordenadas. 
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Solucion 

Parametrizando la espiral de Arquimedes se tiene: 
x = p cos cp , y = p sen <p como p = 2 cp, x = 2 cp cos cp, 
y = 2cp sen <p. Luego la curva parametrizada es dado por: 

a :[a.b] -> R /a(<p) = (2cpcos(}!\2<psen<p) 
ahora parametrizando laecuacion x +y 2 = R 2 
x = R cos cp , y = R sen cp 


interceptando la circunferencia y la espiral 

R R 

R cos (p = 2(p cos (p => R = 2cp => = — por lo tanto cp e [ 0 , —] 

2 2 


a((p) = ( 2 <p cos<p, 2 <p sen <p ), 


0 Z<p<> 


R 

2 


a’(<p) = ( 2 (cos<p - <psen<pX 2 (sen<p + <p cos<p)), de donde 


c/5 =|| a'(cp) ||c/cp = 2-yy(cos(p-(psencp ) 2 + (sen cp + cp cos cp ) 2 c/cp entonces c/5 = 2*^1 + <p 2 dtp 


v f*<2 2<p setup i -r f**2 ,-r 

I arctg — c/5 = J arctgl-- )2Ji+0* d<P = j 2 <pJ\ + <p~d<p 

x ¥ o 2<pcos<p w 


f vrc/5 

11) Encontrar el valor de la integral curvilinea I —5 - y, a lo largo del arco de curva 

cr+/ 

sumergida en el espacio de tres dimensiones de ecuaciones x = 3 at, y - 3at 2 , z ~ 2a (1 + 1 3 ) 
comprendida entre los puntos para los que t = 0 , t = 1 . 

Solucion 
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Sea a(t) = (3a/, 3a( 2 , 2a(\ + f 3 )), 0£t£l 


a'(t) = (3a,6at,6ar 2 ) => || a'(Oll-3«iVl + 4f 2 +4r 4 


Ua'(t)H=3a-J(l + 2t 2 ) 2 = 3a(l + 2t 2 ) como dS =|| a'(OH dt => dS = 3a(\ + 2t 2 )dt 

f >>z p 3ar 2 .2a(l + r 3 )3a(l + 2t 2 ) , 

^Cx 2 +.y 2 9<« 2 +9a 2 r 4 


fi(l + r 3 )(l + 2r 2 ) fi , t +1 

= 2a I -r-</r = 2al (2 r 3 -r + 2—=- )dt 

J o (* + i V , 2 +l 


= 2a 


r 4 r 2 


1 


y-y+2f--ln(/ +1) - arctg / 


/* , , 

/ 0 


'll 1 1 

+ — ln2- arctg 1 j 


an 

= 4a-a\n2 —— 

2 


12) Deducir la formula para calcular la integral curvilinea F(x y y)dS en coordenadas polares 
y la linea C viene dado por la ecuacion p = p(<p), (p x ^ <p £ <p 2 


Solution 


Como C: x = p cos cp , y = p sen cp , ^ <p ^ <p 2 


ademas dS = Jp 2 + (—^-) 2 dtp =Jp 1 + p' 2 dq> 
V d( P 

J F(x,y)dS = \ 2 F(pcos<p, psen<p)^ p 2 + p' 2 


14) Calcular la integral curvilinea 


f xdx + ydy + zdz 


t - donde C es el arco de la curva 

"c X l+y *+ 2 2 


x = 2t,y = 2t+l ,z-i +t, que une los puntos P x (0,1,0) y P 2 (2,3, 2). 
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Solucidn 


15) 


16 ) 


La curva parametrizada esta dada por: a (/) = (2t, It +1, / +t) 

a (a) = (2a, 2a + 1 , a + a) = (0,1,0) J a = 0 

• U-1 

a (6) = ( 2 fc, 2 /> + 1 . b +b) = (2,3,2) 

f xdx+ vdv + zdz p 2t.2 + (2t + 1)2 + (f 2 + 1)(2t + 1) p 2t^ + 3f 2 + 9f + 2 
'C x 2 + v 2 +z 2 ~ •'() 4r + (2/ +1) 2 + (r 2 + f) 2 d ‘ ~ -*0 / 4 +2r 3 + 9; 2 +4j + l d ‘ 

=—lnl ; 4 +2r 2 + 9r 2 +4/ + 1 | /' = — lnl7 

Calcular la integral curvilinea _ (jc 2 -2*y)<£c +(2x>> + ^ 2 ) 0 fy , donde AB es el arco de & 

* AB 

parabola y = x 2 que va desde el punto A(1 ,1) hasta el punto B(2,6). 



8 128 64 1 1 4 1 124 1 1219 

= + —— + — + —) = 24-8+——-— = —- 

3 533253 56 30 


19 

= 40— 
30 


Calcular la integral curvilinea f v 2 dx + z 2 dy + x 2 dz , donde C es la line a de intersection de 

Jc' 

la esfera jc 2 +y 2 +z 2 = R 2 y del cilindro x 2 + y 2 = Rx ,(R > 0, Z^0), siendo recorrida en el 
proceso de integration, en sentido contrario al de las agujas del reloj si se mira desde el 
origen de coordenadas. 
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Solution 


Sea C: 


x 2 + y 1 + z* = R‘ 
+_y : = Rx 


, R > 0, Z > 0, la curva de intersection, ahora parametrizando la 


R R 2 

curvase tiene: x 2 +y 2 =Rx => ( x —~) 2 +y 2 =—- , dedondk 

2 4 


R R 
R 

>«yscn/ 


R R 

x =—+—cost 
2 2 


v =—sent 

2 


como x 1 + y 2 + z 2 = R 2 => z 2 = R 2 -x 2 -y 2 = R 2 -Rx 


2 ml _ R R" R 2 1 — cost 2 „7 z t I 

Z 2 =: R 2 - R(—+ — cost) -—cost = R 2 --i> z 2 = ft 2 sen- 2 "— => z = /?sen—, 

2 2 2 2 2 21 2 


—> R R R i 

Sea Ctz\a,b]- ->R 3 / a (t) = (—+ -rcost, —sent, Rsen— ), 0£tS2rc 

d. Zi z. z 


f * 2 , 2 , 2 / R \ n2 2 t R ,R R \2 R 

! v <tx*z dv+x dz- I [-—sen /(-—sen/)+7? sen cosf + (—+— cos/) — .cos-]rff 
Jc' Jo 4 2 2 2 2 2 2 2 


-i 


R ^ 3 /? 3 2 ^ ^ 4 , 

[-sen / + — sen — .cos/ +— cos —.cos—jar 

f o 8 2 2 2 ZT 2 


R l r 2 * sen J t 2 t 5 r_, 

= —I f-+ sen — .cos/ + cos- — ]ai 

2 Jo 4 2 2 


/? 3 ^cos/ cos 3 / sen/ / sen 2/ 


2 4 


12 


2 4 8 


„ * 4 3 t 2 5 /_ / 2rt 

+ 2sen-sen —+ —sen —1/ 

2 3 2 5 2V o 


R\ 


Jr n 

2 2 * _ 4 


J 


2 2 2 ^ tr 

y dx + z dy + x'dz = -- 

r c 4 
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17) Calcular la integral curvilinea J (xy ,x)d r, donde d r = dx i +dy j + dzk y C es el 

arco de la elipse x = cost, y = 3 sen t, t e [0,rr] 

Solution 

Sea a: [a.b] - > R* /a(f) = (cos/, 3senf), 0 <t^ 7 i 


| (xy 2 ,x)dr = ^ (xy 2 ,x)(dx,dy) = j^xy 2 dx + xdy 


rn 2 1 3 2 

= j [cosr.9sen r(-sen/) + cosr.3cosr]^r (-9sen r.cosr + 3cos t)dt 

i'R , 3 9 4 3/ 3 /* 

= [-9sen r.cosr + — (l + cos2r)Wr =(- — sen" t+ —+ — sen2r) / 

Jo 7 4 2 4 ' o 


3n 3 k 

= (0 + —+ 0)-0 = — 


f x dv+ v dx 

18) Calculese ! —5 - ~ siendo C la parte del eje X comprendido entre +oo y el punto 

‘ x +y 

2 2 2 

(a,0),mas el arco del circulox + y =a sobre el primer, segundo y tercer cuadrante, desde 
(a,0) hasta (0,-a), mas la parte del eje Y comprendida entre (0,-a) y +oo. 
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f xdy + ydx fo ((a - t)(0) + 0)dt 

J c ++/ = L = u 

-* 3 K 

C 2 :a 2 U) = (a cos/,asen/) , 0£/£ — 


f x dy+ydx pf a cost, a cost -t 
c x 2 + v 2 o a 2 cos 2 t 


+ tfsenf(-tf senf) 


+ a 2 sen 2 / 


dt 


f 3 i 2 ? f 3 T , sen It /3-f- 

= J (cos'/-sen" t)dt =J^ cos2 1 di -—-—/ Q =0 


Q- a 3 (O = (0. 0 , -a£t<oo 


"o 2 

xdv+ vdx f«» 0+0 


j* x dfv + v Jco 


^ * 2 +.V 2 


dt = 0 


" o + r 


(3) 

(4) 


rccmplazando (2)* (3), (4) cn (1) sc ticnc 


J x dv + v <£t 

.. .2 . ' 2 0 


'C x‘+y- 


f xdx+vdv 

19) Calcular la integral curvilinea J ■ — en el sentido de las agujas del reloj a lo largo 

C V1 + x 2 +y 2 

2 2 
x v 

del cuarto de la elipse —+— = 1, que se encuentra en el primer cuadrante. 
a~ b~ 
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20 ) 


Soluci6n 



Se observa que la expresion 
xdx+ydy 


(*•0) Vl + x 2 +/ 


es la diferencial total de la funcion 


f(x,y) = Jl + x 2 +y 2 

J xdx+vdy i-7 r —77 

-—==== = } df(x,y) = f(x,y)/ * f(a,0) - f(0,b) = Vl+<* -vl+* 

c ,Jl + x +y 2 (M) ' «W 


J 2 x y 2 — 3 x 2 
-^dx + - — 2 —siendo 


r / 

C: x = 2 - 2 t , y = -l + 4 t,t e [0,1] 

Solucidn 


Sea a: [ 0 ,l]- >R 2 /a(t) = ( 2 - 2 r ,-1 + 4 /), parat = 0 , A( 2 ,-l); t=l, B( 0 , 3 ) 


Sea 


Q(x,v) = - 


lx 


dP(x,y) 

6a 

\ 

V 

=> • 

& 

v 4 

v 2 -3x 2 


dQ(x,y) 

6a 

.v 4 


dx 

"7 


5P(x,v) dQ(x,y) 

como -— *=- es una diferencial ex acta 


dv 


dx 


entonces 3 f(x,y) tal que — '— = P(x, v) y - Q(x,y) 


dx 


dv 


df (a*, v) _. 2a 

Si -= P{ a, v) = —-, integrando respecto a x. 

dx y 3 


[2x x 2 

f(x,y) = J —dx-vg(v) = — +g(y), derivando respecto a y 

v ' y 
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m*>y) 

dy 


3x' 


1 3x 


I 


— -+g'(y) = Q(x,y)——- => g'(y)=— => g(.y) 

v 4 y' y y 


-de donde 

y 


fix,y) = — 
v 


\_ 

y 



dx 


+ 




(OJ) 

( 2 .-!) 


= /(0,3)-/(2,-l) = (0--)-(-4+D 




y 1 -3x 1 , 


8 

3 


21) Calcular La integral curvilinea y {2xy 2 + 2x 3 + 3)d!r+(3x 2 i^— y 3 + l)dy , cuando C es el arco 
de la cicloide x = t - sen t , y = 1 - cos t, t e [0,2 ti] 

Soluci6n 

Sea a: [O^w]— ; — >R 2 /a(l) = (t- sent, 1-0050,1 = 0, A$0.0) , s?t = 2jt,'« B(2 k,0) 

i 

J P(x,y) - 2xy i +2x 3 +3 
\Q(x,y) = 3x 2 y 2 -y 3 +1 

x v) * d^^^x y) 

como -— *-- es una diferencial ex acta => 3 f(x,y) tal que: 

dv dx 


dy 

dx 




ox 


dv 


Si 


. df(x,\) 


dx 


= P(x,y) * 2xv* + 2x? +3 * ifltefrtmdo respecto a x. 
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/(jr.y) = J(2xy 3 + 2x 3 +3)dx + g(y) = x 2 y 3 + — + 3x + g(y), derivando respecto a y. 

ffi^ = 3 J rV + g’(>') = e(^) = 3xV-/+l=>g'(>') = -/ + l => *00— 

/(*,>>) = *V+-^-+3x-^-+.y 

J c (2xy 3 + 2x 3 + 3)^ + (3;r 2 ^ 2 -/ +1 )dy = df(x,y) = f{x,y) / ^ 

= /(2 7 r,0)-/(0,0) = 87r‘ , + 6jr 
. J c (2^ 3 +2jc 3 +3)<£c+(3xV 2 -/ +\)dy = 8n 4 +6n 
ro, o) 

22) Hallar la integral curvilinea I ( xe x cos y - ye x sen y)dy + ( xe x sen y + ye x cos y)<Zx 

Soluci6n 

Veremos si es una diferencial exacta 


I P(Xy y) = xe x sen y + ye x cos y 
Q(x , y) = xe x cos y - ye x sen y 


dP 

dy 

3Q 

dx 


= xe 


= xe 


cosy + e x 
cos y + e x 


cosy~ye x seny 
cosy -ye x sen y 


dP(x y) <9£)(x y) 

como - = es una diferencial exacta, entonces existe una fimcion f(x,y) tal 


que: 


dy dx 


Si 


dx 

a/(x,.v) 


Sx 


= />(*, y) = xe x sen y + ye x cos y , integrando respecto a x. 


/(x,y) = J (xe* sen y+ ye x cosy)<Zx + g(y) = xe x scny-e x sen y+ ye x cosy + g(y) 
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23) 


derivando respecto a y. 

^ ^ = xe x cos v - e x cos y + e x cos y - ye x sen y + g' (y) = Q(x, y) 

dy 


xe x cosy-ye* seny + g'(y) = xe x cos y- ye x seny, de donde 
g'(y) = 0 => g(y) = c 

por lo tanto f(x, y) = xe* sen y - e* seny + ye x cosy 

fd, 0) ra,o) 

I ( xe x cos y - ye x sen y)dy + ( xe x sen y + ye x cos y )dx = I d(f(x, y)) 

J(0.y) J(O.y) 

= /(x.jO = /(1,0) - /(o,y) = (0 - 0 + 0) - (0 - 1 + 0) = 1 

\Vt ^ ^ 



(xe x cos y~ye x sen y)dy + (xe* sen y + ye x cos y)^ = 1 


Calcular la integral curvilmea 


f(2.3> 2 x-y M ly+x m 

J >7 W ^ 7 

(U) jT+y* jr 2 +y 2 


P(x.y) = 


2x-y 
x 2 + _y J 


X + y 


Solucl6n 

d/^y) _ y 2 ~x 2 -4xy 
(x 2 +y 2 ) 2 

3Q(x,y) y 2 -x 2 -4xy 
dx ( x 2 +y 2 ) 2 


co mo 


agfojO 


dg(x, y) 

dx 


es una diferencial exacta, entonces existe una funcion f(x,y), tal 


que: 


d/(*.,v) 

dx 


= P(x,y) y 


3)\x.y) 

dy 


= Q(x, y) 


Si 


dx x~ + y‘ 


integrando respecto a x. 
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24) 


/(*.*) »J 

df(x,y) 2 y 


2x-y 22 x 

— — -ydx+g(v) = \n{x + y )-arctg—+g(v) derivando respecto a y se tiene: 

x +y y 


dy 


2v+ * 


x 2 + y 2 x 2 + y 2 


x 2 + y 2 


g'(y) = 0 => g(y) = c 


porlotanto: f(x,y) = ln(x 2 + y 2 )-arctg— 

y 


[(2,3) 2x-V 2y + x [(2.3) 1(2,3) 

J -2— -jdx+— 2— Y d y = \ 4 f( x >v) = f(x,y) / 

(U) x 2 +y 2 x 2 +y 2 J (U) MU) 


= /(2,3) - /(1,1) = In y - arctg-j + y 


f(2.3) 2x-y 2y + x 13 2 n 

J —j - ~dx + — - T-dy = In——arctg—+ — 

(M) x 2 +y x'+y 2 2 6 3 4 


f( 1 . 2 ) V , 3 

Calcular J (2xy +- 2 " +sen n y)dx + {X + arctg x+;r xsen2;r y)dy 


' 0 . 0 * 


l + x 


Sol u cion 


P(x, y ) = 2xy + - ~ + sen 2 ny 
\ + x 2 

Q(x,y) = x 2 + arctg x + nx sen 2 ny 


dP , 1 

= 2 jc H-— + 2 rc sen ny cos 7 ty 




l + x 2 


ag „ i 

- = 2x H-— + n sen 2ny 

dx \ + x ‘ 


3P dO 

como — =- es una diferencial exacta, entonces 3 f(x,y) tal que: 

dy dx 


<yu.y) 

dx 


m.,» y ££ 22 .*,.,'. 
dy 


Si y ) _ _ 2 ^ H —■}__ + sen 2 Tiy t integrando respecto a x. 

dx l + x' 

f(x,y) = j(2xy + — — 7 +sen 2 .t y)dx + g(y) = x 2 y +arctg x + x sen 2 n y+ g(y) 
l + x 


derivando respecto a y se tiene: 
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25) 


( ^ X> = x 2 arctg x + 2xk sen ny cos ny + g'(y) = Q(x, y) 
dy 


x 2 + arctgx + xsen2/9' + g’(y) = x 2 + arctg jc + x sen2/r y => g’(v) = 0 => g(y) = c 


por lo tanto f(x,y) = x 2 y + y arctg x + x sen 2 it y 


f(U) 


y .2 


few 


— + sen ;r y)dx + (x + arctg x + x sen 2^ y)rfy = I rf(/(x,y)) 
'(0.0)' " 1-fx ' (0-0) 


= f(x,y ) = /(1,2) - /(0,0) = (2 + 2arctgl + 0) = 2 + y = 


;r /r +4 


f(U) y 2 2 

J (2xy + --— + sen /ry)Jx + (x + arctgx + xsen2;ry)<fy = 


2 2 
;r +4 


'( 0 , 0 ) 1 + x* 


Evaluar la integral J (2xy 3 -y 2 cosx)dx + (l-2 < ysenx + 3x 2 y 2 )dy donde C es la parabola 


2x = n y 2 desde el punto (0,0) hasta (— .1) 

Solucion 


P(x , y) = 2xy 3 - y 2 cos x 
Q{x,y) = 1- 2 v sen x + 3x 2 y 2 


a/ 5 - 2 * 

= 6xv -2vco 

ay 

ag . z 2 

—^ = -2 v cos v + 6 
dr 


a / 5 ag ., _ r/ . , 

como — = — es una diferencial exacta, entonces 3 f(x,y) tal que: 

dy dx 




dx 
df(x,y) 


dy 


Si — v " ,j,/ = P(x, y) = 2 xy* -y 1 cosx, integrando respecto a x. 
dx 


f(x,y) = | (2xy 3 -y 2 cosxJdlx + gCy) = x 2 y 3 -y 2 sen(x) + g(y), derivando respecto a y 
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26 ) 


' - * = 3 x 2 y 2 - 2 y sen x + g'(y ) = Q(x,y) = 1 - 2 v sen x + 3x 2 jj 2 , de donde 
dy 


g'(y)=l => g(y) = y por lo tanto f(x,y) = x 2 y 3 -y 2 senx + y 


J ( 2 xy 3 -y 2 cosx)dx + (l- 2 ysenx + 3 x 2 y 2 )dy = J * d(f(x,y)) 

c • ‘ *\ 0 , 0 ) 


f 71 

n t\\ 


I 


7i n 2 n 2 

= /(y,!)-/(°.0) = —-J+l = — 


^( 2 xv J — v cosjc)(ijc + (l- 2 >'senx-f 3 x 2 ^ 2 )<iy = —p 


Calcular la integral de linea J ( 2 x + >’-z)dx+(x-- 2 >' + 2 z + 3 )dy + ( 2 ,y--x + 4 z- 2 )dz, 


donde C es un arco arbitrario de ( 0 , 2 ,- 1 ) a ( 1 ,- 2 , 4 ) 


Solution 


Como el arco es arbitrario, comprobaremos que es una diferencial exacta 

P = 2 x + j'~z 
• £> = x- 2 v+ 2 z + 3 => 

S*2 


dy dz 

dx dz 

dR dR 

its dy 


dP dQ dP dR oQ dR 

como — » — , - = — , — = — 

dy dx dz dx dz dy 

por lo tanto es independiente de la trayectoria. Como es una diferencial exacta, entcjnes 

l 

3 f: R* -> R tal que - Pit, v ,,% fife v. ft 

dx dy dz 

- p( x , y,z) = 2x + y -z , integrando respecto a x, 
dx 
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f{x, y,z) = J (2x + y - z) + g(y, z) = x 2 +xy-xz + g(y, z) ... (1) 

ahora derivando con respecto a y se tiene: = x + g' v (y, z) = Q(x,y) = x - 2y + 2z + 3 

dy 

g' y (y,z) = -2y + 2z+ 3, integrando respecto a y 

g(y,z)= f (-2y + 2z + 3)dy + /?(z) =-y 2 + 2yz+ 3y + h(z) ... (2) 

reemplazando (2) en (1) se tiene: 

f(x n y,z)=x +xy-xz-y + 2>>z + 3y + h(z ), derivando a z 

‘ - 1 --JC + 2V + 0 + /*'(z) = i?(x, y,z) = 2y -x + 4 z- 2 , de donde 

dz 

h\z)-Az—2 => /;(z) = 2z 2 -2z 

por lo tanto /(x, z) = x 2 + xy - xz - y 2 4- 2yz + 2z 2 - 2z + 3y 

ro.-2,4) 

I (2x+ v-z)dx + (x-2y + 2z+3)dy + {2y-x + Az-2)dz = I d(f(x,y y z)) 

Jc " ' J( 0,2,—1) 

= = /(I -2,4)- f{0, 2-1) 

= (1 - 2 - 4 - 4-16 +32-8)-(0 40-0-4-2 + 2 + 2)= -1 +2=1 



1) Calcular la integral curvilinea (x 2 + y 2 )dS , donde C es la curva x = a(cos t+t sen t), 

Jc 

y = a (sent -1 cos t), 0^t^2n Rpta. 2k 2 a 3 (l+ 2k 1 ) 


2) Calcular la integral curvilinea 


,2 + z 2 dS , donde C es la circunferencia 
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3) Calcular la integral de linea j* (x* + y* + z 2 )dS , donde C recorre una sola vez la interseccion 


4) 


6 ) 


8 ) 


de la esfera x 2 + v 2 +z 2 =4, con el piano z = 1. 


Rpta. 8y/37T 

Calcular x 2 yzdS , donde C recorre la interseccion de los pianos coordenados con el piano 


2x + y + z = 1. 


Rpta. 0 


5) Determine f (x 2 + y 2 )dS , donde C es la semi circunferencia formada por el eje X y la mitad 


superior de la circunferencia x 2 + y 2 = 4. 


Rpta. 8n 


Calcular xyzdS , donde C es la parte de la recta x + y + z = 1, y = z que se encuentra en 


el pnmer octante. 


V6 

Rp '*- n 


7) Calcular la integral curvilinea rdS siendo r el radio vector. 

Jc 


a) A lo largo de una vuelta completa de la helice conica de ecuaciones parametric as. 
x = a t cos t , y = a t sen t , z = c t 

b) A lo largo de la recta x = a t , z = c t 

yf?77 


Rpta. a) 


3a 


[( a 2 +c 2 +4tc V) 3/2 -(a 2 +c 2 ) 3/2 ], b) 2 k 2 {a 2 +c 2 ) 


Calcular la integral curvilinea J ( X 2 + y 2 ) 2 dS, donde C es el arco de la espiral logaritmica 
r = ae m6 (m > 0) desde el punto A(0,a) hasta el punto B(-oo,0), 

Rpta. a ^ - (e 4mn -e 2mn ) 


4 m 
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9) Calcular la integral curvilinea a lo largo de la curva en el espacio J (x 2 + y 2 4* z 2 )dS , donde 
C es la parte de la helice circular x = a cos t, y = a sen t, z = b t, 0 £ t 2k 

Rpta. ^-(3a 2 +4k 2 b 2 )yla 2 +b 2 

Calcular la integral curvilinea zdS, donde C es el arco de la curva 

x 2 + y 2 -z 2 \ y 2 = ax desde el punto 0(0,0,0) hasta A(a,a,ajl). 


10 ) 


Rpta. 


256>/2 


100^38 - 72 -17 ln(" 


25+4V38 
17 ] 


11) Calcular la integral curvilinea | x 2 dS, donde C es la circunferencia x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , 

2na' 


x + y + z = 0. 


Rpta. 


12) Calcular la integral curvilinea J (x 4/3 + y 4ll )dS , donde C es el arco de la astroide 


x 2/3 + y 2/3 = a 2/3 


Rpta. 4 a 


7/3 


13) Calcular la integral curvilinea ^x 2 + y 2 dS , donde C es la circunferencia x 2 +y 2 = ax. 

Rpta. 42a 2 

14) Calcular la integral curvilinea J | y\dS , donde C es el arco de la Lemniscota 

{x 1 +y 2 ) 2 = a 2 (x 2 -y 2 ). Rpta. 2a 2 (2-42) 

15 ) Calcular J ( x 2 + y 2 )dS a lo largo de los caminos indicados. 

a) El triangulo con vertice (0,0), (0,1) y (1,1) recorrido en sentido contrario al de las agujas 
del reloj. 
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b) EL circulo x 1 + y 2 = 1 desde (1,0) a (0,1) recomdo en sentido contrario al de las agujas 
del reloj. 


Rpta. a) —~ + 5 , b) 4 


16) Calcular y 2 dS , donde C: a(/) = (a(/-sen/), a(l-cos/)), 0 < t ^ 2n 


Rpta. 


25 6a 


3 


15 


17) Calcular xvdS , donde C es el contorno del cuadrado \x\ +1^| = 2. 

Rpta. 0 


18) Calcular | ^ Jx 2 + v 2 dS , donde C es el arco de la envolvente de la circunferencia 
x = a (cos t + t sen t), y = a (sent -1 cos t) , 0 £ t £ 2 n 

Rpta. -l-[(l + 4^ 2 ) 3/2 -l] 


J * x y“ 

xydS , donde C es la cuarta parte de la elipse - + -=- = 1 

c a 2 b 2 

ab(a 2 +ah + b 2 ) 


situada en el primer cuadrante. 


Rpta. 


3 (a + b) 


12 2 2 

20) Evaluar la integral curvilinea (x + xy)dx + (y ~xy)dy , donde C es dado por x =2 y del 

ongen al punto (2,2). 


62 

Rp«. - 


21) Evaliie la integral de linea £ yx 2 dx + (x+y)dy , donde la curva C es dado por y = ~x 3 del 


Rp..-- 


origen al punto (1,-1). 
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22) Calcular la integral curvilinea J y 2 dx-xdy , donde C es la curva y 2 = 4x desde A(0,0) 
hasta B(l,2). 


4 

Rpta. - 


23) Calcular la integral curvilinea (x 2 -~2y)dx + (2x + y 1 )dy , donde C es el arco de 


? 1 ^ 
y = 4x — 1 de ,4(—,0) hasta B{—, 2) 
4 4 


Rpta. 


143 

~ 48 ~ 


24) Calcular la integral curvilinea yzdx +xzdy + xydz , donde C es una arco de la he lice 

a t 

x = R cos t , y = R sen t , z = desde el punto de interseccion de la helice con el piano 

z = 0 hasta el punto de interseccion con el piano z = a. 

Rpta. 0 

25) Encontrar la integral curvilinea | (jc 2 + y 2 )dx + xydy , si el camino que une A( 1,1) y B(3,4) 


es un segmento de recta. 


Rpta. 11— 

6 


26) Calcular la integral curvilinea | {x + y)dx + (x-y)dy . 


a) A lo largo de los segmentos OA y OB donde 0(0,0), A(2,0), B(2,l). 


b) A lo largo del segmento OB. 


Rpta. a) y, b) - 


27) Calcular la integral curvilinea J ydx-(y + x 2 )dy , si C es el arco de la parabola 


y = 2x- x 2 situada sobre el eje X y recorrida en el sentido de las agujas del reloj. 


Rpta. 4 
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28) Calcular el valor de la integral de linea dado por: 


• t — 


y)dx-(x-y)dy 


2 . 2 

x +y 


donde C es la 


2 2 2 

circunferencia ,r + y =a , recorrida en sentido contrario al de las agujas del reloj. 


Rpta. -2n 


29) 

Calcular la integral curvilinea 

j" (x-y) 2 dx + (x + y) 2 dy, si C es una linea quebrada OAB 



136 


donde 0(0,0), A(2,0) y B(4,2) 

Rpta. — 

30) 

Evaluar | xydx + x 2 dy , alrededor del cuadrado con vertices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1) en 


ese orden 

Rpta. i 

31) 

Calcular la integral curvilinea 

| (jc 2 -2xy)dx + (y 2 -2xy)dy , donde C es la parabola 


2 

14 


y = x (-1 SxS 1) 

Rpta. - — 

15 

32) 

Calcular j yzdx + xydy + xzdz 

entre los puntos, A(0,0,0) y B( 1,1,1) a lo largo de los 


siguientes caminos . 



2 

a) Lacurva C:x = y , z = 0 desde A hasta (1,1,0) y la recta L: x=l a y=l desde 
(1,1,0) hasta B. 

b) Siguiendo el segmento rectilineo AB. Rpta. a) — , b) 1 

4 

33) Calcular la integral curvilinea j | (x 2 +y 2 )dx + (x 2 -y 2 )dy , donde C es la curva 

4 

Rpta. — 


y = 1 — |l — jc|, 0 < x <; 2. 





796 


Eduardo Espinoza Ramos 


34) 


35) 


r 


2 2 
x y 


Calcuiar la integral curvilinea i (x + y)dx + (x - y)dy , donde C es la elipse —+ —= l, 

J c a b 

recorrida en sentido contrario al de las agujas del reloj. 

Rpta. 0 

Calcuiar la integral curvilinea <£ T~r~rT . donde C es el contomo del cuadrado ABCD 

Jr ljcj+1^ 

siendo A(1,0), B(0,1), C(-1,0), D(0,-1) Rpta. 0 


36) Calcuiar la integral curvilinea f x 2 ydx-x 3 dy, si C es el contomo limitado por las 

2 2 

parabolas y = x , x = y , recorrido en sentido inverso a las agujas del reloj. 

n 


Rpta. 


35 


37) Calcuiar la integral curvilinea I 3 xydx+ (xv 2 + y)dy , donde C es el arco de la curva 

Jc 


x—y =0desde(l,l) a (0,0). 


Rpta. - 


83 

42 


38) 


Calcuiar (x 2 - yz)dx + {y 2 - xz)dy - xydz , donde C es la curva dada por las ecuaciones 


t 2 t 4 11 

x = t, v = —, z = — desde A(0,0,0) a 5(1, — ,—). 
2 2 2 2 


Rpta. — 

8 


39) Calcuiar el valor de la integral curvilinea J yx 2 dx + ydy , siendo C la curva de ecuacion 

5 n R A yfl 


y 1 +2x 2 -2Rx = 0. 


Rpta. 


64 


f 2 2 2 2 

40) Calcuiar J xydx + (x -y )dy , a lo largo de la elipse x +2 y =4 recorrida en sentido 


directo. 


Rpta. 0 
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J * 2 2 2 

(x - 2y)dx + (2x + y )dy , donde C es el arco de la parabola y = 4x -1, desde 

c 

Rpta. 7.98 


1 5 

(—*0) a (—,2). 
4 4 


42) Calcular y'dx-i- ( x 2 + y 2 )dy , donde C es el arco de la circunferencia y = ■>/4 - x 2 de (-2,0) 
a (0,2). Rpta. rc + 8 


43) Calcular | x 2 dy , a lo largo de la curva y = x 3 - 3x 2 + 2* desde (0,0) a (2,0). 


Rpta. — 

15 


f 2 2 3 

44) Calcular ■ (y-x)dx + x vdy , a lo largo de la curva v = jc , desde (1,-1) a (1,1). 

Jc 

4 

Rpta. — 


45) Calcular J 


c n 2 


V 2 2 

dx + —donde C es el arco de la curva x -y = 9 de (3,0) a 




(5,4). 


Rpta. arcsen— 

5 


46) Calcular la integral J (y-z)dx+{z-x)dy + {x-y)dz, donde C es una espira de la helice 

circular x = a cos t, y = a sen t , z = b t, correspondiente a la variacion del parametro t, 
desde 0 hasta 2n. Rpta. -2rca(a + b) 


47) Calcular la integral ydx+ zdy + xdz, donde C es la circunferencia x = R cos a - cost, 

y = R cos a . sen t , z = R sen a (a = constante) recorrido en el sentido del crecimiento del 

2 2 

parametro. Rpta. — n R cos a 
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48) Calcular la integral curvilinea | 


49) 


50) 


xy(ydx-xdy) 


, donde C es el lazo derecho de la Lemniscota 


x + y 

r 2 = a 2 cos2 0 , que sigue en el sentido contrario de las agujas del reloj. 

Rpta. 0 

Hallar ydx + zdv+xdz, donde C es la intersection de las superficies x + y = 2 , 

de tal manera q 
Rpta. -ijln 


x 2 + v 2 +z 2 = 2 (jc + y). La curva es recorrida de tal manera que mirando desde el origen el 


sentido es el de las agujas del reloj. 


f-* • -* — x p y z ' 

Calcular J F(x f y t z).d r , donde F(x,y,z) = - i - 1 — j - k ? donde C es la 

II r || 3 || r || 3 || r || 3 

2 2 2 2 2 

curva de interseccion de la superficie esferica x +y -+*z =4yel cilindro x +2y =4, 
recorrida de manera que, mirando desde el eje Z*, el sentido es antihorario. Rpta. 0 


J * x y 

xdy , donde C es un segmento de recta — h— =1, desde el punto de interseccion 
c a b 

con el eje de abscisa hasta el punto de interseccion con el eje de ordenada. 

ab 

Rpta. — 

2 

f -♦ -+ 

52) Calcular la integral de linea J F(x y y,z).dr , donde F(x,y>z) = (xy,y f z) y la curva C esta 
formada por las intersecciones de las superficies x 2 + y 2 = 9 con S 2 : x 2 + y 2 +z 2 = 6x 


53) 


y S } : x* +y 2 =9 con $ 3 


w i 


coordenadas el sentido es antihorario. 


de manera que si se observa desde el origen de 


Rpta. 0 


I F{x,y,i 


Calcular J ^F(x,y y z).d r, si F(x,y,z) = (y-z,x), donde C es la curva definida por las 
2 , 2 

X 2 2 

ecuaciones -+ z = a , y = x, en sentido horario vista desde el eje z positivo. 


2 
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54) Calcular la integral curvilinea J xe y dx + (— - rr-x 2 ye y )dy siendo el contomo del 

c x‘+y z 

cuadrado de lado 2a determinado por las desigualdades |x| <t a y | y| < a 

Rpta. 0 


55) Calcular 


la integral de 
“V x -1 


linea de la funcion vectorial 
) a lo largo de la curva cerrada formada por las 


F(X ' y) ~ { x 2 + y 2 -2x+\' x 2 +y 2 -2x + l 
partes de las rectas x + y + 2 = 0 , x - y + 2 = 0 yla parabola x + y 2 =4, recorrida en 
sentido horario. Rpta. -2 n 

56) EvaluarJ (e y - sen nx).(dx,dy) donde C es el triangulo de vertices (1,0), (0,1), (-1,0) 


recorrido en sentido antihorario. 


Rpta. 4-2e-(—) 
n 


57) Hallar la integral curvilinea | (x 2 xy)(dx,dy) sobre la parabola y = x 2 desde (1,-1) 
hasta(l,l) Rpta. 0 


f 1 


58) Hallar la integral curvilinea J —^ x){dx,dy) alrededor del circulo de radio a > 0, 


x +y 

1 

a4 3 a 

en sentido antihorario desde (a,0) hasta (-) centro en (0,0). 

2 2 

K 

Rpta. — 

6 


59) Hallar la integral curvilinea x 2 dx + xydy, donde C es el camino cerrado formado por el 

segmento de la parabola y = x 1 entre (0,0) y (1,1) y el segmento de recta desde (1,1) hasta 

1 

Rpta. — 

15 


( 0 . 0 ) 
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60) Calcular la integral J x 2 y 2 dx + xy 2 dy , donde C es el camino cerrado, formado por la recta 

x = 1 y la parabola y 1 * x (antihorario) Rpta. 

61) Hallar la integral de linea del campo vectorial dado por: 


62) 


63) 


64) 


65) 


66) 


F(x,y,z) = (2x 2 e x sen y + e x sen y, xe x cos y-2y z z, ) a io largo de C, la poligonal 
que une los puntos: A(0,0,9), B(ln 2, -ti, 6 ), C(ln 3, tc, -3) y D(ln e, 2n, 1) desde A hasta D. 


2y\ 


Rpta. — 


16/r" 


Calcular la integral x 2 dy + y 2 dz +z 2 dx donde C es el arco x 2 - 2yz = 0 , y + z-V2x = 1 
entre los puntos A(0,0,1) y B(0,1,0). 

Evaluar la integral | (2xy-z)dx + yzdy + xdz , donde C es la curva x = / 2 , y = 2r 3 . 


z = t - 1 , 0 £ t £ 1 . 


Rpta. 


23 

14 


Rpta. 2e 4 -2e 


40 


Evaluar xydx + e y dy , donde C es el arco de la curva y + 2 = |x+2|, desde el punto (0,0) al 
punto (^4,0) 

r 1"“X | — y ^ ^ 2 ^ 

Calcular la integral J x(— 5 - -) xl2 dx + y( --) l dy + z (—:- -) V2 dz. donde C. esta 


w c x*+z* 


y +* 


2 x~ + 


2 2 


en el primer octante y es la curva de intersection del piano x * y con el cilindro 2 x + z = 1 , 
recorrida en el sentido antihorario. Rpta. 85 

— * 222 

Hallar el valor de la integral curvilinea de la funcion F(x,y,z) = (x ,y ,z + y) segun la 
curva C:a(r) = (ln(/ + 2), sen—, f 2 +~) desde el punto A del piano x = 0 al punto B del 


piano z = —; A, B pertenecen a C. 


1 


10 8 


Rpta. -In (2)-+— 

3 9 ft 
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67) Evaluar la integral curvilinea | (2xy 2 -y^)dx + (2x 2 y-3xy 2 + 2)dy desde A(-3,-l) 

aB(l,2). Rpta. -4 

f 1 V 3 

68) Calcular J (2y- —+ cos3x)d[y + (—r-4x -3y sen3x)d!x donde C va de (0,2) a (1,0) 

c x x~ 

2 / 

siguiendo el camino x + — = 1. Rpta. + oo 

69) Calcular la integral curvilineas siguientes. 


a) 

r(2, 3) 

ydx + xdy 

J( I-I) 

Rpta. 5 

b) 

f(24) 2 

1 2xydx + x dy 

*(0,2) * 

Rpta. 4 

c) 

f(U) 

J (x+y)(dx+dy) 
(0.0) 

Rpta. 2 

d) 

f(M,8) 

xdx + ydy-zdz 

'(l.*. 3) 

Rpta. -20 


f(24 

«> J 


)ydx- xdy 


(U) 


Rpta. — 

2 


f (*2 0^2 ) 

f) J <p(x)dx + y/(y)dy 

(*| -^l) 


(por un camino que no corta al eje x) 

f*2 IV 2 

Rpta. J <p(x)<£r + J y(y)dy 


g) 


(“(5,12) xdx-yydy 
J (3.4) x 2 +y 2 


(el origen de coordenadas no se halla en el contomo de integracion) 

13 

Rpta. ln(—) 


h) 


I) 


f(3,0) 4 

J , (* + 


'(- 2 .- 1 ) 


4xy*)dx+(6x 1 y 2 -5y*)dy Rpta. 60 


f(3,i) (x + 2y)dx + ydv 
J (U) (x+.v) J 


t-—— (el camino de integracion no se corta con la recta y = -x) 


Rpta. (j + In2) 2 


<■ 
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J) JI’!( 2 ~ 2 +y)dx+(- .-/■■■■ +x)dy Rpta. 1 + ^2 


*( 0 , 0 ) X ' +>> 2 


ft+y 1 


f 

k) J yzdx + xzdy + xydz 


(U.1) 


Rpta. abc - 1 


f(3,4 r 5)xdbc+ vdy + 

I) I , 

' ft ft v ! 2 2 


zdz 


rf (G.O.O) / 2 2 2 

V* +. v + r 


Rpta. S/2 


70) Evaluar J ye** coszdx + xe** coszdv-e™ scnzdz 
•( 0 , 0 , 0 ) 


Rpta. - e 2 -\ 


f 1 + y 2 y + x 2 

71) Evaluax J —- 2 —<fy>donde 


a) C: desde (1,0) hasta (5,2) cualquier curva. Rpta. 


148 

b) C: desde (-3,0) hasta (-1,4) cualquier curva. Rpta. -- 

9 


72) Evaluar | e* sen ydx-e x cos ydy , donde C es 


2 2 


* * * 71 

a) La porcion x + y =-, con x > 0, orientada de tal manera que parte de (0,-—) y 

4 2 


termina en (0,—) 
2 


Rpta. 2 


b) La porcion x 2 +y 2 = 4n 2 , con x < 0, orientada de tal manera que va de (0, -2n) a 


(0,2 n). 


Rpta. 0 
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73) 


Evaluar las integrates de linea 

r * 

a) tgjafx + xsec^ ydv , de A(-2,0) a B(4 ,—) Rpta. 4 

Jc 4 


»i 


2x 9 x 

dx + - ydy, de A(0,2) aB(l,0) Rpta. 0 


c (xy+ 1) 2 (^V + l) 7 

74) Calcular la integral curvilinea de la funcion vectorial 

—> 1 j. 1 Z 1 X 

F(jr,y,z) = (- y) i + (—I—=■) /-(— y—r)k donde C es cualquier curva de (1,2,-1) al 

z x x y y z 

punto (2,-1,-2) 


75) Evaluar las integrates de linea. 

f 2 2 2 ^ 

a) (tg v+2xy sec z)dx + (x sec y + x sec z)dy + sec z(x y tg z - sec z)dz de A( 2, — ,0) 

Jc ' 4 

al punto B(3, n, rc). 

b) {2xcosy-3)dx-(x 2 sen y + z 1 )dy-(2yz-2)dz de A(-l,0,3) al punto B(l,n,0) 

Rpta. -14 

c) J (2 y^ -%xz 2 )dx + (6xy 2 + l)dy-($x 2 z + 3z 2 )dz , desde A(2,0,0) hasta B(3,2,l) 


d) f (e x sen y +yz)dx +(e x cosy + zsen y + xz)dy + (xy-cosy)dz desde A(2,0,l) hasta 

Jc 


B(0,7i,3). 


Rpta. 4 


e) 


J (2xln^z-5^e^)fltc-(5c x -—)dy + {— + 2z)dz, desde A(2,1,1) hasta B(3,l,e) 


xdx 


2 
f 

J' z 

ydv zdz 


J . . . T T T T 

Cx +y +z x +.y +z *'+;y +z 


, desde A(1,0,0) hasta B(l,2,3). 


Rpta. —In 14 

2 


0 
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76) Calcular 


78) 


f l-.v 2 !/ 2 V2 Ji 

J^x(—- 2 “) desde (0,0,1) a (-^-,-^-,0) a lo largo de la curva (en el 


y + z 


2 2 


primer optante) de intersection del piano x = y , y el cilindro 2y 2 +z 2 =1 

1 

Rpta. — 

4 

77) Calcular las integrales curvilineas 

a) | ( x 2 + 2y)dx + {y-x)dy , donde C es la frontera de la region limitada por las graficas 
de x = 0, y = 0, 2y = (x-4) 2 , 2y = x + 2 

f( 2 , 1 , 4 ) 2 X 

b) I \nx.dx + x dy +—dz a lo largo de la curva de interseccion de las superficies 


(1,0.0 


y = x - 1, z = x . 


Rpta. 2(ln 2 + —) 


Calcular la integral curvilinea 

J [ ye** (cos xy - sen xy) + cos x]dx + [xe (cos xy - sen xy) + sen y\dy , donde C es una arco 


arbitrario de (0,0) a (3,*2). 


-6 


Rpta. e cos6 + sen3-cos2 


79) 


80) 


f 2 y x 2 

Calcular I (-=- + 3 )dx + (2 y ln(l + x )- 2)dy , donde C es cualquier arco de curva que une 

1+JC 

los puntos (0,2) a (5,1). 

Evaluar (x 2 +y 2 )dx + 2xydy donde C es el arco de la parabola entre (0,0) y (1,1). La 
parabola tiene su vertice en (0,0) y el eje focal es el eje y. 


81) Calcular el valor de la integral jj (x 2 +3>> + 5z)c6:+ (3x-4z +y)dy + (5x-4y +z 2 )dz donde 
C es la curva de interseccion de las superficies x 2 + y 2 = z 2 , z=3, 
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82) Calcular | (3 jt 2 -3vz+ 2xz)dx + \3y 2 -3$z + z 2 )dy + (3z 2 -3jtv + 2 yz)dz , donde C es la 


_ i -) -t n 

curva a(/)=(-l + 4/',2 cos' k t + 4/", 3-4sen—/) , 0 £ t £ 1 

2 


f jr + v dy 

83) Calcular la integral J , = —, donde los puntos P { y P 2 estan situados sobre las 

p ' h 1+ y 2 

circunferencias concentricas cuyos centros se hallan en el origen de coordenadas y los radios 
son iguales a R { y R 2 respectivamente (el ongen de coordenadas no se halla en el contomo 
de integracion). Rpta. R 1 - R { 


84) Calcular I (6xv 3 + 2z 2 )dx+9x~ y fc rfv+ (4xz+ \)dz Rpta. -31 
J(1.0.2) 


r(2.3.4) y 


85) Hallarel valor de la integral de linea I (x - vz)dx+( v* -xz)dv + (z* —xv)dz 

J(l.U) 


86) Calcular f (6.tv 2 - v 3 )dLv + (6jc 2 v-3xv 2 )dv 


87) Sea C la curva plana de la ecuacion f(t) = (e* cos i,e ( sen/) calcular la integral curvilinea 


i 


x dx + v d\ 


a los largo del arco de C de extremos (1,0) y (*>“ .0) 


, 2 2,i 

U + v“)~ 


Rpta. \-e 


88) Evaluar (4x + e x cos y)dx-(v 2 -he ' sen y)dy en sentido contrario al movimiento de 


las 


manecillas del reloj y alrededor del paralelogramo cuyos vertices son (0,0), (2,0), (3,1) y 

(U). 
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7.10 Apficaciones de la Integral CurviHnea.| 


I s Consideremos una curva regular a\ [a,b] - >R Lai que a ([a,h]j = C<z R cs la 

imagen de a . 

Sea /:Cc R 2 -» /?, una funcion continua sobre C tal que f(x,y,z)=l,V(x,y,z)G C. 


Si C es un alambre, entonces 
alambre. 


L = 




que representa la longitud del 


2- Si p: C c R - > R , es la funcion densidad de la masa del alambre, entonces la masa 

del alambre recorrido por la curva C es M p(jt, y, z)dS , de donde cl ccntro de 

masa del alambre es cl punto (x, y,z) siendo: 


J 

I xp(x,y,z)dS 

[ yp(x,y,z)dS 

zp(x t v, z)dS 


M 

. i, — 

M 

M 


3 fi Si d(x,y,z) es la distancia desde el punto (x,y,z) del alambre a una recta 6 piano, 
entonces el momento de inercia correspondientc a la curva C\ con funcion de densidad 

de masa p: C c R 3 -> /?, esta dado por: 



como caso particular se tiene los momentos de inercia del alambre con respecto a los 
ejes X, Y, Z respectivamente, las cuales son: 


I x = [(y 2 +z 2 )p(x,y,z)dS, l y = j^(x 2 + z 2 )p(x,y, z)dS, /. = £ (x 2 + y 2 )p(x,y,z)dS 

4 2 

» ♦ > * 
i) Consideremos una fuerza F: R 2 - > R 2 tal que F(x,y) = P(x,y) i + Q(x,v) j 

y C un arco de la curva en R 1 y suponiendo que una particula se mueve a lo largo 
de C. 
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El trabajo total realizado por la fuerza F a lo largo de la curva C es: 


= | P(x,y)dx + Q(x,y)dv 


ii) Para un movimiento en el espacio con la fuerza dado por un vector 

—» i i 

= P(x,y\z) i + Q(x,\\z) j + R(x,y\z) k , el trabajo total realizado esta 

dado por: 


W = 



x , v, z)dx + Q(x, v, z)dy + R(x , y, z)dz 


Definicion.- Un campo de fuerza F defmido en un conjunto abierto D, se dice que es 
conservativo, si el trabajo realizado a lo largo de toda curva cerrada es cero. 


Ejemplo.- Hallar el trabajo realizado cuando un objeto recorre el arco parabolico 

* ♦ 2 * -* j 

C: r (/) = t i + / / , t g [0,1 ] sometido a una fuerza F(x,y) = xy i + y j 


Solution 


W 


= 1 F(r(t))d r(t) = f F( r (/)). r '(t)dt = J F(t,t 2 ).(\,2t)di = P 


(t\l 4 ).(l,2t)dt 



1 1 
4 3 


7 

12 


Ejemplo.- Una particula se mueve en el piano XY a lo largo de una recta que va desde A(a,b) al 

• —x - v 

punto B(c,d), debido a la fuerza v) = (“ 5-T- —”)- Hallar el trabajo 

x“ + V JC“ + t v“ 

realizado por la fuerza F a lo largo de la recta AB . 


Solucion 
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como W 


= \ r F ( x >y)dr = j (—- j, - j ).(dx,dv) 

c ( x + y x + y 

j* -xdx ydy f xdx+ydy 1 j \c,d) 2 2 

= l ~"" 2 " 2 ' 2 =“J r 2 2 = ~tJ, rf(ln(x + ;>') 

c x + y x + y r x + y 2 (***) 


= -^ln(-t 2 +> . 2 )/^ = -^[ln(c 2 + rf 2 )-ln( fl 2 +A 2 )] = Mn(^^^ 

Ejcmplo.- Determine la masa y el centro de masa del alambre en forma de helice que recorrc la 
—> 

curva: a (/)= (cos/,sen/,0, 0£t£2n, si la densidad es p(x,y,z) = z. Encuentre el 
momento de inercia con respecto al eje Z. 

Solucion 

• *4 -♦ -♦ 

M~ yp(x,y,z)dS donde dS =|| a’(/) || dt , donde a'(/) = (-sen/,cos/, 1) => ||a'(/)||=V2 

f -> ,— f2rt -s/2 t~ /2n , 

M = J p(x, v,z)<7S = J /.|| a(t)\\dt = V2J tdt =-^ =2V2/r~ 


1 a z +b 


El momento de inercia respecto al eje Z es: 

7 Z =J> +^ 2 )p(x,.v,z)rf5 = V2 J t dt = 2-/2 r , el centro de masa es (jr, y,z) donde: 


x = 


y = 


z - 


; 

r f 2 * 

V 2 1 t cos t dt 

J o 

M 

2yf2 7t 2 

J y p(x,y,z)dS 

c 

V2 J / sen t dt 

*0 

M 

2^2 n 2 

J z p(x, y 9 z)dS 

J c 

[ \j2t 2 di 

y o 

M 

2 J 2 7V 2 


= 0 


/2n 


In 


n 


jin 4 n 


- 14 n 

Luego el centro de masa del alambre es (x, y,z) = (0,-—,-) 

n 3 
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Ejemplo.- Hallar la longitud del arco de la helice conica; x = ae cosr, y - ae* senr, z = ae , 
desde el punto 0(0,0,0) hasta el punto A(a,0,a). 


SolucKm 


f f dx 7 d\- * dz * , , 

Como L=\dS= I ,/(—)+(—)+(—) dt, donde C: a(t) = (ae cosr,ae senr,ae) 
J c J c\ at dt dt 


entonces 

x = ae cosr 
1 y = ae senr 
z - ae 


dx t 

— = ae (cosr-sen/) 
dt 

dy , 

— = ae (sen/ + cosr) 
dt 


dz 

dt 


• = ae 


ademas a(t { ) = ( ae 1 cos t ] , ae 1 sen t l9 ae 1 )- (0,0,0) 


ae cosf, = 0 _l ^ S enr. ^ 1 
ae^senr^O ==> -ae* 1 £ ae t] senr, £ ae' 1 


j a e h m q cuando t x — > -oo, a e' 1 sen/j —> 0 

por lo tanto a ) = (0,0,0), cuando t { — » -oo 
—* 

a(t 2 ) = (ae t2 cos r 2 ,ae' 2 sen/ 2 , ae 2 ) = (a,0,a) 
cosr 2 = a 

ae' 2 senr 2 = 0 => r 2 = 0 

r. 

ae 2 = a 

L = \dS = J Ja 2 e 2t (cosr - senr) 2 +a 2 e 2 ' (senr + cosr) 2 +a 2 e 2 ' rfr 

C -» 

= J a e V? dt — ajie* / = a — 0 = aV^ L — f = V3a 

; ■« Jr 
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2 2 

x y 

Ejemplo.- Determinar la masa del contomo de la elipse —+— = 1 si su deasidad lineal en cada 

a~ b~ 


punto M(x,y) es igual a \y \. 


Solucitin 


x 2 ^2 

Como M = | p{x,y)dS , donde p(x,y) =\)\> ahora parametrizando la elipse C: —+ —=1 


a b 


x = acost , y = bsent entonces: a[a,6]- >R fa(t) = (acost, bsent) 


a'(t) = (-a sent>bcost) => II a'(01| = ^a 2 sen 2 1 + b 2 cos 2 1 


como dS = || a'(/) || dt - ^]a 2 sen 2 t + b 2 cos 2 tdt 

M- J p(x,y)dS = \ \y\dS = \ \bscnt\^a 2 sen 2 t + b 2 cos 2 t dt 


M = b\ Ja^ +(b^-a 2 )cos 2 t \sent\dt = &f Ja 2 - (Vtf 2 -b 2 cost) 2 |senr| dt 

*Y> * 'ft ¥ 


M = 6[| -(V^ 2 ~b 2 cosr) 2 |sen/|<fr +J -Ja 2 -(^]a 2 -b 2 cost) 2 | sen 1 1 dt] 


M * b[^ Ja 2 -(V a 2 ~b 2 cos i) 2 sentdt-^ -Ja 2 -(4a 2 -b 2 cost) 2 sentdr] 


„ uru a 2 Va 2 -^ 2 

M = b[b + - f - --- arc sen- 

ya 2 -b 2 a 


, a 2 V-» 2 , 

- b + . arcsen-] 


-4a 2 -b 2 


a 


2 V a 2 +b 2 

M = 2 b[b 1 + — : - - — _ arcsen(—-— )] 

-Ja 2 - b 2 a 

Ejemplo.- Hallar la masa de la primera espira de la helice circular x = a cos t, y = a sen t, z = b t, 
si la densidad en cada punto es igual al radio vector del mismo. 


Solucidn 
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Como p(jt, y f z)dS , donde dS =|| a'(r) || dt , y p(x,y,z) = yjx 2 +y 2 +z 2 y 


* * I T ^ 

a(/) =(acosf, asenf,£rt)> a 1 (r) = (-a sen r, a cos/,/?) => || ex’ (r) || = v « + b 
Mp(x,y,z)dS = | <Jx 2 + y 2 +z 2 dS - Va 2 + 6 2 "j* yja 2 +b 2 t 2 dr 


^ 2 +*V + --ln|*rW« 2 +*V |] / ' 

b 2 2 / o 

M +46 2 ti 2 + —ln|27iZ? + V<3 2 +4Z) 2 ti 2 |- — lna] 


a z , ,2bn + 4a z + 4b~n 


2 , ,1.2 2 


-)] 


M = -\la 2 + b 2 [n^a 2 + 4b 2 n 2 + — ln(- 

2b 


Ejemplo.- Determinar las coordenadas del centro de gravedad del semi arco de la cicloide 
x = a (t - sen t) , y = a (1 - cos t), 0 ^ t £ n 

Solucidn 

—> 

Sea a'(r) = (a(/-senr),a(l-cosr)), O^t^Ti 


a'(r) = a(l-cosr,senr) => || a'(r) ||= aV^/l-cosr = 2a sen 


t t 

como dS =|| a'(r) || dt = 2asen— dt => dS = 2asen — dt 

f* t X j n 

M - 2a\ sen—A = -4a cos— ; =4 a 

0 2 2 / o 


f* r Cn t 

j a(r-senr)2asen—dr „ I a(l-cosr)2a sen— dt 

- •'o 9 4a — *o 9 


X = - 


4a 


y = * 


4a 


2 _ = f£ 

3 


-4a 4a 

Luego las coordenadas del centro de gravedad es. (x,y) - (—,—) 

3 3 
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Ejempk).- Determine la masa y el centro de masa del alambre en forma de helice que recorre la 

-i 

curva; a(t) = (cosZ,senf,/)> 0 < t < 2n. Si la densidad es p(x,y>z) = z encuentre el 
memento de inercia con respecto al eje Z. 

Solucl6n 

—> 

Como a'(/) = (cos/, sen t,t), 0£t£27i, derivando 


a’(/) = (-sent,cos 1,1) => || a'(01|= -J2 , como dS =|| a'(/) || dt = sjldt 

M= I p(x,y,z)dS = J zdS = J tyfl dt = 2^2 tz 1 
*c c o 

Luego M = 2>/2 n 2 , el momento de inercia respecto al eje Z es: 

l z = \^X 2 +y 2 )p{x,y,z)dS = V^j^rdr = 2>/2 7T 2 , el centro de masa es (jdonde: 


i 


J 2jrcos</f 

x = ———-= V , = 0=>x = 0 


7 


M 




_ jyp(x>y,z)ds V2j' r sen fc/r 








,y ~~7 


- J c *p(s,J V2fVf 4;r 

Z ~ M ~ tz 1 ~ 3 =>Z ~ 3 


Luego el centro de masa del alambre es. 


- 1 4tt 

(x,>',z) = (0,-) 

7T 3 
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foil ijadctes Bgapaealosj 

1) Determine el trabajo efectuado por la fuerza F(x,y) = (2a-y,*) que mueve una particula 

sobre unarco de lacicloide a(t) = (at -a sent t a-a cost) t 0 £ 2n 

Rpta. - 2k a 2 

2) Determine el trabajo efectuado por una particula que se mueve de (0,0) hasta (2,0) sobre una 

curva C que recorre el conjunto S = [(x y y)Jy = 1 — |l -x|} si la fuerza es f(x y y) - (y 2 ,x) 

1 

Rpta. -- 

3) Hallar el trabajo total realizado por desplazar una particula en un campo de fuerza dado 

2 2 % 

por: F(x,y,z) = 3xy i - 5z j +1 Ojc k a lo largo de la curva: x = t +1, y-2t , z-t desde 
t = 1 a t = 2 Rpta. 303 

4) Si F{x,y,z) = (xy y yz,xz), determine el trabajo efectuado por esta fuerza que mueve una 

43 

particula sobre una recta (1,-1,1) hasta (2,1,3) Rpta. — 

6 

5) Hallar el trabajo realizado al desplazarse una particula en el campo de fuerza 

—* j —* —♦ 

F(x,y,z) = 3jc" /+(2jcz-1) j + zk alolargode: 

a) La recta que une los puntos (0,0,0) y (2,1,3) Rpta. w = 15.5 

b) La curva x = 2r , y = t, z = 4r -1 desde t = 0, a, t = 1 Rpta. 

”♦ 2 

6) Halle el trabajo realizado por el campo F(jt,y,z) = (2x-y + z, x + y-z , 3x-2y + 4z), al 
desplazarse en sentido antihorano una particula alrededor de una circunferencia C del piano 
XY, cuyo centre es el origen y de radio 3 Rpta. 18 n 
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7) Un campo de fuerza esta dado por F(x,y y z) - (yz,xz,x(y+ 1)) calcular el trabajo realizado 

por F al mover una particula sobre el contomo del triangulo C de vertice (0,0,0), (1,1,1) y 
(-1,1,-1) recorrida una vez yen ese sentido. Rpta. 0 

8) Sea F(jc,y,z) = (6xy 3 z + 4y 2 z 3 , 9x 2 y 2 z + 8xyz 3 + z 4 , 3x 2 y 3 +I2xy 2 z 2 + 4>z 3 ) un campo de 

fuerza. Hallar el trabajo que realiza. F al mover una particula desde el origen hasta el punto 
(1,1,1) siguiendo la trayectoria compuesta por C=C 1 uC 2 uC 2 donde C x : semi 
circunferencia en el piano XY que une los puntos (0,0,0) con (0,2,0), x £ 0 C 2 : Semi 
circunferencia en el piano XY que une los puntos (0,2,0) con (0,4,0), z £ 0. C 3 : la recta que 
une (0,4,0) con (1,1,1). Rpta. 8 

9) El modulo de una fuerza es inversamente proporcional a la distancia entre su punto de 
aplicacion y el piano XY. Si esta fuerza siempre esta dirigida hacia el origen de coordenadas. 
Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerza al desplazarse una particula a lo largo de 
la recta x = y = V2 z desde el punto (V?,1,1) al punto (2^2,2,2) 

Rpta. -2k In 2 

10) Hallar la funcion potencial (o sea la diferencial exacta) del vector fuerza 
—► 

F(x y y y z) = (e* cosy + zy, xz-e* seny, xy + z) y calcular el trabajo realizado desde (1,0,2) 
hasta (0,71,2). Rpta. -(1 + e) 

—> —> 

11) iQue trabajo realiza la fuerza F - r x grad(jt,y,z) a lo largo del camino cerrado de O a P; 
de P a Q; de Q a R; de R a O siendo 0(0,0,0), P( 1,1,1), Q( 1,1,0), R( 1,0,0)? 

Rpta. -j 

2 

12) Calcular el trabajo realizado por la fuerza F(x,y) = (3y +2, 16jc) al moverse una particula 
desde (-1,0) hasta (1,0), siguiendo la mitad superior de la elipse b 2 x 2 +a 2 y 2 =a 2 b 2 ipara 
que valor de b el trabajo sera mini mo? 
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13) Una particula se mueve sobre una curva definida por las ecuaciones x 2 =4 y, 3x 3 * 8z. Por 

2 

la accion de la fuerza F(x,y,z) = (3x , 2 xz-y, 2z). Hallar el trabajo realizado al moverse la 
particula del punto A(0,0,0) al punto B(4,4,24). 


14) Una particula se mueve a lo largo de una recta en el espacio que une los puntos P(a,b,c) y 
Q(r,s,t) debido a la fuerza 

-> -x -y -z 

F(x,y,z) = (—— — Yjn , 2 *" 27571* TT~ 7~ 275/2") 

(x +y +z ) (x +y +z ) (x +y +z ) 


15) Calcular el trabajo realizado por la fuerza 


16 ) 


-* x -> 

F(x,y) = . . ■ i +- 


,jl + x 2 +y 2 y/l + x 2 +y 2 


j ; para mover una particula a lo largo de la curva: 


x 2 v 2 

—+— = 1, que se encuentra en el primer cuadrante en sentido horario. 
a ' b 


Rpta. Vl + b 2 -Vl-a 2 

Una particula da una vuelta alrededor del circulo unitario contrario al de las manecillas de 
reloj, mientras esta sujeta a la fuerza F(x,y) = (e x -\ne y ) i + (cos y + arctg(tgx )) j 

-9 

encontrar el trabajo realizado por la fuerza F. 


2 2 2 

17) Determine el trabajo efectuado por la fuerza F(x,y,z) = (x ,y ,z ) que mueve una 

particula sobre la curva de interseccion de la esfera x 2 +y 2 +z 2 = a 1 y el cilindro 
x 2 +_y 2 = ay en sentido contrario a las manecillas del reloj cuando se le ve desde arriba de la 
esfera. Rpta. 0 

18) Hallar la masa del arco de la linea x = e'cos/, y = e* senf,z = e* desde el punto 
correspondiente a t = 0 hasta un punto cualquiera, si la densidad del arco es inversamente 
proporcional al cuadrado del radio polar y en el punto (1,0,1) es igual a 1. 

Rpta. M = J 3(l-e"'») 
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19) Encuentre el momenta de inercia sobre el eje y de un alambre semi circular que tiene la forma 
x 2 + y 2 = 1, y £ 0, si la densidad es P(x 9 y) = \x\ + \y \. Determine tambien la masa y el centro 


de masa del alambre. 


Rpta. M = 4 , (x,y) = (0, ) 


20 ) 


21 ) 


Calcular las coordenadas del centro de gravedad del arco de la cicloide x = t - sen t, 
y = 1-cos t, 0 £ t £ n. 


8 4 

Rpta. ( x,y) = (—, ~) 


Una alambre tiene la forma de la curva y = x 2 , -1 <, x <; 1. La densidad del alambre es kjy 
^Cual es el momento de inercia del alambre con respecto a y? 

Rpta. — [-V?+—] 

4 3 15 


22) Calcular la masa del arco de circunferencia x = cos t, y = sen t, 0 £ t £ n, si su densidad 
lineal en el punto (x,y) es igual a y. Rpta. 2 


23) Calcular las coordenadas del centro de gravedad del arco de la curva homogenea x = e cost, 

, -- 2 1 
y-e sen/, oo < t < 0. Rpta. (x,y) = 

24) Calcular las coordenadas del centro de gravedad del arco de la curva homogenea 

31n2 -1 161n2+ 15 

y = cos h, 0 ^ x < In 2. Rpta. (x,y) = (---,-—-) 

25) Hallar la masa de la primera espiral de la helice x = a cos t , y = a sen t, z = b t, cuya 

densidad en cada punto es igual al cuadrado de la distancia de este punto al origen. 

3 8 n^b 2 r-z -r 

Rpta. ( 2na 1 +—-— )ya +b 

Calcular la masa de la primera espiral de la helice x = cos t, y = sen y, z = t, si la densidad 
en cada punto es igual al radio vector en dicho punto. 

Rpta. ->/2 [!T\/i + 4ti 2 +^\n(2n+'J\+4n 2 )] 


26) 
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27) Hallar la masa de un fragmento de la catenaria y = acoshf—) comprendido entre los puntos 

a 

cuyas abscisas son x x = 0 y x 2 = a , si la densidad de la linea en cada punto siendo la 
densidad en el punto (0,a) es igual a 5. Rpta. 5 a 


28) 


29) 


30) 


31) 


Hallar las coordenadas de gravedad de la primera semi espira de la helice x = a c dk t, 

i .2a 2a bn 

y = a sen t, z = b t considerando la densidad constante. Rpta. ( -, — * —) 

n 7i 2 

Un alambre de densidad constante k tiene la forma |x| + |y| = a, encuentre sus momentos de 
inercia con respecto al eje Y y con respecto al eje Z. 


_ , 4^2 ah W2 3 , 

Rpta. I = , I z =— a k 


3 3 

Hallar el centro de masa de una pieza de alambre de densidad constante enrollada en la forma 
—> 

de la helice a(t) - (4 cos i, 4 sen /,3/), t e [0 ,ti] 

Rpta. (x, y, z) = (— , 8 , 3 ^) 
n n 2 

Hallar la masa total de un alambre cuya forma es de la curva y = |x| con - 1 £ x £ 1, si la 
densidad de cada punto P de el es igual al valor absoluto del producto de las coordenadas del 

2a/2 


punto. 


Rpta. M = 


32) 


33 ) 


Un objeto recorre una elipse b~x~ +a~y~ =a~b~ en sentido antihorario y se encuentra 


V x 


sometida a la fuerza F(x , y) * (-^,—). Hallar el trabajo realizado. 


Rpta. ab n 

Calcular el trabajo que realiza el campo de fuerza 

F(x, y, z) =(x-y + 2z,x + y-3z 2 ,2xz~4y 7 ) al mover una particula alrededor de la curva 

^2 

cerrada - + y 2 = 1, z = 2 en sentido antihorario. Rpta. w = 0 
4 
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34) 


Calcular el trabajo para mover una particula desde el origen hasta el punto P( 1,1,V2) 
siguiendo ai curva de interseccion de las superficies x 2 +y 2 =z 2 ,y 2 =x. 

Rpta. w = 2 


35) Hallar el trabajo realizado por la fuerza F(x, v, z) = (-v\ x, e ) a lo largo de la curva de 


X 2 V 2 z 2 


X 2 v- 


interseccion de las superficies —- + ^—+—- = 1 ; —-- =0, z £ 0 recoirida en 

a 1 b 2 c 2 a 4 b 2 c 2 


sentido antihorario vista desde la parte positiva del eje Z. 

Rpta. w = ab Ji 


36) Determinar el trabajo realizado por la fuerza F(x % y , z) = xy i + yz j+ixk sobre la recta que 

43 


une los puntos P(l t -l,l), Q(2,l,3). 


Rpta. 


37) 


Calculese el uabajo del campo de fuerzas F(x, y t z) = 2xy / + y 2 /-x 2 k , cuando el punto 


material se desplaza a lo largo de la seccion del paraboloide x 2 + y 2 —2 z 2 -2a 1 por el 


piano y = x, del punto (a,a,0) al punto (a^2 . 


Rpta. (2V2 - ^)a 3 


38) Un campo de fuerza es dado por F{x, y, z) = ( yz, xz,x(y +1)). Calcular el trabajo realizado 

por F al mover una particula sobre el contorno del triangulo de vertices (0,0,0), (1,1,1) 

3 

y(-l,l,-l) recorrida una vez y en ese orden. Rpta. 
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7.12. Circulation del Campo Vectorial y su CalculoJ 


Definicion.- La integral de linea tomada a lo largo de la curva cerrada orientada T se 

—> 

denomina circulacion C del campo vectorial F de tal manera segun la 
definicion se tiene: 


c = < 

■ -* —• 

\Fd r 

J 

r 


donde el simbolo |i significa la integral por la curva cerrada V. 

—* 

Si el campo vectorial F se prolija en la forma de coordenadas 

F(x, y, z) = P(x, y,z) i + Q(x,y,z) j+R(x, v, z) k entonces la circulacion del campo 
—> 

vectorial F sera igual a: 


C = <j>Frf7'=j> P{x, v, z)dx + Q( x , y\ z)dy + R( x y y, z )r/z 


Ejemplo.- Calcular la circulacion del campo vectorial F(x, y) = -y 3 i +x* j a lo largo de la 

elipse T : —r* + —— = 1, en direccion contraria a las agujas de un reloj. 
a 2 6 

Solucion 

Aplicando la definicion de circulacion tenemos: 


C = F d r = j) - v 3 dx + jc 3 dy 
parametrizando a la elipse se tiene: 


x - a cos t 

V: l , 0£t£27E 

= /?senr 


de aqui dx = -a sen t dt, dy = b cos t dt 


( 1 ) 


( 2 ) 

(3) 
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reemplazando (2), (3) en (1) tenemos 

i ■» 

C- [-b se i(-a sen/) + a cos ' tJb cos t]dt 
Jo 

. , i a C 2 * 

= ab\ (b sen t + a‘ cos t)dt = ab\ [ 

Jo Jo 


2ff r ^ : 0 _cos2 0 2 a 2 (l + cos2r) 2 
r -+- —]di 


- — f [{a 1 + /> 2 ) + b 1 cos 2 2 t + a 2 cos 2 2t + 2(a 2 - b 2 )cos2t)dt 

4 Jo 


[( fl2 + 6 2 ) + ^(l + cos4f) + -^-(l + cos4/) + 2(a 2 -b 2 )cos2t]dt 


4 Jo 2 

ab r ln 3 2 A 2 . a 2 + Z> 2 


flo f z;r 3 2 a' +b 2 i2v ~ tj 

= — J [—(a* + 0 ) +---cos4r + 2(a* -b )cos2t]dt 


ab 3 i , 7 \ a 2 +b 2 2 , 2 \ . _ / ~ 3#Z> 2 ,2 \ 

= — [—(fl‘ + Zr )r +-sen4/ + (a -Zr)sen2f] / =-(a +Z> )7r 

4 2 8 / 0 4 


, 2 + ^ 2 
~8 


EJemplo.- Calcular la circulacion del campo vectonal F(x y y, z) » xy i +yz j+xz k a lo largo 

[* 2 + v 2 =l 

dc la curva de intersection r: < en la direccion correspondiente al 

[x + y + z = 1 

recorrido de la proyeccion T en el piano XY en sentido antihorario. 

Solution 



Aplicando la definicion de circulacion tenemos. 

C = j) F d r = j xy dx + yz dy + xz dz ... (1) 

parametrizando T que es una el ipse que se obtiene como 
resultado de la section del cilindro x 2 + y 2 =1 con el 
piano x + y + z = 1 
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f: 


x = cosr 
y = sen t 

2 = 1- cos t - sen t 


0 < t< 2 ti 


... ( 2 ) 


de aqui dx = -sen t dt, dy = cos t dt ... (3) 

ahora reemplazando (2), (3) en (1) 


2 

[- cos t sen t + ent( 1 - cos t - sen t) cos t + cos /(I - cos t - sen f)(sen t - cos t)]dt 

o 

C 2 * 2 2 2 3 C 2 * 

= J [-3 cos /sen /-2sen/cos / + 3 sen / cos t - cos / + cos t]dt = -J 


cos‘ t dt = -71 


Ejemplo.- Calculese la circulacion del campo vectorial F{x, y, z) = z i+x j+ y k , a lo largo 
de la circunferencia x 2 + y 2 + z 2 =R 2 , x + y + z = R en sentido positivo respecto 

—* 

al vector k . 

Solucion 

Aplicando la definicion de la circulacion tenemos: 

C = | d r = |! z dx + x dy + ^ <fz ... (1) 

—-— parametrizando la circunferencia 

r: \x 2 +y 2 +z 2 =R 2 
[x + y + z = R 

z- R-x —y => x 2 + y 2 + (R-x-y) 2 - R 2 
de donde x 2 +xy+y 2 =R(x + y) 

. . . . J?(i+0 Jtt(l+0 -/?/ 

hacemos y = tx de donde x =-—, >> =-—, z =-r 

l+t+t 2 l + t + t \ + t + t 



; -oo < t < +oo 
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. R(2t + r) J /?f(l+0 . , R(t 2 -1) 

dx = --- r-T dt > dv = — - i-dt, dz = — - j-dt 

(1 + r + r)- \+t+r 1 +t + r 


reemplazando en la ecuacion (1) tenemos: 


c = R i f 00 f(2f + f 2 ) + (l + Q(l + 2Q-f(r 2 -l) if 
*— (1 + r + r 2 ) 3 


—i 

J • (1 + r + r ) 5 •'- 00 (1 + r + 


3r(l + r) .. 
v ’ yit 


(1 + r + r 2 ) 2 (1 + r + r 2 ) 3 




3f(r + l) 


[(r + -) 2 + -] 2 [(r + -) 2 +-] 3 

2 4 2 4 


■}dt 


hacemos r + — = — tgd => dt= —sec 2 9 dG 
2 2 2 


„ n „ n 

para t = -oo => 0=-; t = oo => 0 = — 

2 2 


i , 3(^-t g e-Ixytse+j) .,3 

27 2 * -^t- 0 »" 

16 64 




hi* ft 3 tg 2 0-1 


cos Q d6 +- 


■n 


9 J-j sec" 4 0 


<*0] 


8^3 n 2r/^ sen 20 


« * 


2 [(^ + Sen - 20 ) / ^ + j * (3 cos 2 0 - 4 cos 4 0 )*/0] 


4 1 
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1) 


Calcular 


la 


circulation 


del 


campo 


vectorial 


F(x 9 y f z) = (xz+ y) i + (yz-x) j-(x 2 + y )k a lo largo de la linea Y : 


x 2 + y 2 *1 
z = 3 


en la 


direction correspondiente al recorrido de la proyeccion T en el piano XY en sentido 
antihorario. Rpta. -In 

» -♦ 

2) Calculese la circulacion del campo vectorial F{x y y) = y i -x j a lo largo de la 
circunferencia (x-jt 0 ) 2 +(y-yo) 2 = R 2 en sentido negativo. 

Rpta. In R 3 


2 2 2 

3) Calcular la circulacion C del campo vectorial F(x y y, z) = y i + z y + x A: a lo largo de la 
\x 2 + y 2 + z 2 =R 2 

linea Y : < , z ^ 0 en la direction correspondiente al recorrido de la 

\x 2 + y 2 =Rx 


proyeccion f en el piano XY en sentido antihorario. 


Rpta. - 


nR> 


4) Calculese la circulacion del campo vectorial F(x,y,z) = y i-z j+xk a lo largo de la 
elipse ——+z 2 = a 2 , y = x en direccion positiva respecto al vector i . 

Rpta. 2 na 2 


5) Calcular la circulacion del campo vectorial F(x y y, z) = ye* 7 i + xe^ j+xyz k a lo largo de 
la linea Y la que se obtiene por la intersection del cono x 2 +y 2 =(z-l) 2 con los pianos 
coordenados en la direccion positiva. Rpta. 0 
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6 ) Calcular la circulation C del campo vectorial F(x , y 9 z) = (2x + z) i + (2y - z) y+Jtyz A a lo 
largo de la linea T que es la intersection del paraboloide de revolution x 2 + y 2 =1 -z con 

4 

los pianos coordenados. Rpta. — 


7) 


Encuentre la circulacion C del campo vectorial F(x, y ) = (jc - y) i + x j alrededor del circulo 
a(t) - cos t i + sen t j , 0 <: t £ 2 ti. Rpta. 2 tc 


8) Encuentre la circulacion C de F(x 9 y 9 z) = 2x i + 2z j+2yk alrededor de la trayectoria 
cerrada que consiste en las siguientes tres curvas recorridas en la direction de t creciente. 

-» -» -* -+ x 

C { : a(t) = cost / + senr y'+f A:, — 

C 2 . a(0 = i+y(l-0^\ 1 

-♦ -* -♦ 

C 3 : a(t) = t i + (1 — t) j , 0 1 

Rpta. 0 

[7.14 IfoTHttlade 6reeaJ 

Para la formula de Green se considera curvas cerradas simples seccionalmente regular, 
parametrizada en sentido antihorario, que constituiran la frontera (o borde) de una region 
acotada R del piano, como en la siguiente figura. 
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La formula de Green es un resultado que expresa una integral doble sobre una region R como 
una integral de linea a lo largo de la curva cerrada C que constituye la frontera de R. 

Todo esto lo expresaremos en el siguiente teorema 


7.15 Isorema lie 1 


Sea R una region simplemente conexa, con frontera C suave a trozos, orientada en sentido 
contrano al de las agujas de un reloj (esto es, C recorre una vez de manera tal que la region 

dM dN 

R quede siempre a la izquierda) si M, N,- y - son continuas en una region abierta 

dy dc 

que contiene a R, entonces: 


f ff dN dM 

J M(x,y)dx+ N(x % y)dy = JJ( — - )dA 

c R dx dy 

Demostracion 

Daremos una demostracion solamente para una region que es a la vez verticalmente simple y 
horizontalmente simple. 

Luego la region R se describe en las dos formas. 

R = {(x,y)/aZxZb , /, (x) Z y Z f 2 (ac)} , R = {(x,y) / c Z x Z d , g 2 (y)} 



C = C, + C 2 , R verticalmente simple. 
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La integral de linea f M(x, y)dx puede escribirse como 

| M(i, v)rfr = | M(x,y)dx + ^ M(x,y)dx = ^M(x,f 1 (x))dx +^M(x,f 2 (x))dx 

= Jr[ M(x , f x (*)) - M(x, f 2 ( x))\dx 
por otra parte, tenemos: 

ffcM fb f/ 2 (Jr) dM f* // 2 (*) Cb, , 

JJ - dA- J (J - dy)dx = ] M(x,y) / dx= J [M(x, f 2 (x))~ M(x, f x (x))\dx 

dy a AM dy “ ' AM 


= - J [ M{x, /] (x)) - M(x, f 2 (x))\dx 


En consecuencia se tiene: 


En forma similar para el caso: 


f M(x,y)dx = -\\ - dA 

c p dy 



f N(x,y)dy = £ N{x,y)dy+ £ N(x,y)dy 

= Jj N(g x (y), y)dy+J^N(g 2 (y), y)dy = \ [Af(g 2 (.y)> y)-N(g x O'), y)]dy 
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por otra parte, tenemos: 

ff^V [d f gi(y)cN f i !gi(y) [d , , 

JjT ' < *' 4 = J (J , 4 -^-dxWy=:J N(x,y)j dy = J ftf(gj(.v), y)-N(g l (y), y)]dy 

flX c P.lvl flX c * gi (>0 c 


ax c g,(y) dx 

K 

En consecuencia: j 


f ff cN 

\ c N(x,y)dy = -}}—dA 


f , v ff dM ffr?V ff dN 8M 

Luego: J M(x,y)dx+ N{x,y)dx = -JJ — dA + JJ — dA= JJ (——— )dA 


3y 


dx dy 


Ejemplo.- Usar el teorema de Green para calcular la integral de linea i y 3 dx + (x 3 + 3xy 2 )dy , 

donde C es el camino de (0,0) a (1,1) sobre la grafica de y = x 3 y dc (1,1) a (0,0) sobre 
lagraflca y = x. 

Soiuc|6n 


Gratlcando se tiene: 



aplicando el teorema de Green. 

f 3 3 2 ff dN dM 

J y dx + (x + 3xy)dy= JJ(—- —)dxdy 

<■ „ dx dy 


donde se ticne. 


\M=y i 
t^ = x 3 +3^ 2 


dM , 2 
T = 3y 

dy 

®L = 3x 2 +3v 2 
dx 


J y 3 <& + (x 3 + 3xy 2 )dy = \\3x 2 dxdy = J (J 3 3 x 2 dy)dx 


4 


0 j» 


3 5 3X 4 JC 6 /! 3 1 1 

(3x -3x )<& = (-) / --- 

4 2 '/ o 4 2 4 


J* y i dx+(x i + 3xy 2 )dy = — 
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3*3 2 

Ejemplo.- Mientras esta bajo la action de una fiierza F(x, y)-y i + (x + 3 xy ) j , una 

particula da una vuelta a la circunferencia de radio 3 que se muestra en la figura, usar el 

—^ 

teorema de Green para hallar el trabajo realizado por F . 



w- J c F(,,y-)dr = j (y\ » ! + 3j y 1 ).(dx,dy) 


A 

-l 


y^dx + ix* + 3xy*)dy = JJ 3x L dxdy (por el ejercicio anterior) 

D 

pasando a coordenadas polares r = 3 , 0 ^ 0 £ 2n 

W = \\3x 2 dxdy = f* (J 3 3 r~ cos 2 0 .rdr)d6 = - P* r 4 cos 2 0 /*d9 = — P* cos 2 0 dQ 
J o J o 4 J o / o 4 J o 

243tt 


243 m sen 20 / 2jl 243 243 

8 2/0 8 4 


Ejemplo.- Usando el teorema de Green , evaluar I (arctg;c + y 2 )</;c+ (e y y-x 2 )dy , donde C es el 

Jc 

camino que encierra la region anular que se muestra en la figura. 



C es suave a trazos 
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Soiucion 

En coordenadas polares R esta dado por 1 £ r ^ 3, 0 £ 0 £ 3 


adcmas 


M = arctgx + 

xt y 2 
N = e y-x 


dM 

— = ly 
dy 

dN 

— = -2x 
3c 


Luego por el teorema de Green se tiene: 


J (arctgx +y 2 )dx + (e y y —x 2 )dy 


ff ' 

= JJ(—— 


m 


dx dy 


)dxdy= JJ (-2jc- 2 y)dxdy 


pasando a coordenadas polares se tiene: x = r cos 0 , y = r sen 0 => dx dy = r dr d0 

| (arctg x + y 2 )dx + (e y y -x 2 )dy = -2jj (x,y)dxdy 

R 

Cn j*3 2 [n 52 _ /* 

= -2j (J (rcos0 + rsen0 )rdr)dO = — I (cos0 + sen# )26dG = -—[sen 0 -cos0] / 
o 3 o 3 / o 

52 r , 104 

—y[(o+i)-(°-i)] = — 

Observaci6n.- El teorema de Green puede extenderse para cubrir regiones que no son simplemente 
conexas. 


Ejemplo: (El teorema de Green extendido a una region con un agujero).- 

2 2 

X y .22 

Sea R la region interior de la elipse — + — = 1 y exterior a la circunferencia x + y =1, 

4 4 

calcular la integral de linea 2 xydx + (x 2 + 2 x)dy donde C = C { + C 2 es el contomo de R. 

Soiucion 

Construyendo al figura y luego introduciendo los segmentos rectos C 3 y C 4 . 
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V 



donde C 3 : y = 0 , 1 ^ x ^ 3 , C 4 : y = 0 , 1 ^ x ^ 3 

como C 3 y C 4 son de orientacion opuesta, la integral de linea sobre ellos se cancelan ademas 
se puede aplicar el teorema de Green a la region R eon frontera C = C, + C 2 + C 3 + C 4 

f 2 ff rW rW 

J 2xvdx + (x +2x)dv = )}(—-- )dxdv 

r » A A 

= JJ (2x + 2-2x)dxdv = 2\\dxdy= 2 (area de R) = 2[(3)(2 )tt - (l) 2 ;r] 

R R 

- 2(671 - 7t) = 10 71 


Ejemplo.- 


Con ayuda de la formula de Green, transformar la integral curvilinca 
j) [r+ln(x 2 + v 2 )]e/x + y ln(x 2 + y 2 )dy , donde cl contorno C limita la region D. 


Solucion 


| P = x + ln(x 2 + y 2 ) 
[q = Vln(x 2 +/) 



2y 


x 2 + y 2 


2 xv 

" 

X 2 + V 2 


f [x ‘In, ■ + vln(x' + v‘ )dv = ff (——)-(—)<£> 

r ' ‘ .. dx fh> 


)dxdv 


-jj. 


2xv 


2 v 


2 2 2 2 
X + v x + V 


f f 2 -tv - 2 v 

)dxdy = J J —j-- dxdv 


x + v 
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Ejemplo. 


Mediante la formula de Green calcular la integral £ (2x 3 -y i )dx+ (x 3 + y 2 )dy donde 
C es el circulo x 2 + y 2 =1 



Soluclon 

j>,(2 x 2 -y 2 )dx + (x 2 +y i )dy = \\(^-^-)dxdy, donde 

n J 


\p = 2x l -y l 
1 Q-x 3 +y 3 



2 



2 


j^(2x- y*)dx + (x 3 +y 3 )dy = j\(-r-+—)dxdy = JJ3(jc 2 +y 2 )dxdy donde D : x 2 +y 2 £ 1 

D ^ D 

pasando a coordenadas polares x = r eos 0 , y = r sen 0 

~y*)dx+(x 3 +y 3 )dy = jjs(x 2 +y 2 )dxdy = j‘ {\^r 2 ,rdr)dG =^\d0 = 


11$ Cilculo He Areas Mediante i 


Si R es una region plana, limitada por una curva plana cerrada simple suave a trozos C, 
entonces el area de R viene dada por: 

A(R)=~\ r xdy-ydx 


El contomo de integration es recorrido de modo que la region limitada por el mismo queda a 
la izquierda (sentido positivo) 


Ejempk).- 


Calcular el area limitada por la astroide x = acos 3 r, y = asen 2 t, construyendo 
previamente la curva. 

SftlwttP 


Sea a (/) = (a cos 3 /, a sen 3 /), 0 £ t £ 2xc 
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cuya grafica es: 



3a 


2 J o 


[ 2n 2 2 . f 2 * 1 

I sen t cos t dt = —— J - 

2 J Q 


-cos 2 1 l + cos 2 r 


-dt 


3a_ 

8 


f 2 * 2l , 3a 2 f 2 ,T „ 3a 2 sen4r i / 2 * 3 a 3a 2 n 

-j sen 2t dt = I (l-cos4r)A =-[f-- —1/ =-(2^-0) = ——p 

J o 16 'o 16 4 7 o 16 8 


EJemplo.- Calcular el area de la figura limitada por las curvas y = x 2 ,x = y 2 , 8 xy = 1 (se tiene 
en cuenta el area adyacente al origen de coordenadas). 

Soluclon 



y =* 

Zxy = 1 


x = y 
8 xv = 1 


1 

x = — 

2 


v = — 
4 


><(-. 1 ) 

2 


x = — 

4 


y ~i 




2 J c 


xdy-ydx 


A = — \ xdy- ydx + — J xdy-ydx + — J xdy-ydx 
2 j oa 2 2 80 

2 J o 8 j m x 4 J t4 V 24 P 
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Ejemplo.- Si R es la region del primer cuadrante del piano XY limitado por las curvas 4y = x, 
y = 4x, xy = 4. Hallar el area de R. 

Solucion 

Ubicando la region R. 



Ejemplo.- Caleular el area de la region interior a la circunferencia x 2 +y 2 =4 y exterior a las 

circunferencias ( x -\) 2 + y 2 = — (jc+ 1) 2 +y 2 =~,x 2 +(v-l) 2 =‘~, x 2 +(y + l) 2 = — 

4 4 4 4 



Solucldn 

Construyendo la region cuya area vamos a caleular. 
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como C = Q u C 2 u C 3 u C 4 , entonces 

-it 


A(R) = — J xdy-ydx 

2 c 


1 f 

v<£r-(— I xdy-ydx + 

2 C 2 


If If If 

+“J xdy-ydx+- J. x^-^c*c+-j xdy-y)dx 

2 H 2 c 4 2 c 5 

Tt K 7Z 7t 2 

= 4/r -(—-i- — +—+—) = 4n - re = 3n u 
4 4 4 4 

—> 

Ejemplo. Hallar el area de la region limitada por la cicloide a(t) = ( 0 (r-sen/), 0 (l-cos/)), 

0 £ t ^ 2 tt y el eje X. 

Solucjdn 

C=C 1 uC 2 , donde las parametrizaciones de C x y C 2 . 

-* 

a i (/) = (/, 0), 0 ^ t ^ 2 tt: 



1 f If If 

^(i?)= —J xdy-ydx = — J xtfy - y + —J xdy-ydx 

2 L 2 c \ 2 c 2 

1 T27T 1 fO 

= — I 0 + — I a(r-senr)<3 scnt-a(l-cost)a(l-cost)]dt 
2 0 o 2 

a f0 2 2 « fO 22 

= — J (/sen /-sen / -1 + 2 cos/ -cos /)d/ = —I (/ sen / + 2 cosf -2)dt = 3/r a u 

2 2w 2 2 * 


1) Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral | (x 1 2 + y 2 )dx + (x + y 2 )dy , si C es el 
contomo del triangulo con vertice: A(l,l), B(2,2), C(l,3) recorrido en el send do contrario de 


4 

Rpta. 

3 


las agujas del reloj. 
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2) Aplicando el Teorema de Green, calcular al integral -x 2 ydx + xy 2 dy , donde C es la 

2 2 2 

circunferencia x + y = R recorrida en el sentido contrario al de las agujas del reloj. 


Rpta. 


R 2 7t 


3) Aplicando la formula de Green, calcular la integral 
£ ^jx 2 + y 2 dx + y[xy + ln(x + -yjx 2 + y 2 )]dy , donde C es el contomo del rectangulo 1 4, 

0 <; y £ 2. Rpta. 8 


4) Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral (1 - x 2 )ydx + x(l + y 2 )dy , donde C es 


2 2 2 

el contomo dado por x + y = R . 


Rpta. 


r\ 


5) Aplicando el Teorema de Green, Evaluar la integral | (2x-y 3 )dx-xydy , siendo C el 

2 2 2 2 

contomo de la region limitada por la circunferencia x +y =1 yx +y =9. 

Rpta. 60 n 

6) Aplicando el Teorema de Green, calcular al integral jj e x dx + xydy , siendo C la curva 

definida por |jc| + |y| £ 2. Rpta. 0 


7) Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral 

r x 2 

3 ) [xln(l + y 2 )-x 2 (y-l)]d!r + [-- + y 2 (x + l)]dy , siendo C la porcion de la 

c 1 + y 2 

2 2 2 

circunferencia x +y -a en el primer cuadrante y en el sentido del punlo (a,0) hasta el 


punto (0,a). 


Rpta. 


4 ~ 3 

n a la 


- +- 

o ^ 

O J 
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8) Utilice el Teorema de Green para calcular la integral | ( 2x 3 - y 3 )dx + (x 3 + y Z )dy , donde 


2 2 

C es la circunferencia x + v = 1. Rpta. — 

2 


9) Utilice el Teorema de Green para calcular la integral -ydx + xdy, donde C es el anillo 


a 2 ^ x 2 -by 2 £ b 2 donde 0 < a < b. 


Rpta. 2 n(b 2 - a 2 ) 


10) Utilice el 


Teorema 

2 


de Green para calcular la integral 


<£ (3x 2 e y — x 2 y —-—)dx + (x 3 e y + cos y)dy , alrededorde x 2 -by 2 = 1. 

Jc ^ 3 

n 

Rpta. — 

2 

11) Aplicando el Teorema de Green, calcular la integral 
| (4y-e x cosy)dx-(y 2 +e x seny)dy, en sentido antihorario y alrededor del 
paralelogramo cuyo vertices son (0,0), (2,0), (3,1) y (1,1). Rpta. -8 


12) Mediante el Teorema de Green, calcular al integral 

f 4 2x 3 v 4 4 

J> (sen x + e )<£c + (cos y - e y )dy , donde C es la curva x +y =16. Rpta. 0 

13) Calcular la integral aplicando el Teorema de Green (e x -x 2 y)dx + 3x 2 ydy , donde C es la 

2 2 41 
curva cerrada determinada por y = x , x - y . Rpta. — 

70 

Por los puntos A(1,0) y B(2,3) se ha trazado una parabola AmB, cuyo eje coincida con el eje 
OY, y su cuerda es AnB. Hallar | (x + v)dx - (x-y)dy , directamente aplicando el teorema 

1 

Rpta. — 

3 


14 ) 


de Green. 
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15) Aplicando el Teorema de Green, calcular las integrates indicadas (antihorario) alrededor de la 
curva C. 

a) £ (e* ~e x cosy)dfrc + (sen y-y)dy , donde C: circuito que encierra la region 

i K 

1-e 


R: 0<x<rc,0^y^ sen x. 


Rpta. 


4 

a n 


f 2 2 2 2 > “ ' 

b) j xy dx-x ydv donde C: x +y =a Rpta. — 

r 2_ 2 2_ 2 2 2 2 

c) * cos2xydx + e > ' sen2xydy y donde C: x +y =a Rpta. 0 


2 2 

f x y 

d) d) (x + y)dx + (y -x)dy , donde C: —r- +—r = l Rpta. -2 n ab 


i r ' - — • 2,2 

JC a b 


r 22 

e) j e* sen y- my,e x cosy-m).(dx,dy ), donde C es la parte superior de x +y = ax y 

el eje X. Rpta. - 


2 

a 7t m 


16) Aplicando cl Teorema de Green, calcular al integral f 2(x 2 + y 2 )dx + (x + y) 2 dy , donde C 

es el contomo de un triangulo, cuyos vertices estan en los puntos A(l,l), B(2,2) y C(l,3) y 

4 

que se recorre en sentido positivo. Rpta. — 

3 


17) Calcular la integral de linea aplicando el Teorema de Green 
| (senh x — 1) sen ydx - (cosh x - cos y)dy , en sentido contrario al movimiento de las 


71 


manecillas del reloj alrededor del rectangulo 0 <: x <: 2, 0 £ y£ — Rpta. 2 

2 
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18) Mediante el Teorema de Green, calcular la integral j> x 2 ydx + xy 2 dy , donde C es la 

frontera de la region S en el primer cuadrante limitado por las graficas y = x , y 3 = x 2 . 

1 

Rpta. - 

198 

19) Calcular la integral aplicando el Teorema de Green (x + y 2 )dx + x 2 ydy (en el sentido 

positivo) donde S es la region limitada por la curva y 2 = x, |yj = 2x -1 

20) Calcular la integral aplicando el Teorema de Green j> (x 2 + y 2 )dx + (2x + y 2 )dy , donde C 

es la frontera del cuadrado con vertice (1,1), (2,1), (2,2) y (1,2). Rpta. -1 

21) Calcular (y - x)dx + (2x-y)dy , sabiendo que C es frontera de la region limitada por las 

graficas y = x e y = x 2 ~x . Rpta. j 

X 2 y 2 

22) Si R es la region interior a la elipse + 1 y exterior a la circunferencia x 7 +y =4 

calcular la integral de line a j 2xydx + (x 2 +2x)dy . Rpta. 16 n 

23) Evaluar (2x 3 -y 3 )dx+(x* + y 3 )dy , donde C es el circulo unitario. 


Rpta. 


3 n 


24) Calcular | (2y 2 -x 2 )dx + (3x 2 -y 2 )dy r , donde C es el circulo de ecuacion 


y 2 +(x-<3) 2 =a 2 . 


25) Calcular la integral de linea aplicando la formula de Green. 
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a) jj (x 2 -y 2 )dx + (x 2 + y 2 )dy, donde C es el contomo formado por la 

semicircunferencia y - ^r 2 -x 2 y el eje X. Rpta. 2r 2 

b) | (x + y) 2 dx - (x - y) 2 dy , donde C es el contomo formado por la sinusoide y = sen x 

y el segmento del eje X para 0 £ x ^ n. Rpta. - 4 n 

c) | (x + y) 2 dx-(x 2 +y 2 )dy, donde C es el triangulo con vertice 0(0,0), A(1,0) y 

B(0,1). Rpta. -i 

26) Utilice el teorema de Green para evaluar | (1 + tg v)dx + (x 2 +e y )dy, en donde C es la 
frontera orientada positivamente de la region limitada por las curvas y = ^x , x = 1, y = 0. 


27) 


Calcular J F .d r en donde F(x, y) = (y -x ) i + xy~ j y C consta de la circunferencia 
Jt 2 +y 2 =4 de (2,0) a (^2^2) y los segmentos rectilineos de (a/ 2,V2) a (0,0) y de (0,0) a 


( 2 , 0 ). 


Rpta. n +—(— -1) 
3 2 


28) Verificar el Teorema de Green en el piano para jj (x 2 - xy 3 )dx + (y A -2xy)dy donde C es 
un cuadrado cuyos vertices son (0,0), (2,0), (2,2), (0,2). Rpta. 8 


29) Comprobar el Teorema de Green en el piano para jj 2(x 2 + y 2 )dx + (x + y) 2 dy , donde C es 
el contomo de un triangulo cuyos vertices estan en los puntos A(l,l), B(2,2), C(l,3) y que se 


recorre en sentido positivo. 


Rpta. -- 
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30) Hallar el valor de la integral curvilinea de la funcion F{x 9 y 9 z) = (x 2 9 y 2 9 z 2 + y) segun la 
curva C: a(t) = (ln(r + 2),seny t 9 t 1 +y) desde el punto A del piano x = 0 al punto B del 


piano z = — A, B pertenecen a C. 


In 3 2 10 8 

Rpta.-- + — r 


31) 


Calcular el area limitada por las parabolas y 2 = x 9 x 2 = y. 


Rpta. —u 


32) Calcular el area limitada por la elipse x = a cos t, y = b sen t. 

Rpta. 7i ab 

33) Calcular el area del cuadrilatero que tiene por vertice (0,1, (4,5), (1,6), (-1,1). 

2 

Rpta. —u 


34) Calcular el area de la figura limitada por el contomo OABCO si A(l,3), B(0,4), C(-l,2), 
0(0,0), OA , BC y CO son los segmentos de las rectas y AB es el arco de la parabola 


A ^ 

y-4-x 


25 2 

Rpta. —u 

6 


35) Calcular el area limitada por la cardioide x=2r cos t - r cos 2t. y =2r sen t - r sen 2t. 

Rpta. 6 nr 2 


3 3 


36) Hallar el area de la figura limitada por la linea x + y = axy. 
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CAPITULO VIII 


8, INTEGRAL DE SUPERFICI£j 


8,1 Representation Implidta y Explicita de 


Se conoce que una superficie S se puede representar en la forma S: F(x,y,z) = 0, por 
ejemplo: 2x 2 +3>’ 2 — z - 0, donde x, y, z son coordenadas cartesianas de R? , ademas 
2x 2 +3y 2 - z = 0 es una superficie de nivel cero de la funcion escalar 
F(x,y,z) = 2x 2 + 3y 2 -z. 

Tambien conocemos que el gradiente V F(x,y,z) es un vector normal a la superficie S en 
(x,y,z) g S siempre que V F(x,y,z) * 0; y para que la superficie S tenga una unica normal en 
cada punto, la funcion F debe de ser de clase C 1 (es decir sus primeras derivadas parciales 
deben ser conti nuas) y por lo me nos una de estas tres derivadas parciales debe de ser 

-> VF 

diferente de cero. Luego un vector normal unitario a S es N = ^ asi como tambien 

Ml 

-> VF 

- N = - . , bajo estas condiciones dadas a F tambien asegura la existencia de un piano 


tangente a la superficie S en el punto (x, y, z) g S 
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Ffx.y.z) = 0 


N = 


A la expresion S: F(x,y,z) = 0 se denomina una representation implicita de la superficie S. 
Tambien es posible hallar una representacion explicita de la superficie S de la forma: 

S: z "g( x .y)' 

a la cual siempre es posible asociarle una representacion implicita. 

S: F(x,y,z) = 0 

definiendo la funcion F como F(x,y,z) = g(x,y) - z 


8J Representation Parara&rica de iina Superficie] 

Sabemos que una curva en el piano puede ser representada por una ecuacion de la forma: 

C: f(x,y) = 0, 

por ejemplo, la circunferencia unitaria 

C: x 2 + y 2 =1, 


que resulta ser una curva de nivel cero de la funcion f(x, y ) = x 2 + y 2 - 1. 
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Tambien sabemos que es posible expresar la curva C mediante una representacion 
parametrica como: 

C: l x = cos, f I€ |o,2k]; 

[y = sen / 

—f 

esta representacion parametrica determina una funcion vectorial continua r(t) de variable t 


definida por r : [o, 27 i] - >R 2 , tal que: r (r) = (*(/),;;(*)) = (cosr,senr) 



En forma similar se puede representar parametricamente curvas en R 3 , 


r{t)-{x(t\y(t) y z(t)) y poi ejemplo; la helice circular r(() = (cost,sent,t) . 


En forma similar es para el caso de las superficies que pueden representarse 
parametricamente, pero en este caso debe estar en terminos de dos parametros. 



Hefiiiteidii 



Sean x, y, z funciones de u y v continuas en su dominio D del piano u v. 
La superficie S es el conjunto de puntos (x, y, z) dado por: 


r ( u, v) = x(u , v) i + y(u , v) j + z(u, v) k , que se llama una superficie parametrica. 


Las ecuaciones x = x (u,v) , y = y (u,v) , z = z (u,v) son las ecuaciones parametricas de la 
superficie S. 
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Si S es una superficie parametrica dada por la funcion vectorial r entonces S es recorrida 
por el vector de posicion r (u, v) cuando el punto (u,v) se mueve en el dominio D. 




Ejemplo.- Identificar y hacer un esbozo de la grafica de la superficie parametrica S dado por 
—> —> -> —► 

r(u,v) = 3cosu/+3senu/+v£ , donde 0 ^u<;2ti y 0£v£4 



So|uc|6n 



Como x = 3 cos u , y = 3 sen u, para cada punto (x,y,z) de la superficie; x e y estan 
relacionados por al ecuacion x +y~ =9, es decir que cada seccion de S paralela al piano 

XY es un circulo de radio 3 centrados en el eje Z, al ser z = v, con 0 ^ v £ 4 la superficie es 
un cilindro circular recto de altura 4. 


Not*.- En forma similar a lo que ocurria en las representaciones parametricas de las curvas, en las 
superficies hay muchos conjuntos de ecuaciones parametricas que represent an a una 
superficie. 
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Ejemplo.- 


Identificar y dibujar la superficie parametrica S dada por: 

?/. ■ 

r(u,v) = senw.cosv/ + senw.senvy + cosu£ donde 0 <u<tc y 0<v^2n 


Solucion 




Para identificar la superficie, utilizaremos identidades trigonometricas con el fin de eliminar. 
el parametro x 2 + y 7 + z ? = sen 2 w.cos’ v + sen 2 w.sen 2 v + cos 2 u 


= sen 2 u(cos 2 v + sen 2 v) + cos 2 u = sen 2 u + cos 2 u =1 
por lo tanto cada punto de S esta en la esfera unitaria centrada en el origen 


1M Baflar Ecaaclones Faramforlcas para las 


En los ejemplos anteriores se pedia identificar la superficie dada por unas ecuaciones 
parametricas. Ahora el problema es inverso, es decir dada la ecuacion de una superficie se 
tiene que encontrar las ecuaciones parametricas, un caso sencillo es cuando una superficie es 
dada en forma expiicita z = f(x,y) su representacion parametrica es: 


r(x,y) = xi + yj+f(x,y)k 
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EJempio.- Escriba las ecuaciones parametricas para el cono z = -^x 2 * y 2 

Solucidn 

Como z = /(jc, y) = ^fx^+y 2 entonces x e y son los parametros por lo tanto el cono tiene 
una representation dado por la funcion vectorial. 

-> -> r~ 2 T~* 

r(x,y) = xi+yj+^x + y ‘ k , donde (x,y) varia en todo el piano XY. 

Otro tipo de superficie facil de representar en forma parametricamente es el de las superficies 
de volumen, concretamente, para representar la superficie generada al girar la grafica 
y = f(x), a < x < b entomo al eje X, usaremos: x = u, y = f{u) cos v, z = f(u) sen v, donde 
a^u^b y 0 ^ v <: 2rc 


EJempio.- Escribir las ecuaciones parametricas para la superficie de revolution obtenida al hacer 

girar f(x) = -, 1 ^ x £ 10 entomo al eje X. 
x 

Soluci6n 


x = u, y = C °^ - V , z = SenV , donde l^u^ 10 , 0 ^v£2ti 
u u 

Daremos las representaciones parametricas de las siguientes superficies: 
1) Para la esfera x 2 +y 2 +z 2 = R 2 sus ecuaciones parametricas son: 


r(u, v) = (/? senu.cosv,i?senu.sen v,J?cosu), O^u^rc , 0 ^v^2tt 


2 ) 


Del elipsoide 



sus ecuaciones parametricas son: 


S: 


x = a sen v.cosw 
y = asen v.senw 
z = ccosu 


0Zu£2n 

0£v£n 
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3) 


Del hiperboloide de una hoja 




sus ecuaciones parametricas son: 


5: 


x = a cosh v.cosw 
y = b cosh v. sen u , 
z-c senh u 


veR 


4) 


Del hiperboloide de dos hojas 


x y z 

——-- = -1 sus ecuaciones parametricas son: 

a 1 b~ c~ 



x-a senh v.cosw 
y = 6 senh v.sen u 
z = c coshv 


1 <£ u £ 2n 
V€< -00,00 > 


5) 


Del paraboloide eliptico 



sus ecuaciones parametricas son: 


x = av.cosu 
y = bv. sen u , 


u g [o,2ti] 
V e [o, 00 > 


6) Del paraboloide hiperbolico z = —-— sus ecuaciones parametricas son: 

a b~ 


x = av.cosw 


S : 


y = 6v.sen u , 
z = v 2 cos 2 u 


u g [ 0 , 2 k] 
V G [o, oo > 


7) 


Del cilindro eliptico recto 



sus ecuaciones parametricas son: 


S: 


x = a. cosu 
y =Z?.senu , 
z = v 


u g |o,2n] 

V G < -oo, oo > 
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Sea S una superficie parametrica dado por: r(u, v) = x(u, v) i + y(u,v) j+z{u,v)k sobre 

una region abierta D en la que x, y, z tienen derivadas parciales continuas, las derivadas 
—* 

parciales de r con respecto a u y v se define asi: 


jT . dx(u,v) -r t fo(t<,y) -J t dz(u,v) ^ . -* _ dx(u, v) f | dy(u, v) | dz(u, v) J 

du du du dv dv dv 

cada una de estas derivadas parciales es una funcion vectorial interpretada geometricamente 
en terminos de vectores tangentes, es decir: 

—> 

si v = v 0 se mantiene constante, entonces r(w, v 0 ) es una funcion vectorial de un unico 
parametro y define una curva C x en la superficie S. 

El vector tangente a C x enelpunto (x(u 0 , v 0 ),y(u 0 , v 0 ),z(« 0> v 0 )) viene dada por: 

, ,_fo(u 0 ,v 0 )-? dy(u 0 ,v 0 )^ dz(u 0 ,v 0 ) '> 

r u v o) -1- 1 H -1-7 +-i- K 

au ou ou 


en forma analoga si u =u 0 se mantiene constante r {u 0 , v) es una funcion vectorial de un 
unico parametro que describe una curva C 2 en la superficie S. 

El vector tangente a S en el punto (x(u 0 , v 0 ),y(« 0 , v 0 ),z(w 0 , v 0 )) viene dado por: 
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Si el vector normal r u xr v no es 0 para algun (u,v) e D, la superficie S, se dice que es suave 
y tendra piano tangente. 

Nota.- Una superficie es suave si no tiene puntos angulo^os 6 de tipo cuspide, por ejemplo: la esfera, 
el elipsoide y los paraboloides son suaves, mientras que el cono no lo es. 

gj Vector Normal a qna Superficie Parametrica |p»e| 

—» —♦ —• -* 

Sea S una superficie parametrica suave r(u, v) = x(u y v) i + j/(u, v) j+ z(u y v) k y definida 
sobre una region abierta D del piano UV. Sea (w 0 , v 0 ) un punto de D, un vector normal en 
elpunto (■* 0 ,.y 0 ,z 0 ) = W«o, v’ 0 ),^(u 0 » v o)» z ( u o» v o» viene dado por: 

i J * 

dx dy dz 

8u 8u du 
dx dy dz 

dv dv dv 


W = r„(u 0 ,v 0 )xr v (u 0 ,v 0 ) = 


Ejemplo.- Hallar una ecuacion del piano tangente a la superficie 

-> -> -* 2 

r(u, v) = 2u cos vi + 3w sen v j+u k en el punto (0,6,4). 

Solucion 


El punto del piano UV que se aplica en el punto (x, y, z) = (0,6,4) es («,v) = (2,—); la 


derivada parcial de r es : 


r u = 2cosv i + 3senvy'+ 2uk 

-f —> -> -♦ 

r v = -2w sen v i + 3u cos v y+ 0 k 


r u ( 2,-) = (0,3,4) 
^(2,|) = M,0,0) 


el vector normal es: N = r yX r v = 


i j k 
0 3 4 

-4 0 0 


= (0,-16,12) = ^(0,4-3) 


P: N.(x - 0>y - 6,z - 4) = 0 de donde P: (0,4,-3).(x, y - 6, z - 4) = 0 


P: 4y -3z = 12 

















850 


Eduardo Espinoza Ramos 


Sea S una superficie parametrica suave r(w, v) =x(w, v) / + >>(m,v) j+z(u,v)k definida 

sobre una region abierta D del piano UV, si cada punto de S corresponde exactamente a un 
punto del dominio D, el area de la superficie S se define como: 


Area de la superficie =J| 

^ = Jjll\x^|^, 

donde: 

r 

D 



dx dv "* dz 7 

r u = — 1 +— 7 + —k 
du du du 

"• dx~! dy "J dz 


para el caso de una superficie dada por la ecuacion z = f(x,y), cuya parametrizacion es la 
—► —► —► —♦ 

fimcion vectorial r(x y y) = x i + y j+ f(x,y)k definida sobre la region R del piano XY de 

—* -*-»—> -» 

donde r x (x, v) = i + f x ( x,y)k , r, (x, y) = j+f y (x, y)k 


Se observa que: r x xr = 


/ j k 
1 0 f x (x,y ) 

0 1 f r (x,y ) 


= (-/,( Jf. I) 


, . -- j 

|| r, xr y || = Jl + f x (x 7 y) + f y ( x , >>) , de donde el area de la superficie S es: 


AS) = JJII r x xr y II dA = JJ\/l+ (/, (*, y )) 2 + (f y (x, y)) 2 dL4 
/? /? 

Ejemplo.- Hallar el area de la esfera unitaria dada por la ecuacion siguiente: 

-¥ -» 

r(w,v) = senw.cosv/ + senu.senv 7 + coswit , donde el dominio D esta dada por 
O^u^ti , 0 <; v ^ 2 ti. 

Sojuddn 

Calculando las derivadas parciales de r (u, v): 
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r u ( u j v ) — cosu.cos v/ + cosu.sen v j-senuk 

•4 -» -4 -4 

r v (w,v) = - sen u. sen vi -f sen w.cosv j+Ok 
el producto vectorial de estos dos vectores es: 


r^xr 


i j k 

eos u cos v cos u sen v - sen u 

-senw.senv sen a.cos v 0 


2 2 

= sen H.cosvi+sen u.sen vy+sen h.cosm 


j a 2 ^ 2 ^ 2 

I r u xr v II = v 1 sen m.cos v + sen w.sen v + sen u.cos u 

= ^/sen 4 «(cos 2 v + sen 2 v) + sen 2 u. cos 2 u = Vsen 4 u + sen 2 w.cos 2 u 


= -Jsen 2 w(sen 2 w + cos 2 w) = sen w , sen u > 0 para 0 £ u £ tt 
= JJ|| xr v || dA = Jj"sen ududv = J (|sen udu)dv = 4 ku 2 

D D 

Ejeraplo.- Hallar el area de la superficie del toro dado por la ecuacion: 

—» -4 —► —> 

r(u,v) = (2 + cosu)cosv / + (2 + cosu)senvy + senw/: , donde el dominio D viene 
determinado por 0 <, u ^ 2rr y 0<,v £2n. 

Soluc16n 

—► —> 

Calculando sus derivadas parciales de r u , r v . 

—» -> —» —> 

r u = - sen w. cos v j - sen u. sen vj + cos u fc 

—» —* —► — > 

r v = -(2 + cos m) sen vi + (2 + cosm)cos v j+Ok 

el producto vectorial de estos vectores es: 



*•1 
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-senw.cosv 
-(2 + cosw) 


j k 

-senw.senv cosh 
(2+cosw)cosv 0 


II 


r u xr v || = (2 + cosw)Vcos 2 


v.cos 2 w + sen 2 


v.cos 2 w + sen 2 


w 


= 2 + cosw 


ff -> flit fin flit j2n fin n 

A * J J II r u xr v 11^ =1 (|(2 + cosw)</w)</v = | (2w + senw) j dv = I 4ndv = $K* 

D 

»- 8 .loteyratet de" 


Deflnicl6n.- Sea S una superficie de ecuacion z = g(x, y) y R es la proyeccion 
sobre el piano XY, cuya parametrizacion de la superficie S es: 

r (w, v) = x(w, v) i + y(w, v) >+ z(w, v)k y sea f una funcion continua en S entonees la integral 

de superficie de f sobre S es: 

jj/(*. y, z)ds = ||/( r (u, v)) II r u xr v || dudv = JJ f(x,y,g(x, y)J 1 + g](x, y ) + g 2 y (x, y)dxdy 
SR R 


EJemplo.- 


Evaluar la integral de superficie JK + 2 yz)dS siendo S la parte del piano 

2x + y + 2z = 6 en el primer octante. 

Soluci6n 



„ „ „ ^ „ 6-2x-y 

Como S:2x + y + 2z = 6=» S : z «=■-— = g(x, y) 


donde g JC (x,.v) = -l , g y (x,y) = ~ 


^ + gx(x,y)+gy(x,y)=Jl + l+^ = | 


2 
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JJV + 2 yz)dS = jj[ y 1 + 2v( 6 2X y ) J 1+1 + i 


dxdy 


= | JJ (6j> - 2xy)dxdy = | £ (JVy- 2xy)dy)dx - xy 1 ) dx 


3 f ? 


= 6£(3-*) 3 <fr = ~(3-x) 4 /J=^ 


EJempto.- Calcular JJ dS sobre la parte z > 0, de la esfera x 2 + y 2 +z 2 = a 2 . 

s 

Soluci6n 

—* —> —> —* 

La ecuacion parametrica de la esfera es: r («, v) = a sen w.cos v i + a sen u. sen vy + a cos m £ 

como z > 0, entonces 0 < m £ — , 0^v^2tt el elemento diferencial dS del area de la 

2 

—> —► —> —> —► —> 

superficie es dS « r u xr v dudv de donde: r u = a cos mcos v i + a cos u sen vj-a sen u k 

—> —> —» —> 

r v = -a sen wsen v i + a sen u cos v j+ Ok 


i j k 

a cos u, cos v acosw.senv -asenw 
- a sen u sen v a sen u cos v 0 


r u xr v = a 2 sen 2 mcosv i-a 2 sen 2 wsenvy'+(a 2 senwcoswcos 2 v + a 2 senwcoswsen 2 v)k 


-a 2 sen 2 m(cosv / - sen vy) + a 2 sen u cos u k 


II r u xr v II- sen 4 u cos 2 v + a 4 sen 4 u sen 2 v+ a A sen 2 u cos 2 u 


= ^[a A sen 4 u( cos 2 v + sen 2 v) + a 4 sen 2 mcos 2 u 


= sen 4 M + a 4 sen 2 mcos 2 u sen 2 t/(sen 2 m + cos 2 u) - a 2 senw 
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entonces ds = || r u xr v || dudv -a 1 sen ududv 
jjds = JJ || r u xr v || dudv = j*Ja 2 sen ududv 

SR R 

= f ( f 2 a 2 sen udu)dv = -a 2 f cosu/ 2 dv =-a 2 \*(0-l)dv = a 2 n 
Jo Jo Jo / o Jo 

Si la funcion f definida sobre la superficie S es simplemente f(x, y, z) = 1, entonces la integral 
de superficie proporciona el area de las superficie S. 


Area de la superficie = JJ ds 


por otra parte, si S es una lamina de densidad variable y p(x, y, z) es la densidad en el 
punlo (x, y, z) entonces la masa de la lamina viene dada por 


Masa de la lamina = JJ p(x, y , z)ds 


Ejemplo.- Una lamina superficial S viene dada por z =4-2 ^jx 2 + y 2 , 0 <, z £ 4. En cada punto 

de S la densidad es proporcional a la distancia del punto al eje Z, calcular la masa de la 
lamina. 

Soluci6n 


Proyectando la superficie S sobre el piano XY se obtiene 
R : jc 2 +>> 2 £4 y p(x,y % z) = k^x 2 +y 2 usando la 
integral de superficie se tiene 



m = JJ p(x, y, z)ds = JJ k-Jx 2 +y 2 yjl +g?(x,y) +gfay) dA 

s R 

donde g(x,y) = 4-2^jx 2 + y 2 => g x (x,y) = —. = = => g v (x,y) = ~, ■ - 

yjx 1 +y* yjx+y 
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m = ^p(x,y,z)ds =kjj^x 2 +y 2 Ilf 


4x 


4v 

+ —l—-.dxdv 


X 2 + y 2 




X + V 


\L -dxdy = A f f ^j~5^x 2 + y 2 dxdy 

4* 2+ y 2 r 


-k-Jsj (j r.rdr)dQ = k-js J 


271 8 16 ^ 5 k 

-dS = - n 

3 3 


8.9 Orientacion de una 


AJ usar integrales curvilineas para calcular el trabajo, desarrollaremos la forma vectorial de 

una integral de linea J F T ds y donde el vector tangente unitario T indica la orientacion 

positiva a lo largo de C, en forma similar usaremos vectores normales unitarios para indicar 
una orientacion sobre un superficie S en el espacio. 


a) Definicion.- Una superficie es “orientable” si se puede definir en todo punto de S 

que no este en la frontera un vector normal unitario N de modo tal 
que los vectores varien de forma continua sobre la superficie S. 

Una superficie orientable S tiene dos caras distintas, orientar a la superficie consiste en 
escoger uno de los dos posibles vectores normales unitarios. 

Si S es una superficie cerrada, tal como una esfera, se suele escoger como vector 
normal unitario N el que apunta hacia fuera. 

Las superficies mas comunes, esfera, eiipsoide, paraboloide y pianos son orientables, 
ademas en una superficie orientable el vector gradiente proporciona un metodo 
conveniente para hallar un vector unitario para una superficie orientable S 
dada por z = f(x,y), sea F(x,y,z) = z - f(x,y), entonces S admite las dos orientaciones 
asociadas a los dos vectores normales unitarios. 
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—♦ —• —♦ 

7 r VF(x,y,z) ~/x(x,y) i-f y (x,y) j+k 

N = jj-if = — p—i.. . — , normal unitario hacia arriba. 

ll VF ( jc >^ z )| > /i+/, 2 (x,^)+/, 2 (x^) 


—♦ -♦ —* 

Z VF(x,y,z) fx(x,y) i + f y (x,y) j-k 

N = -ir = — . , normal urntano hacia abajo. 

pfiwj 



En forma similar, podemos usar los vectores gradientes 


VF(x, y, z) , F(x, y, z) = y - f(x,z) ; VF(x,y,z) , F(x, y, z) = x - %z) 
para orientar superficies dadas por y = f(x,z) 6 x = f(y,z) 



Una de las aplicaciones principals que permite la forma vectorial de las integrales de 

superficies, tiene que ver con el flujo de un fluido a traves de una superflcie S. Supongamos 

—♦ 

una superficie S inmersa en un fluido que tiene un campo de velocidades continuas F. 

Sea AS el area de un trozo pequefio de la superficie S sobre el cual F es aproximadamente 
constante. 

Entonces, la cantidad de fluido que atraviesa esta region por unidad de tiempo viene 

—> —> 

aproximada por el volumen de la columna de altura F, N , esto es 
AV = (altura)(area de la base) = (F.N)AS 
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por lo tanto el volumen del fluido que atraviesa la superficie S por unidad de tiempo 

—> 

(conocido como flujo de F a traves de S) viene dado por la integral de superficie de la 
definicion siguiente. 


8.11 Definicidn de Integral die i 


Sea F{x,y\z) = P(x,y y z) i + Q(x,y y z) j + R(x,y y z) k , donde P, Q, R tienen derivadas 
parciales primeras continuas en la superficie S orientada mediante un vector normal unitario 


N . La integral de flujo de F a traves de S viene dado por: jj F.Nds 

s 

Geometricamente, una integral de flujo es la integral de superficie sobre S de la componente 


normal de F. Si p(x, y, z) es la densidad del fluido en (x, y, z) entonces la integral de flujo 

[J p F.Nds representa la masa de fluido que fluye a traves de S por unidad de tiempo. 

s 
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2 2 

Ejemplo.- Sea S la parte del paraboloide z = 4-x -y situado sobre el piano XY, orientado 

por un vector normal unitario hacia arriba, como se indica en la figura, un fluido de 

—► —► —► —> 

densidad p fluye a traves de la superficie S segun el campo de velocidades F(x,y,z) = x i+y j + zk . 
Hallar la razon de flujo de masa a traves de S. 


Solucion 

Proyectando S sobre el piano XY tenemos 
S : z = 4-x 2 ->> 2 entonces 

F(x,y,z)=z-4+x 2 + y 2 ,donde R: x 2 +y 2 < 4 

r -* —♦ —♦ 

Y VF(x,y,z) _ 2xi + 2y j+k 

|7F(*,*zj| ^ + 4 ^+ 4 / 

como S : z = 4-x 7 -y 7 => g(x,y) *•4-x 2 -y 7 
dedonde g x (x,y) = -2x, g y (x,y) = -2y 

ds = ^\ + g 2 (x,y) + g 2 .(x,y) dA = ^l + 4x 2 +4y 2 

JJpF.Nd^pJJ ^ +2> ' +Z .Jl + 4x 2 +y 2 dA 
S R V 1 + 4 * + 4 V 

= pjj(2x 2 +2 y 2 + z)dA = pjj(2x 2 +2y 2 +4-.t 2 +y 2 )dxdy 

R R 

= pJJ(4 + x 2 + y 2 )dA = p\ ({ (4 + r 2 )rdr)dO = p\ (2r 2 +—)/ d8 = \2n p 
** •'o (i o 4 * o 



Nota.- A las integrates de flujo podemos escribir en forma simplificada. 
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Sea S una superficie orientada dado por z = g(x,y) y sea R su proyeccion sobre el piano XY. 
0 \\ pF.N ds=\\ F.(-g x (x,y) i - g y {x,y) j+k)dA (orientada had a arriba) 


11 ) 


\\F.Nds = JJ^ , .(g jr (*,.y) i+g v (x,y) j-k)dA (orientada hacia abajo) 


Ejemplo.- Hallarel flujo a traves de la esfera S dada por: x 2 +y 2 +z 2 = a 2 , donde F es el 


campo cuadratico inverso F( r ) = - 


-> 

q r 


qr 


llr'll 2 ||r II ||r II 3 

Supongamos S orientada haci a afuera, como en la figura. 

Sojucj6n 

Solo es necesario calcular el flujo por el hemisferio 



superior z = g(x,y) = -x 2 -y 2 puesto que la 

esfera y el campo son simetricas respecto al origen. 

La proyeccion de este hemisferio sobre el piano XY es 
la region circular R dado por: x 2 +y 2 £ a 2 , ademas 
como las derivadas parciales 

-y 


g x ( x >y )=• 


-JC 


I 2 2 r .g,ix,y)- n—;—5 
V fl -X -y -y 

no son continuas en la frontera de R. 


Consideremos una region circular mas pequena R b dada por: x 2 + y 2 £ b 2 donde 0 < b <a. 
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i t, . q{xi+yj+zk) q(xi+yj+zk) ^ 

Luego: F(x,y,z) = —5-5- T~vT = -i-. entonces el flujo del hemisfeno 

(x'+y' + z *) 3 a 

„ . ff q{x i + y j + zk) y xi+yj 

superior es flujo = // ra JJ-5- ( "}" " " +k)dA 


b~*a 


R* 




■ Hmff( f 1+y,) +*> 

VvV-* 2 -/ a 


- m JJ ( 

b ~ ,a R t a 3 ^a 2 -x 1 -y 2 a 




dxdy 


b ~*“ * a 3 ja 2 -x 2 -y 2 b-™ a ^ 

a [in [b rdr m q [in r~; j jb 

- hm — I (I . - )dU = lim — J -r / ^ 

0 /o 

= lim — J (-Vtf 2 -r 2 +a)d 0 = lim — (a - Va 2 -/> 2 )2;r 


6~>a a 


o’ /J 0 


6 -»fl (J 

2 


Ian b 2 an a 1 

lim - , -(—-77) = 2^?r 

2 a fl + 0 


a a + 'Ja 2 -b 

por lo tanto el flujo sobre toda la esfera es JJ F. Nds = 4 n q 

S 

Observacidn.- El teorema de la divergencia establece que, en condiciones adecuadas, la 

integral triple \fydivF.dv es igual a la integral doble JJf.jVJ.s’, donde 

D S 

—¥ —> —> -> 

F(x,y,z) = P(x,y,z) i + Q(x,y,z) j+ R(x,y,z) k con P,Q, y R funeiones continuas en (x, y, z) que 

dP dQ dR 

tiene derivadas parciales —, —,— de primer orden continuas. 
dx dy dz 
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Sea D una region solida limitada por una superficie cerrada S orientada por un vector normal 
unitario dirigido al exterior de D. 

Si F es un campo vectorial cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales 
continuas en D, entonces: 


\\F.Nds = \\\divF.dv 

S D 

Demostraci6n 


Si hacemos F(x,y,z) = P(x,y,z) i + Q(x>y,z) j+R(x y y,z) k el teorema de la divergencia 

ff “♦ fff dP dO dR 

adquiere la forma: 11 (p i ,N+ Q j . N+ R k,N)ds = JJJ (— +-ZT+—)dVS podemos 

dx dy dz 

s D 

demostrar este resultado verificando que las tres ecuaciones siguientes son validas. 

HpI Nds = \\\^dV 
S D 

\\QjNds = \\\^dV 

\\R~kNds = \\\^dV 
S D 

Como la comprobacion de las tres ecuaciones son similares, trataremos solamente de la 
tercera, por la tanto restringiremos la demostracion a una region solida simple con superficie 
superior z = g 2 ( x ».v) y superficie inferior z = g l (x,y) i cuyas proyecciones en el piano 
XY coinciden y forman la region R. 
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Si D tiene una superficie lateral semejante a S 3 en la figura, entonces un vector normal es 
—♦ —♦ 

horizontal, por tanto R k N = 0. En consecuencia tenemos: 


JJ R k Nds = JJ/? k Nds+ JJ R k \ds+0 

s s { s 2 

En la superficie superior S 2 la normal hacia el exterior se dirige hacia arriba, mientras que la 
superficie inferior S { la normal hacia el exterior esta orientada hacia abajo, por la parte (9.9) 

tenemos: JJfl/t Nds = jj R(x,y,z) k.( ■ 7+-y- j-k)dA 


= -JJ R(x, y, z)dA = -JJ R(x, y,g , (x, y))dA 

R R 

ff„? , ff„, (*.*)-* <%2(*..y)-r. 

JJ/?*.N<fr= JJ/J^.z)^---»-:- j+k)dA 

uy 


= JJ R(x, y, z)dA = Jj R(x, y, g 2 (a:, y))dA 

R R 
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sumando estos dos resultados se tiene: 

JJ RkNd* * JJ R(x,y,gi ( X,y )) dA-jj R(x,y,g t ( x.y)) dA 


= JJ [M*,y,gi (*,>0) - R(x,y,g x (x,^))] dA = JJ[J‘ ‘ dZ]dA = JJJ^ xJV 


ffRk.Nds = \j\^dV 

S D ^ 

analogamente para las integrales 

fjpi .Nds=\\\rrdV 
S D 

JJc7 Nds = fSS~-dF 

S D ' 

al sumar (a), (P) , (y) se tiene: 

WplNds+WQ^jNds+WRkNds^Wl^dV+lW^dV+lW^dV 


dv 


dz 


\\(P^Ql+Rk).Nds = \\\{^ + Q + ^)dV 

S D 

••• \\hx ,y,z).Nds = SSSdivF(x,y,z)dV 


(a) 


•• (P) 


- (r) 


Ejemplo.- Vcrifiquc cl teorema dc la divergencia para la esfera x 2 +y 2 + z 2 =a 2 y 


F(x,y,z) = x i+yj+zk . 


A A A 

«f) = -+-+- = l+Ul = 3 
A A A 


Sslmtta 
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JJJ div(F)dv = JJjtav = 3(-na 3 ) = 4a 3 n 

D D 


... ( 1 ) 


La normal unitaria exterior a S: f(x,y,z) = x 2 +y 2 + z 2 -a es 

-» A F(x,y,z) 2 (xi + yj+zk) xi+yj+zk 

|AF(x,^,z)| ^4(x 2 +y 2 + z 2 ) a 

\\F.Nds = \\(xl+y^j+zl(). ^-- J + Z * ds = -JJ(x 2 +y 2 +z 2 )ds = Sjads = ajjds 
s s ° a s s s 


Como S: x 2 +y 2 +z 2 =a 2 => ds = l + (—) 2 +(—) 2 dA 

\ dx dy 


Tomando la parte superior de la esfera. 


dz -x 



dS= = = dA , tomando toda la esfera se tiene 


n ~* rr adA 2 ff dxdy 

F.Nds= a[211 . —= ■] = 2a ‘ JJ —===== (En coordenadas polares) 

s s sja 2 -x 2 -y 2 S^ 2 -X 2 ~y 2 

= 2al ^ ( t TT=r )d6 = 2 ‘t-^/:d° =2a 2 fad0=4na 3 ...( 2 ) 

Vfl -r 

Luego de ( 1 ), (2) se tiene: .\ JJ F. N. ds = JJJ div F. dv 
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Ejemplo.- Sea D la region solida limitada por los pianos coordenados y el piano 

f f-* -♦ 

2 x + 2 y + z = 6 y sea F(x,y,z) = x i + y j + zk , hallar J J F.N.dS , de donde S es la 

s 

parte superficie de D. 

Solucidn 

Por el teorema de divergencia se tiene: 

jj F. N dS = j]j di v F. dv = /JJ (1 + 2y + 1) dv 

S D D 

= 2 JJJ O' + l)4v =2P(P \t 2X ' 2y (y+l)dz)dy)dx 



*0 *0 *0 


- 2 M>' + 

Ejemplo.- Aplicando el teorema de Gauss. Hallar el flujo del campo 


63 

1 )( 6 - 2x- 2y)dy)dx = — 
2 


• f 3 3 3 2 2 2 

F(x,y,z)=(x ,y ,z ) Hacia fuera de la superficie S: x +y + z -4 

Solution 

Flujo = Jj F.N.dS= JJJ divF.dv = JJJ (3x 2 + 3y 2 +3z 2 )dv = 3 JJJ (x 2 +y 2 + z 2 )dxdydz 

S D D D 

Aplicando coordenadas esfericas se tiene x= p cos 0 sen cp , y = p sen 0 sen (p , z = p cos <p 
donde O^p£2,O<0^2 7 t, 0 £ <p ^ rc, y ademas J( p f 6 ,<p) = p 2 sen (p 

Flujo = jjV.A.<tf = 3 j/k + y 2 +z 2 )dxdydz =3jjjp 2 \J(p,9,<pidpd6d(p 

S D D 

= ^jXf^ sGiupdpdddq) = 3jj (J 0 (J 0 p 4 sen <p dp)d(p)d9 


[ 2 * Cx /2 96 ( 2 x ix 192 f 2 * 384 

= 3 J 0 (J 0 —™<p/ 0 d<p)de =-J 0 -co S <t>/ o dO=—}dO 
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Ejemplo.- 


2 2 

Sea D el solido limitado por el cilindro x = 4, el piano x + z = 6 y el piano XY. 


Hallar 


JJ F.N.dS, 


donde 


es la superficie de D 


7 

F(x,y,z) -(x + senz) i + (xy + cosz) j + e y k 

Soluckm 

Calculando directamente JJ F. N ds es muy diflcil, sin 



embargo por el teorema de la divergencia es favorable. 
JJ/^N.^S = \\\divF.dv- \\\(2x + x)dv = 3jjjxdv 


Mediante coordenadas cilindricas se tiene: 

ff-* —» fff $2n f2 f6-rcos0 

\\F.NdS = 3\\\xdxdydz = l\ (I (J rcosQ .rdz)dr)dQ 

dm d d d d n »a •'a 


*0 '0 '0 


= 3^ (J^ cos0.r 2 (6-rcosd)dr)dd = 3_[ (16cos0-4cos 2 Q)d6 = ~\2n 


1 

—♦ “♦ **♦ 

Si F(x,y,z) = P(x,y,z>) i + Q(x 9 y,z>) j + R(x y y>z) k , y D la region limitada por una 

superficie cerrada S, mostrar que el teorema de la divergencia expresado en coordenadas 
cartesianas es: 



Demostraci6n 


—♦ —► —> —> —> 

Siescribimos F=Pi+Qj+Rk , y iV = cosa i +cos/3 y + cos<5 k 


en general para cualquier superficie S. 
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N. i ds = cosa ds= dydz , N. j ds = cos f3 ds=dzdx , F.k ds = cosy dy= dxdy 

, J ^ ^ ~1 dp dQ dR 

como la divergence de r es V r = — + — + - 

3x dy dz 

[[[vF .dv = fff(— + —+—)dxdydz como F.d s = ££(/> i + + k).N.ds 

JJJ JJJ ar av az , ; 

= JJ (P cos a + Q cos ft + R cos y )ds = JJ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 
s s 

0 F.d s = JJ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 


JJ F A s = JJJ divF .dv = JJJ ( 


a/> a<? a/? 

-h—=■ +- 

cbr ay az 


)dxdydz = JJ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 


JJJ (“^ + + —)dxdydz = JJ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 


Ejemplo.- Usando el teorema de la divergencia calcular jjxdydz + ydzdx + 2zdxdy donde S es 

2 2 

una superficie que consiste de la superficie del paraboloide x +y = 1 -z, O^z^l y 


2 2 

el disco x +y £l,z = 0. 


CnlimlAti 
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Ejemplo.- Usando el teorema de la divergencia. Calcular: Jjjt 1 dydz + x 1 ydzdx + x 1 zdxdy , donde 

5 

2 2 2 

S es lasuperficie cerrada que consiste enel cilindro x +y =a , O^z^b. 


Solucidn 



5 a A b [2 k 7 5a 4 b f2 n 5a 4 b sen20 fin 5 a A bn 

-I cos 0 dO =-1(1 +cos 2 G)d6 = - (0 +-)/ =- 

4 'o g J o g 2 7 0 4 


8,15 Definirfftnes Altetnas M (iradfeate. 


El gradiente de una funcion escalar <j>, escrito grad <j> 6 V<J>, se define: 

rty d<f) ^ rty -* -• ♦ • 

=— i +—j + — k . La divergencia dc f % cscrito por div f 6 V./ sc define como 

dx dy dz 

V./ = lim — £f / d s donde AV es el volumen de la region R limitada por una superficie 
vi r -+o Ay JJ 


cerrada S. El volumen AV contiene siempre el punto en el cual se va a evaluar la divergencia 


V./ cuando AV tiende a cero. 

















Integral de Superficie 


869 


El rotacional de /, escrito rot f 6 V xf se define como: 

Vx f = N map lim 1 I f dr 
vs^oASJc 

-• 

donde AS es la superficie limitada por una curva cerrada simple C y N max es el vector normal 
unitario asociado con AS tal que la orientacion del piano de AS de un valor maximo. 


Observaci6n.- 


linea 


F.d r 


El teorema de Stokes es una generalization del teorema de Green en forma vectorial 
para superficies y curvas en tres dimensiones, establece que la integral de 

es igual a la integral de la superficie J J rot(F) d s con restricciones apropiadas al 


-♦ -»-♦-» j, 

vector F = P i + Q j + R k a la curva cerrada simple C. 

x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) , 0 ^ t £ 1 y a la superficies S: <j>(x,y,z) = 0 acotadaporC. 


|8.16 Tcwana (8e I 


Sea S una superficie orientada con vector normal unitario N , cuyo contomo es una curva 

—> 

cerrada simple C, suave a trozos. Si F es un campo vectorial cuyas funciones 
componentes tienen derivadas parciales continuas en una region abierta D, que contiene 
S y C entonces: 

\ F.d^ = \\rot(F).Nd s 

_ 5 _ 


Demostracion 


Consideremos una superficie S limitada por una curva cerrada simple. Se divide S en N sub- 

regiones tan pequenas que pueden considerarse planas con areas A S x , A5 2 . AS nt En los 

puntos (x f ., y ., z i ) de AS,-, de la definicion del rotacional de (9.15) de: 


N.VxFASj 


l F.d r+e { &S, 
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domic e i ->0, euando AS,. -40 y Nc s cl vector normal unitario asociado con AS, (ver 
figura). La suma sobre la superflcie total S da: 


t 


N.V x F AS ; 


= XJ r F.rf r' + X*,. AS,. 

*=l ' i~l 


Ahora consideremos el limite de esta expresion euando N —> oo. La frontera C i de cada AS f . 
consiste en pedazos que son 6 parte de la frontera C 6 parte de las fronteras de las dos sub- 
regiones adyacentes. Las integrales de linea a lo largo de curvas fronteras adyacentes se 

cancelan, pues los vectores d r tienen direcciones opuestas; asi queda sobre la integral de 
linea a lo largo de C por consiguiente: 


lim 

j V-»oo 


Y,N.VxF&S i 

1=1 


= \\n.V F.ds = \\vxF.d s 
s S 


lim 

N —>oo 



F(t).d r 


F.d r 


asi que euando N —> oo 


If 


VxFd s 


\\F.d r + lim Tx A5, ; 


N —*Oj 


1=1 


para el termino restante 
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I^AS, |s£K!A5, ^K|£a5,. =e m S, 
1=1 1=1 1=1 


donde E m 


-max 


{**) pcro 


£ m~*° 


cuando N —► oo, AS 1 ,- —> 0, entonces lim AA’ ( —> 0 

N->cc 

tyvFd s = ^ r , d s = 


Ejemplo.- Comprobar el teorema de Stokes para F(x,y,z) = 2z i +x j+y k, donde S es la 


superficie del paraboloide z = 4-x 2 -y 2 y C es la traza de S en el piano XY. 



= f 2 <( 4x y +4y+l)dx)dy= j ^ [lx 2 y +(4 y + l)x] /^— 7 4y 


= l 2 ( 8 W 4- >’ 2 + 2 V 4 -y 1 )dy 
= [- 8 ( 4->’ 2 ) 3/2 + >'V 4 -/ + 4 arctg —] j =4 n 
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para la integral de linea, parametrizando la linea C:a (/) = 2 cos/ * + 2 sen / j + 0 k , 0£t< 2n 

j) F.dr = J F(a(t))vL'(i)dt = J (0,2 cos r,4 sen 2 0*(-2senf,2cosr,0)</f 

J * 2 * , fin sen It fin 

(0 + 4cor t + 0)dt = 2| (l + cos2/)<Zf = 2(f +-) / =4;r 

o Jo o / o 


Si F = Pi + Q j + Rk y entonces 
r cK dQ 


f Pdx + Qdy + Rdz = |T((— - ^-)dydz + (--—)dzdx + (^-~—)cbdv] 
Jc JJ dv dz dz dx dx dy 


Demostracitin 


Si F-Pi + Qj + Rken tonces Fd r = Pdx + Qdy+ Rdz y 


VxF = 


i j k 

d_ d_ d_ 

dx dy dz 

P Q R 


,dR dQ T dP dR ~T JQ dP x ~l 
dy dz * dz dx J dx dy 


por el teorema (9.16) se tiene: £ F.d r = JJv xF.d s = JJvx ... (1) 

i 

s s 

-» r 

J c (P i + Q j+ R k )(dx i+dy j + dzk) = f^Pdx + Qdy+ Rdz 


( 2 ) 


| = ff[(-^-^)«+(^-^)>+(^-^)*](cosai + co8P>+cosy*)«fa 

Jr H dy dt fad .r fix dv> 

ffr/^ ae. ^ , dp dR , ftw ap. ., 

- J J [(—- -^)oos ads +(— - —) cos fids + (— - —)cos y<fr) 

5 ^ 
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[t..dR dQ x , , f dP dR... .dQ dP.,,. 

= [(— - -T~) d y dz + “ ~)dzdx + (-— —)dxdy] 

JJ dy dz dz ax ox fa 


••• (3) 


reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene: 

M dQ j ,dP dR^ 


& Pdx + Qdv + Rdz=\[[(—-^-)dvdz + (—-—)dzdx + (^—--)dxdy] 
JC JJ fa fa dz dx fa fa 


Ms Ejtftidos DesarroUad^l 


1) Calcular el area de la superficie sobre la porcion del piano 


-> -* v —* v —* 

r(«,v) = 2w— y'+ — k, donde 0£w^2 y 0 £v^l. 


Soluckm 


Area de la superficie JJ ds = \\lr u xr v \\dA 


r(u,v) = 2 i+Oj+Ok, r v (u,v) = 0 i— 


r,arr v 


1 j k 

2 0 0 

0 -I - 
2 2 


= (0.-L.-1) => \\r u xr v \^2 


A(s) = \\ds = {{ Jldudv = J2(jdv) = du = 2^2 


2) Calcular el area de la superficie sobre la porcion del paraboloide. 

^ *■> -*♦ 

r(u, v) = 4ucosv i + — y + 4wsenv it donde o£u <,4 y0£v^2n. 


Solucl6n 
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dudv , donde 


r u =4cosv i + u y + 4senv k , r v =-4wscnv / + 0 y + 4wcosvfc 


* J * 

4cosv u 4scnv 
-4usenv 0 4ucosv 


2 2 
= (4« cosv,-16«,4« senv) 


II r u xr v II = Vi 61 / 4 cos 2 v + 256u 2 +16u 4 sen 2 v = -^16« 4 + 256« 2 = 4«V « 2 +16 
A(s) = = JJlK xr v = JJ 4u V u 2 +16 dudv =4^ ( uju 2 + 16du)dv 

s D D 

[in 2 2 ,, /4 4 fz* 256(2^2-1) 

= 2j -(« +16)K/ 0 ^v = -J (32V32 - 64)</v =-* 


*o 3 


3 0 


3) Calcular jj"’ + y 2 -3z 2 )dy, siendo S la superficie de la esfera x 2 +y 2 +z 2 =4 que esta 


por encima del piano 2 = 0 . 


Soluc|6n 


Sobre la superficie S se tiene que: 

2^2 2 , r 2 r _ r A 2 r 

z = 4-x -y =>z = ±V4-x -y =>2 = V4-x -y 

dz -x dz -y 

donde —= . - — = = 

dx ^ 4 -x 2 -/ * 44~x 2 ~y 2 
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jj(* 2 +y 2 ~3z 2 )ds = JJ[x 2 +jv 2 -3(4-x 2 -/)] 2 2 dxdy 


V 4 -^ 2 “J 


donde R es el circulo x 2 +y 2 ^4. Simplificanc. 


\\(x 2 +y 2 - 3z 2 )ds =ff 8(* 2 + y 2 - 3) 
s * ^-x 2 -y 2 

pasando a coordenadas polares se tiene: x = rcos#, ^ = r sen#, 7(r, 0 ) = r 


a 


(x 2 +y 2 -32 2 )*=8j[(J o (r‘ -3 )-f—)d6 
s v4 — r 


'2 2 rJr 


f 2« f 2 I -^ r 32 

= 81 ( [-rV4-r 2 + ]<fr)<*0 --w 

Jo Jo V4-r 2 3 


4) Calcular JJ (at 3 dydz + y 3 dzdx + z 3 dxdy donde S es la esfera de centra 0 y radio a. 
s 

Solud6n 

Mediante el teorema de Gauss. 

8P dQ SR , 


JJ Pdydz +£Mzatc + /MWy = + ^ + ^-)dxdydz 


luego p(x,y,z) = or 3 , Q(x,y,z) = y 3 , R(x,y,z) = z 3 


JJ x 3 dydz+ y 3 dzdx + z 3 dxdy = jj3(x +y 2 + z 2 )dxdydz 


donde V es el volumen encerrado por la esfera S. 

I ; 

En la integral triple pasamos a coordenadas esfericas 
JJJ 3 / 7 4 seiupdpd<pdO = 3 } ({ ({ p 4 sen<pdp)d<p)dO = — 7ta 
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5 ) 


6 ) 


Hr- 


Si F(jc,y,z) = 4y i + x j + 2zk , calcular JJ r x F.d s y sobre el hemisferio 

s 

111 1 v A 

x +y + z =a , z ;> 0. 

Soluckm 



La forma de la integral es de la integral de superficie, 
luego por el teorema de stokes se tiene: 

ffvxFd s =^F.d r = J 4 ydx + xdy + 2zdz , donde C 


es 


la circunferencia x 2 +y 2 =a 2 , z = 0, dirigido como se 


muestra en la figura. 

La representation parametrica de C es x = a cos t, y = a sen t, z = 0, donde 0 <> t £ In . 
JJv* F.d s = ^4ydx + xdy + 2zdz = J(4a senr.(-asen/) + acos/.acosr)<fr 

= J -4a 2 sen 2 f + a‘ cos 2 tdt = a 2 J (cos 2 r.4sen 2 f)df = a 2 J [ ^ C ^ S f - 2(1 -cos 2 

a f2* ^ j 

= —j (-3 + 5cos t)dt = - 3 a n 
2 0 


Hallar \\F.N.ds, siendo F(x,y,z) = 4xz i -y^ j + yzk y S la superficie del cubo limitado 
por x = 0, x = 1 , y = 0 , y = 1 , z = 0 , z = 1 . 

Solucj6n 

Por el teorema de la divergencia se tiene: JJ F.N.ds = JJJ V.F.dv 

s v 

V 

= \\\(4z-y)dv = j (j \(4z-y)dz)dy)dx) = f (f (2-y)dy)dx = — 


2 . 


'0 0 0 


0 '0 
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7) Hallar JJ r .N.ds, siendo S una superficie cerrada. 

Soluci6n 

Por el teorema de la divergencia se tiene: 

S V V 7 

- JJJ(— + — + ~)dv = 3 JJJ dv = 3v, donde V es el volumen limitado por S 

v dx dy dz r 

8) Demostrar JJ}(0V 2 i//- \f/V 2 ij>)dv = JJ(0Vy- \^<j>)d s 

v s 

Solution 

Sea A = y en el teorema de la divergencia de Gauss. 

j\\v(4>VY)dv = N.ds = s 

V s s 

ahorabien V(0Vi//) = 0(V.Vy) + (V0) + (V^) = ^V 2 i//+ (V^)(V y/) 


con lo que J*JJ"[V(^V \y)dv = JJJ^ 2 y/+ (V(j>)(Vy/)]dv 


obien V + (V^)(V^)>= jj((t>Vy/)d 7 


- ( 1 ) 


que demuestra la primera identidad de Gauss, cambiando <j> por y en (1). 

+ (Vv/)(V^)]tfv = j\(yV<l>).d s 
V s 

j\\ ' V - y/V 2 <t>)dv = \ j {jV V - \i/V+).d s 


restando (2) de (1) se tiene: 
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9) Demostrar JJJ" V<pdv = JJ 0 N ds 


Solucion 


En el teorema de la divergencia, haremos A = <p c, siendo c un vector constante, entonces 

JJK c)dv = JJ (ft c.Nds 

v s 

—> —► —> —> —> —► —> 
como V(</> c) - (V<p ). c = c.V<f> y (f> c.N = c(<p N) 

JJJ c V(f)dv = \\ c(<f> N)ds, sacando c fuera de la integral c JJJ Vcpdv = c JJ <p Nds 
vs vs 

como c es un vector constante arbitrario por lo tanto JJJ V<pdv = JJ$ N ds 


2 2 2 2 

r.d s , donde S es la superficie de la esfera x + y + z = a . 
s 

SolucI6n 


En el punto P(x,y,z) de la superficie de la esfera S, el vector de position r =x i +y j + zk y 

—► 

el vector unitario exterior N normal a la superficie S apuntan directamente hacia el lado 

—► 
f 

opuesto del origen, es decir N =e r = ——, entonces para partir de la superficie 

Hr I 


r.N=r. 


r 'lr \\ 2 


= I r |f = a , y como el area de la superficie de una esfera es 


I r || N r i 


4jra* 


|J r.d i r * JJ r.Nds = ajfds = «(4jra 2 ) = 4/ra’ 
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1) Evaluar la integral de superficie dada: 

a) ^ydS, en donde S es la porcion del piano 3x + 2y + z = 6 comprendida en el primer 

Rpta. Wl 4 


5 

octante. 


b) JJx dS , en donde S es la superficie y = x 2 + 4z, 0 < x ^ 2, 0 < z < 2. 
s 

33-V33 -17-Vl 7 


Rpta. 


c) JJxt/S , en donde S es la porcion del piano z = y + 3 que se encuentra en el interior 

5 " 

nji 


. delcilindro x 2 +y 2 =\. 


Rpta. 


d) ^(x 2 z + y 2 z)dS , en donde S es el hemisferio x 2 + y 2 +z 2 = 4, z£ 0. 

■S 

Rpta. 16 7i 

rr 2 2 22 

e ) 11 (x y + z )dS , en donde S es la porcion del cilindro x + y =9 comprendida entre 


los pianos z = 0, z = 2 


Rpta. 16 n 


f) JJ vzdS , en donde S es la superficie con ecuacion parametrica x = uv, y = u + v, 

z = u — v, w 2 +v 2 =1 Rpta. 0 

g) JJz dS , en donde S es la porcion del paraboloide z = x 2 + y 2 que se encuentra bajo el 

0 # , 391 ^/ 17+1 

Rpta. n{ -) 


piano z = 4. 


60 
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h) jj(x 2 z+y 2 z)dS , en donde S es la porcion del piano z = 4 + x + y que se encuentra 


en el interior del cilindro x 2 + y 2 = 4. 


-+ 

F xi S del campo vectorial F dado y la superficie 

—> 

orientada S indicada. En otras palabras, encuentre el flujo de F atraves de S para superficies 
cerradas, utilice la orientacion posiliva (hacia fuera). 

a) F(x, y,z) = e y i + ye x j+x l v k \ S es la porcion del paraboloide z =x + y que se 
encuentra arriba del cuadrado 0 £ x ^ 1, 0 £ y <1 y tiene orientacion hacia arriba 

_ # ll-10c 

Rpta. - 

6 

b) F(x y y,z) = x i + y j+zk ; S es la esfera x 2 + y 2 +z 2 =9 

Rpta. 108 n 


c) F(x, y, z) = y j-zk ; S consta del paraboloide y = x ' +z , 0 <! y ^ 1 y el disco 


x 2 +z 2 =1 , y = 1 . 


Rpta. 0 


d) F(x y y , z) = x i + 2 v y'+3z k ; S es el cubo con vertice (±1, ±1, ±1). 

Rpta. 48 


e) F(x, y, z) = xz i - 2y j+3xk , S es la esfera x 2 + y 2 + z 2 =4 con orientacion hacia 


fuera. 


Rpta. - 


64 * 


f) F(x, v,z) = x 2 i + xv j+zk y S es la por on del paraboloide z = x 2 +y 2 que se 
encuentra debajo de! piano z = 1 con orientacion hacia fuera. 
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3) Hallese el flujo de la funcion Fix,y , z)=2x i-y j atraves de una parte de la superficie del 
cilindro x 2 +y 2 = R 2 , x£ 0 , y^O, O^z^H, en direccion de la normal exterior. 

Rpta. - 


4) Hallese el flujo de la funcion F(x^y,z) = x 2 / + v 2 j+z 2 k a traves de una parte de la 

superficie del paraboloide -^-(x 2 + ) = z, z < H, en direccion de la normal interior. 

Jr 


Rpta. 


jiR 2 H 2 


5) Hallese el flujo de F(x,y,z) = x 2 i+y 2 j+zk a traves de una parte de la superficie del 

paraboloide z ——~(x 2 -y 2 ) coitada por el cilindro x 2 + y 2 = R 2 y orientada segun la 
R 2 


direccion del versor k . 


6 ) Hallese el flujo de ; F(x, y,z) =(x 2 ,-y 2 ,z 2 ) a traves de una parte de la esfera 
x 2 +y 2 + z 2 =* 2 ; X 20 ,y£ 0 ,z 20 , en direccion de la normal exterior. 


Rpta. 


7ZR A 


7) Hallese el flujo de F{x, y,z) • x i + y y+ z k a traves de un parte de la superficie del 

paraboloide z = —--( x 2 - y 2 ), cortada por los pianos z = 0, x = R, x = 0 y orientada segun la 
R 2 


direccion del versor k . 


Rpta. - 


r 2 h 


8 ) Hallese el flujo de F(X, y, z) = x i + y j-2zk a traves de toda la superficie del cubo 
x = ± a, en direccion de la normal exterior. Rpta. 0 
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9) 


2 2 2 

Hallese el flujo de F(x, y, z) = 2x i + 3y j+z A: a traves de toda la superficie del cue^po 


■yjx 2 +y 2 <z<^2R 2 -x 2 — y 2 en direction de la normal exterior. 

Rpta. tzR 4 

10) Utilice el teorema de STOKES para evaluar L™ r , en donde 

F(x, y, z) = xy / +yz j + zx k y C es el triangulo con vertices ( 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ) y ( 0 , 0 , 1 ) con 
orientation contraria a la de las manecillas del reloj cuando se observa desde arriba. 

Rpta. 

11) Aplique el teorema de STOKES para evaluar j ' F A r en cada caso, C esta orientada en 

sentido opuesto al de las manecillas del reloj cuando se observa desde arriba. 

—> 

a) F(x , y, z) -xz i + 2xy j + 3 xy k , C es la frontera de la portion del piano 3x + y + z = 3 

contenida en el primer octante. Rpta. 3.5 


b) F(x , y, z) = 2z i + 4x J+5yk,C es la curva de interseccion del piano z = x + 4 y el 

cilindro x 2 + y 2 = 4. Rpta. -4it 


3 


2 X 

c) F(x,y, z) = x yi+—j+xyk, C es la curva de interseccion del paraboloide 

hiperbolico z = y 2 ~x 2 y el cilindro x 2 +y 2 =1. Rpta. n 

12) Utilice el teorema de STOKES para evaluar jjrot(F)d S : 

-* ”♦ “• 2 2 2 
a) F(x,y,z) = oyz i + x j+e** coszk , S es ei hemisferio x +y +z =1, z £ 1 


orientado hacia arriba. 


Rpta. it 
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3 3 2 2 

b) F(x , y , 2) = >>z i + sen(xyz) j+ x £ , S es la portion del paraboloide y = 1 - * - z 
que se encuentra a la derecha del piano XZ orientada hacia el piano XZ. 

Rpta 


131 


c) F(x, v,z) = xyz i + xy j+x yzk , S consta de la cara superior y las cuatro caras 

laterales (pero no la base) del cubo con vertices (± 1 , ± 1 , ± 1 ) orientada hacia fuera. 

Rpta. 0 

Aplicando el Teorema de STOKES hallese la circulacion de F(x,y,z) = z i + x j+y l k , 
por la seccion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = R 2 producida por el piano x + y + z = R enel 


sentido positivo respecto al versor k . 


Rpta. —ttR' 


14) Hallese la circulacion de F(x,y, z) = z 3 i + x 3 j+y 3 k , por la seccion del hiperboloide 
2x 2 -y 2 +z 2 = R 2 producida por el piano x + y = 0 en el sentido positivo respecto al 

versor i . Verifique aplicando el teorema de STOKES. 

Rpta. ~xR 4 

15) Hallese la circulacion de F(x,y,z) = y~ i + xy j+(x* +y~)k a lo largo del contomo 
cortado en el primer octante del paraboloide x 2 + y 2 = Rz por lo pianos x = 0, y = 0, 

z = R, en direccion positiva respecto a la normal exterior del paraboloide. Verifique con 
ayuda del Teorema de STOKES. 

16) Aplique el Teorema de la Divergencia para calcular la integral superior Jf .d r , esto es 


calcule el flujo de F a traves de S. 
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“• -♦ “♦ 2 X 2 V 2 Z 2 

a) F(x y v,z) = -xz i-yz j+ z* k , S es el elipsoide —r + ^-r + — = 1 

a* /? c‘ 

Rpta. 0 

—9 ~9 *4 —9 

b) F(x, y, z) = 3y 2 z 3 z+9x 2 yz 2 j-4xy 2 * , S es la superficie del cubo con vertices 


(± 1 ,± 1 ,± 1 ). 


Rpta. 8 


c) F(X y y, z) = z cos v i + jc sen z 7 + xz k , S es la superficie del tetraedro limitado por los 

pianos x = 0, y = 0, z = 0 y 2x+y + z=2. Rpta. — 

6 


17) 


-f -f —+ —+ 

d) y,z) = x i + y' j+z k , S es la csfera x ’ + y + z = 1. 

D . ,2 * 

Rpta. — 

2 2~* 

e) F(x, y y z) = xy i+yz j+zx k , S es la superficie del sdlido comprendido entre los 
cilindros x 2 +y 2 = 1 y x 2 +y 2 =4 y entre los pianos z = 1 y z = 3. 

Rpta. 27 n 

- 9 - 9-9 

* x i + v i-hz k 

f) F(x , y, z) =-—-— a traves del elipsoide 4x 2 + 9y 2 + 6 z 2 = 36 en direction 

(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 

hacia fuera. 

-♦ "t r r -* -♦ 

Si F(x,y,z) = x i + y y + z/r, calcular donde S es la superficie cilindrica 


representada por r = cosw / +sen« j + vk , 0 £ u <; 2/r, 0 £v^1, ds=N.dsyN es el 
vector unitario normal exterior. Rpta. 2n 


18) Si F(x,y,z) = 4x/ i + xyz j+3zk , calcular s, donde S es la superficie limitada por 

5 

2 2 2 -9-9-9 

z = x +y z = 0, z = 4, d s = NyJV es el vector unitario normal exterior. 

Rpta. 320 
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19) 


Hallar \\f.N<!s siendo F(x.y,z) = 2xy i +yz' i j+xzk y s 
s 

•) La superficic del paralelepipedo limitado por x = 0, y = 0, z = 0, x * 2, y = 1, y 
z = 3 

b) Lasuperficie de la region limitada por x*0,y«0,y*3, z = 0, y x + 2z = 6 

351 


.2 . , 


Rpla. •) 30 


b> 


20 ) 


21 ) 


22 ) 


23) 


25) 


2 2 2 

Comprobar el teorema de la divergencia para F(x,y.z) = 2x y i -y j+4xz k extcndida 
a la region del primer octante limitada por y 2 + : ! = 9yr,2. 

Rpta. 180 

Si F(x.y,z) = (y+z) i +(z+x) j’(x+y) k, S es la superficie del cubo limitado por 
x = 0, y = 0, z = 0,x = l, y= 1, 2 = 1. Calcular: •) jjF.ds b) jf Fx d s 

5 S 

Rpta. a) 0 b) 0 

-a 

Si F-ax i+by j+czk , calcular o F.d s sobre cualquier superficie cerrada S que encierra 

s 

una region de volumen V. Rpta. (a + ft + c) b 


\\\vF^dv, 


Si F = y i + x j+zk, calcular JJJ V F.dv, donde R es la region limitada por 

K 


z = 0-x 2 -y 2 )\y 2 = 0. 


n 

Rpta. — 

2 


24) Usando el teorema de la divergencia, calcular jjxdydz +ydzdx +zdxdy, donde S es la 

s 

2 2 2 

superficie dc la esfcra x +y +z = 1 y N es el vector unitario normal exterior. 


Rpta. 4tr 


Si F = (x 2 +y 2 -4) i + 3xy J+(2xz+z 2 )k , calcular JJ VxF.ds, donde S es la superficie 




definida por z = 4-(x 2 +y 2 ) y N es el vector unitario normal exterior. 


Rpta. -4ji 
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26) 


27) 


30) 


m 


n [[i dv [[ r N J 

Demostrar que JJ J — = JJ ——as 
v r s r 

Hallar JJ(Vx ,F).N ds, siendo F = (x 2 +y-4) i +3 xy j+(2xz+z 2 )k y S la superficie de: 


a) La semiesfera x‘ + y~ + z* =16 por encima del piano XY. 

b) El paraboloide z = 4-(x 2 +y 2 ) por encima del piano XY. 

Rpta. a) -16n b) -4n 


28) Siendo F = 2yz i-(x+3y-2) j + (x z +z) k , hallar JJ (VxF). Nds extendida a la 


JJ< 


} \ 


superficie de intersection de los cilindros x +y = a 1 , x l +z z = a 1 , situada en el primer 

• • • -2 


octante. 


Rpta. —— (3?r + 8a) 


29) Aplicar el teorema de la divergencia para calcular 




donde “S” es la superficie total 


del solido limitado por el paraboloide x 2 + y 1 = z y el piano z = 9y A esta dado por 
—> —» —> —> 

= (3jc + .y) i -jc j+(y—z)k . Rpta. 81 n 

“S” es la superficie del solido limitado por el cilindro x 2 +y 2 = 25 y los pianos 


x = 0, y = 0, z- 0. Hallar el valor de J J A.d s , cuando: 

S’ 


iM, 


a) A = x i + 3^ j + 4z A:, 


b) /f = jty i +jyz 7 + zr & 

50(20+ 3;r) 

Rpta. a) 200 n b)- 


31) Demuestre que: JJ 0 p.ds = JJJ p.gr^(<f>)dv+ JJJ <f>dvpdv,d onde $ es una funcion escalar 


puntual, p una funcion vectorial y “V” el volumen limitado por una superficie cerrada “S M . 
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32) Hallar el valor de ifa* .d s \ siendo "S” la parte no plana del casquete elipsoidal definido 

5 

2 2 2 
x y z 

por —+“v+—= 1, z^Oy <£=(*+1) + 2(j'-l) +z . Use el teorema de la 
a b~ c 

divergencia para calcular s sobre la cara plana z = 0 del casquete. 

16 n abc 


Rpta. 


33) Por el teorema de la divergencia, demuestre haciendo donde m es un vector 

constante y compruebe este resultado cuando </> = 3(x 2 + j> 2 ) + z y V es la parte finita del 


2 2 

paraboloide x +y = 4-z, o el ser cortado por el piano z = 0 [En la superficie elaborada 


del paraboloide d s = ds.N, donde ds = v 1 + 4x 2 +4 y 2 dxdy y N = 


2x i +2y j + k 
Vl + 4;c 2 +4y 2 


integrando sobre el circulo x 2 +y 2 = 4. 


34) Sea “S” una superficie cerrada simple que limita el volumen V, N un vector unitario normal 
a S y A-a(xi+byj + czk, donde a,b,c son constantes, Demuestre que: 
a) JJJ</iv( N)dv-s, b) \\{A.N)ds = (a+b+c)v, c) flP*- JJ[(r ^)r 2 )ds. 


35) 


JJ. 


Calcular JJ rot.(A).ds , sobre la parte de la superficie x 2 + 4^ 2 + z 2 -2z = 4 que esta sobre 


el piano z = 0 siendo ^4 = (jc 3 - .y 3 ) / - xyz j+y k . 


3/r 

Rp ta. — 


36) Siendo i4 = 2^(1-*) / + (x-x 2 +y 2 ) j + (x 2 +y 2 + z*) £, hallar el valor de 
J N .rot {A)ds, tomada sobre la superficie dado por x 2 +y 2 + z 2 = 1, 0, donde N es 


un vector unitario de direccion la de la normal y sentido hacia el exterior en el punto donde 
esta situado ds. Rpta. -n 
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r -> -► rr -> -> -> -► 

37) Apartir del teorema de Stokes A.d r = JJ (V x A)d s , demuestre, haciendo A = <p V y 

s 

donde <J> es una funcion escalar y V un vector arbitrario constante, que 

fad r =jj(d S xVf. 


I!„ 


38) Calcular la integral J J rot ( A).d s , para la funcion vectorial 


= (2>’ 2 +3z 2 -x 2 )/'+(2z 2 +3x 2 - j> 2 ) y + (2x 2 +3y 2 -z 2 ) & , sobre la parte de la 
superficie x 2 + y 2 -2ax + az = 0 que esta por encima de z = 0. Rpta. 6 /r a 3 


rr-> 

39) Usar el teorema de la divergencia para evaluar JJ F.Nds y hallar el flujo F a traves de la 

£ 

superficie del solido acotado por los graflcos de las ecuaciones. 


a) F(x,y,z) = x 2 / -2xy j + xyz 2 k 


b) F(x,y J z) = x i+y j + zk 


S:z = ija 2 -x 2 -y 2 , z=0 Rpta. 0 S:x 2 +y 2 +z 2 =k Rpta. 32 n 


3 2 2 

c) F(x s y,z) = x i+x yjfrx .eyk 


5:4-y, z = 0, x = 0, x = 6, y = 0 Rpta. 2304 


40) Usar el teorema de stokes para calcular 




a) F{x % y,z)~z 2 i +x 2 j + y 2 k 


S:z = 4-x 2 -y 2 , z£ 0 Rpta. 0 


b) F(x,y,z) -z 2 i+yj + xzk 
S:z = ^ 4~x 2 - y 2 Rpta. 0 
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